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Ä.Â.Àäëåð. Ôîðìû ßêîáè, ýëëèïòè÷åñêèé ðîä è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Êëàññè÷åñêèå ôîðìû ßêîáè, èçó÷åííûå â èçâåñòíîé êíèãå Ýéõëåðà è Çàãüå, ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðì ßêîáè, àññîöèèðîâàííûõ ñ ñèñòåìàìè êîðíåé. Îíè îòâå÷àþò ïðîñòåé-
øåé ñèñòåìå êîðíåé A1. Èçâåñòíî, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèé ðîä ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó ÿâëÿåòñÿ
ôîðìîé ßêîáè âåñà 0.

Â ñâî¼ì äîêëàäå ÿ ðàññêàæó î äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò
ýòè ôîðìû, à òàêæå îá àíàëîãàõ óðàâíåíèé Êàíåêî�Çàãüå äëÿ ñòåïåíåé òåòà-ôóíêöèé. Îêà-
çàëîñü, ÷òî ïðîñòåéøåå êâàçèìîäóëÿðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ýë-
ëèïòè÷åñêîãî ðîäà òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó. Ïîìèìî ýòîãî ÿ ðàññêàæó î äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ áàçîâûõ ôîðì ßêîáè îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ â ñëó÷àå ñèñòåì
êîðíåé Dn. Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ Â.À. Ãðèöåíêî.

Ð.Ê.Àõóíæàíîâ. Î êðèòåðèè ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ âåêòîðîâ

Ñôîðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî îáîáùåíèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé êðèòåðèÿ ïëîõî ïðèáëè-
æàåìûõ ÷èñåë.

Ý.ÐÁèãóøåâ. Äèîôàíòîâû ýêñïîíåíòû ðåø¼òîê è ðîñò ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ
íåïîëíûõ ÷àñòíûõ

Åñëè ÷èñëî θ èððàöèîíàëüíî, îíî ðàñêëàäûâàåòñÿ â áåñêîíå÷íóþ (îáûêíîâåííóþ) öåïíóþ
äðîáü âèäà θ = [a0; a1, a2, . . .] Ïðè ýòîì åãî ìåðà èððàöèîíàëüíîñòè åñòü âåëè÷èíà

µ(θ) = sup
{
γ ∈ R

∣∣∣∀n0 > 0 ∃n > n0 :
∣∣θ − pn/qn∣∣ ≤ |qn|−γ}.

Ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå µ(θ) ñ ðîñòîì íåïîëíûõ ÷àñòíûõ:

µ(θ) = 2 + lim sup
n→∞

log an+1

log qn

(çäåñü q0, q1, q2, . . . - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé θ).
Åñëè ðàññìîòðåòü ðåø¼òêó

Λ = AZ2,

ãäå A =

(
θ1 −1
θ2 −1

)
ñ ðàçëè÷íûìè äåéñòâèòåëüíûìè θ1 è θ2, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìåðà

èððàöèîíàëüíîñòè ýòèõ ÷èñåë â äàííîì ñëó÷àå òåñíî ñâÿçàíà ñ äèîôàíòîâîé ýêñïîíåíòîé
ðåø¼òêè, à èìåííî:

max
(
µ(θ1), µ(θ2)

)
= 2 + 2ω(Λ).
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Íàïîìíèì, ÷òî äèîôàíòîâîé ýêñïîíåíòîé ðåø¼òêè ïîëíîãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ω(Λ) = sup
{
γ ∈ R

∣∣∣∃∞ ~x ∈ Λ : |x1 · . . . · xn|1/n ≤ |~x|−γ
}
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì:

ω(Λ) =
1

2
max

(
lim sup
n→∞

log aθ1n+1

log qθ1n
, lim sup

n→∞

log aθ2n+1

log qθ2n

)
.

Â äàííîì äîêëàäå áóäåò ïîêàçàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ àíàëîãà íåïîëíûõ ÷àñò-
íûõ an, à îñíîâíàÿ ÷àñòü áóäåò ïîñâÿùåíà òð¼õìåðíîé âàðèàöèè íåðàâåíñòâà

ω(Λ) 6
1

2
max

(
lim sup
n→∞

log aθ1n+1

log qθ1n
, lim sup

n→∞

log aθ2n+1

log qθ2n

)
.

Ê.Ì.Áîáêîâ. Äâîè÷íûå çàïèñè ÷èñåë, ñâîáîäíûõ îò k-ûõ ñòåïåíåé

Â äîêëàäå ìû óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë, ñâîáîäíûõ îò k-ûõ ñòåïåíåé è èìåþùèõ
áîëüøóþ äîëþ åäèíèö â äâîè÷íîé çàïèñè. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû î èíòåð-
âàëàõ ìåæäó ñâîáîäíûìè îò k-ûõ ñòåïåíåé ÷èñëàìè, âêëþ÷àÿ ðåçóëüòàòû Ì.Ôèëàñåòû è
Î.Òðèôîíîâà î ñóùåñòâîâàíèè ñâîáîäíûõ îò k-ûõ ñòåïåíåé ÷èñëàõ â êîðîòêèõ ïðîìåæóòêàõ
è ðåçóëüòàòû Ð.Ì.Íóíüåñà î ìîìåíòàõ ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîáîäíûõ îò k-ûõ ñòåïåíåé ÷èñåë íà
êîðîòêèõ èíòåðâàëàõ.

Ã.Â.Âîñêðåñåíñêàÿ. Ýòà-ôóíêöèÿ Äåäåêèíäà: òðè íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé

Â äîêëàäå ïëàíèðóåòñÿ ðàññêàçàòü î ïðîáëåìàõ è ðåçóëüòàòàõ èññëåäîâàíèé, èñïîëüçóþ-
ùèõ ñâîéñòâà ýòà-ôóíêöèé Äåäåêèíäà. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â íèõ èãðàþò îïèñàííûå â 1985
ãîäó ýòà-ïðîèçâåäåíèÿ ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè (ôóíêöèè ÌàêÊåÿ).

Ïåðâîå íàïðàâëåíèå - ýòî èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâ ìîäóëÿðíûõ ôîðì ìåòîäîì
ðàññå÷åíèÿ, òî åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ èõ â âèäå f(z)W ⊕ U, ãäå f(z) � íåêîòîðàÿ ìîäóëÿðíàÿ
ôîðìà, W � ïðîñòðàíñòâî ìîäóëÿðíûõ ôîðì ìåíüøåãî âåñà, U � äîïîëíèòåëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Åñëè U = {0}, òî ðàññå÷åíèå íàçûâàåòñÿ òî÷íûì. Äîêàçàíû òåîðåìû î òî÷íîì ðàññå÷å-
íèè è î ïðèðîäå äîïîëíèòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Âòîðîå íàïðàâëåíèå - èññëåäîâàíèå ôðåéì-ñîîòâåòñòâèÿ, òî åñòü ñîïîñòàâëåíèå ýëåìåí-
òàì êîíå÷íîé ãðóïïû ýòà-ïðîèçâåäåíèé ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Îñíîâû ýòîé
òåîðèè çàëîæåíû Äæ Ìåéñîíîì . Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êàñàþòñÿ îïèñàíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï,
àññîöèèðîâàííûõ ñ ôóíêöèÿìè ÌàêÊåÿ.

Òðåòüå íàïðàâëåíèå ñâÿçàíî ñ àðèôìåòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé êîýôôèöèåíòîâ ýòà - ïðî-
èçâåäåíèé. Îñîáîå âíèìàíèå ìû óäåëèì ñóììàì Øèìóðû.

Ì.Ð. Ãàáäóëëèí. ×èñëà, óäàë¼ííûå îò ïðîñòûõ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (n) ðàññòîÿíèå îò íàòóðàëüíîãî n äî áëèæàéøåãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Â
2015 ã. Ê. Ôîðä, Ä.Ð. Õèçáðàóí è Ñ.Â. Êîíÿãèí ââåëè ïîíÿòèå ¾óäàë¼ííîñòè îò ïðîñòûõ
÷èñåë¿: ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ óäàë¼ííûì îò ïðîñòûõ ñ êîíñòàíòîé c, åñëè

F (n) > c
(lnn)(ln lnn)(ln ln ln lnn)

(ln ln lnn)2
.
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Â ðàáîòå òð¼õ àâòîðîâ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííàÿ
c = c(k) > 0 è áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷íûõ k-õ ñòåïåíåé, ÿâëÿþùèõñÿ óäàë¼ííûìè îò ïðîñòûõ
ñ ïîñòîÿííîé c. Ïîçäíåå Õ.Ìàéåð è Ì.Ðàññèàñ ðàñïðîñòðàíèëè ýòîò ðåçóëüòàò íà òî÷íûå
k-å ñòåïåíè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðè ýòîì óëó÷øèâ ïî ïîðÿäêó îöåíêó ñíèçó íà ðàññòîÿíèå äî
ïðîñòûõ.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä èç íåäàâíåé ïðîðûâíîé ðàáîòû Ê.Ôîðäà, Ñ.Â.Êîíÿãèíà, Äæ.Ìýéíàðäà,
Ê.Ïîìåðàíñà è Ò.Òàî î ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîñòàâíûõ çíà÷åíèÿõ ìíîãî÷ëåíîâ, ìû äîêàçûâàåì
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Êàæäîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå N =
n1 + n2, ãäå

F (ni) > (lnN)(ln lnN)1/325565, i = 1, 2.

À.Ñ. Ãàñïàðÿí. Ìíîãîìåðíûå îïðåäåëèòåëè íàä çíà÷åíèÿìè äçåòà-ôóíêöèè Ðè-
ìàíà

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïîëèãàíêåëåâîé ìàòðèöû è ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëèãàíêåëåâû îïðåäåëè-
òåëè, ñîñòàâëåííûå èç çíà÷åíèé êðàòíûõ ðÿäîâ Äèðèõëå. Ïîëó÷åíû îáùèå ôîðìóëû äëÿ íà-
çâàííûõ ìíîãîìåðíûõ îïðåäåëèòåëåé. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ðÿäà Äèðèõëå îò îäíîé ïåðåìåííîé
F (s) =

∑∞
m=1 f(m)m−s èìååì ìíîãîìåðíûå ãàíêåëåâû îïðåäåëèòåëè òîé èëè èíîé ñèãíàòóðû

σ = (σ1, . . . , σp) ∈ {0, 1}p:
Hσ
p,n,r(F ) = |F (i1 + · · ·+ ip + r)|σ

Íàïðèìåð, ïðè p = 2k è σ = (1, . . . , 1) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

H
(1,...,1)
2k,n,r (F ) =

1

n!

∞∑
m1,...,mn=1

n∏
i=1

f(mi)

m2kn+r
i

∏
i<j

(mi −mj)
2k.

Ñëó÷àé k = 1 ïðèíàäëåæèò Monien (2009).

Î.Í. Ãåðìàí. Àíàëîã òåîðåìû ïåðåíîñà Ìàëåðà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ äèîôàí-
òîâûõ ïðèáëèæåíèé

Äëÿ êàæäîãî ïàðàëëåëåïèïåäà

P =
{
z = (z1, . . . , zd) ∈ Rd

∣∣∣ |zi| 6 ηi, i = 1, . . . , d
}

ñ ïîëîæèòåëüíûìè η1, . . . , ηd îïðåäåë¼í åãî ïñåâäîïðèñîåäèí¼ííûé ïàðàëëåëåïèïåä êàê

P∗ =
{
z = (z1, . . . , zd) ∈ Rd

∣∣∣ |zi| 6 1

ηi

d∏
j=1

ηj, i = 1, . . . , d
}
.

Çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ìàëåðà î áèëèíåéíîé ôîðìå, èç êîòîðîé ñëåäóþò ìíîãèå êëàññè-
÷åñêèå íåðàâåíñòâà ïåðåíîñà â òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé, äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ
äîâîëüíî êîìïàêòíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó: äëÿ ëþáîé ðåø¼òêè Λ ñ îïðåäåëèòåëåì 1 ñïðàâåä-

ëèâî

P∗ ∩ Λ∗ 6= {0} =⇒ (d− 1)P ∩ Λ 6= {0},
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ãäå Λ∗ îáîçíà÷àåò äâîéñòâåííóþ ðåø¼òêó, à 0 � íà÷àëî êîîðäèíàò.
Äîêëàä ïîñâÿù¼í ôîðìóëèðîâêå àíàëîãà ýòîé òåîðåìû, êîòîðûé ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü

íåðàâåíñòâà ïåðåíîñà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé.

Ñ.À. Ãðèöåíêî, À.Ê.Ýìèíÿí. Áèíàðíàÿ àääèòèâíàÿ çàäà÷à ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè
ñïåöèàëüíîãî âèäà

Â 1940 ã. È.Ì. Âèíîãðàäîâ ïîëó÷èë äëÿ π2(N) � ÷èñëà ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
N è ëåæàùèõ â ïðîìåæóòêàõ ((2n)2, (2n+ 1)2) ïðè íàòóðàëüíûõ n � ñëåäóþùóþ ôîðìóëó

π2(N) =
π(N)

2
+O(N1−0,1+ε)

(È.Ì. Âèíîãðàäîâ, Íåêîòîðîå îáùåå ñâîéñòâî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë, Ìàòåì. ñá.,
1940, ò.7, ñ. 365�372).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë èç ïðîìåæóòêîâ ((2n)2, (2n+1)2) áóêâîé V . Â 1980�
1990 ãã. ïåðâûé àâòîð ðåøèë òåðíàðíóþ ïðîáëåìó Ãîëüäáàõà è ïðîáëåìó Âàðèíãà�Ãîëüäáàõà
ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè èç ìíîæåñòâà V (Ñ.À. Ãðèöåíêî, Òåðíàðíàÿ ïðîáëåìà Ãîëüäáàõà è ïðî-

áëåìà Âàðèíãà�Ãîëüäáàõà ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè, ëåæàùèìè â ïðîìåæóòêàõ ñïåöèàëüíîãî

âèäà, ÓÌÍ, 1988, ò. 43, âûï. 4(262), ñ. 203�204; Ñ.À. Ãðèöåíêî, Òðè àääèòèâíûå çàäà÷è, Èçâ.
ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì., 1992, ò. 56, âûï. 6, ñ. 1198�1216). Ïåðå÷èñëåííûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ êðó-
ãîâûì ìåòîäîì ïî ñõåìå ðåøåíèÿ òåðíàðíîé çàäà÷è íà îñíîâå îöåíîê òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ñóìì ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå ïðîáëåìû äåëèòåëåé Òèò÷ìàðøà ñ ïðîñòûìè ÷èñ-
ëàìè èç ìíîæåñòâà V . Óêàçàííàÿ çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ òåðíàðíîé è íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ïî
ñõåìå ðåøåíèÿ òåðíàðíîé çàäà÷è.

Í.Ì.Äîáðîâîëüñêèé. Îá îöåíêàõ Áûêîâñêîãî äëÿ ìåðû êà÷åñòâà îïòèìàëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ

Â äîêëàäå áóäóò äàíû îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó ìåðû êà÷åñòâà îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
÷åðåç ñóììó ïî ìíîæåñòâó Áûêîâñêîãî. Ìíîæåñòâî Áûêîâñêîãî áûëî îïðåäåëåíî â 2002 ã.
Â.À.Áûêîâñêèì è ñîñòîèò èç ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé ëèíåéíîãî ñðàâíåíèÿ ñ îïòèìàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Í.Í.Äîáðîâîëüñêèé. Î äâóìåðíûõ ðåø¼òêàõ ñðàâíåíèé

Â äîêëàäå ñ ïîìîùüþ òåîðèè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé âòîðîãî ðîäà îïèñàíî ìíîæåñòâî
Áûêîâñêîãî, ñîñòîÿùåå èç ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ðåø¼òêè ïðèáëèæåíèé Äèðèõëå äëÿ ðà-
öèîíàëüíîãî ÷èñëà. Â ÿâíîì âèäå îïèñàíî ìíîæåñòâî Áûêîâñêîãî äëÿ äâóìåðíîé ðåø¼òêè
ðåøåíèé ëèíåéíîãî ñðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàìåòð
ýòîé ðåø¼òêè ÷åðåç çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé è ñêîáêè Ýéëåðà è ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñ-
ëÿòü åãî çà O(lnN) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Â. Ã.Æóðàâë¼â. Ðàçáèåíèÿ è öåïíûå äðîáè

Îáñóæäàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå ÿäåðíûå ðàçáèåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ åñòåñòâåííûì ÿçûêîì
îïèñàíèÿ ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé. Òàêèå ðàçáèåíèÿ äîïóñêàþò ìíîãî÷èñëåííûå ñèììåò-
ðèè è âñåâîçìîæíûå èõ îáîáùåíèÿ. Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ÿäðà çàäàþò äèíàìèêó ðàçáèåíèé,
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ëîêàëüíûå ïðàâèëà è êîìáèíàòîðèêó ðàçáèåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò âûÿâèòü íåèçâåñòíûå ñâîé-
ñòâà öåëîãî êëàññà äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé.

À.À.Èëëàðèîíîâ. Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è àñèììåòðè÷íûå
êðèïòîñèñòåìû

Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå (âîçìîæíî êîíå÷íîå). Ìû ðàññìàòðèâàåì âîïðîñ î ñóùå-
ñòâîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {An}+∞n=−∞ ⊂ F, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàçëîæåíèÿì âèäà

Am+nAm−n = a1(m)b1(n) + a2(m)b2(n),

Am+n+1Am−n = ã1(m)b̃1(n) + ã2(m)b̃2(n),

ãäå a1, a2, b1, b2, ã1, ã2, b̃1, b̃2 : Z → F. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ àíàëîãîâ àëãîðèòìîâ Äèôôè�Õåëëìàíà è Ýëü-Ãàìàëÿ, â êîòîðûõ çàäà÷à äèñêðåòíî-
ãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ñòàâèòñÿ â ãðóïïå (S,+), ãäå ìíîæåñòâî S ñîñòîèò èç ÷åòâåðîê âèäà
S(n) = (An−1, An, An+1, An+2), n ∈ Z, à S(n) + S(m) = S(n+m).

À.Á.Êàëìûíèí. Ïðîñòûå äåëèòåëè ñäâèíóòûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé

Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìû îáñóäèì ñâîéñòâà ôóíêöèè

jf (N) =

max
m
{m : Äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ N íåðàâåíñòâî (x+ f(i), N) > 1 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ i ≤ m},

ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì ôóíêöèè ßêîáñòàëÿ. Áóäåò äîêàçàíà íèæíÿÿ îöåíêà

jf (P (y))� y(ln y)`f−1
(

ln ln2 y

ln ln ln y

)hf ( ln y ln ln ln y

ln ln2 y

)M(f)

,

ãäå P (y) � ïðîèçâåäåíèå âñåõ ïðîñòûõ p ≤ y, `f � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ äåëè-
òåëåé f(x), hf � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ íåëèíåéíûõ äåëèòåëåé f(x), à M(f) �
âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îò ñâîéñòâ f êàê îòîáðàæåíèÿ f : Fp → Fp.

È.Ä.Êàí. Ãèïîòåçà Çàðåìáû è êðóãîâîé ìåòîä

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî DA íåñîêðàòèìûõ çíàìåíàòåëåé ðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ êîíå÷íûìè öåïíûìè äðîáÿìè, âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå êîòî-
ðûõ ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ÷èñëîâîìó àëôàâèòó A. Ïóñòü ìíîæåñòâî áåñêî-
íå÷íûõ öåïíûõ äðîáåé ñ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè èç ýòîãî àëôàâèòà èìååò õàóñäîðôîâó ðàç-
ìåðíîñòü ∆A, óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâó

∆A > (
√

40− 4)/3 = 0.7748 . . . .

Òîãäà DA ñîäåðæèò ïî÷òè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì îñòàòî÷íîå ñëàãàåìîå ýòîé ôîð-
ìóëû èìååò ñòåïåííîå ïîíèæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê ãëàâíîìó.
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Ä.Â.Êîëåäà. Î ðàñïðåäåëåíèè âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, öåëûõ è
íåöåëûõ

Äîêëàä ïîñâÿù¼í ñòàòèñòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë íà âåùåñòâåííîé îñè.
Ìû ïîãîâîðèì îá àñèìïòîòèêå êîëè÷åñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè, ëå-
æàùèõ â çàäàííîì ïðîìåæóòêå âåùåñòâåííîé îñè, êîãäà âåðõíÿÿ ãðàíèöà èõ âûñîò íåîãðà-
íè÷åííî ðàñò¼ò. Áóäóò îáñóæäàòüñÿ ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ â ïîâåäåíèè öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë è àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë îáùåãî âèäà.

Ï.À.Êó÷åðÿâûé. Î ÷èñëàõ, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû n+ w(n)

Ïóñòü w(n) � àääèòèâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî w(p) = 1
äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p. Ðàññìîòðèì Ξ(N) � êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìåíüøèõ N , íå ïðåäñòàâè-
ìûõ â âèäå n+ w(n). Áóäåò ïîëó÷åíà îöåíêà

Ξ(N)� N

log logN
.

Äëÿ ýòîãî èçó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå n+w(n) ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p ìåòîäîì êîìïëåêñ-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Þ.Â.Íåñòåðåíêî. Àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü è êâàçèìîäóëÿðíûå ôîðìû

Ïðàêòè÷åñêè êàæäîå äîêàçàòåëüñòâî â òåîðèè òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë èñïîëüçóåò èñ-
êëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ. Ýòî îòíîñèòñÿ ê êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì î òðàíñöåíäåíòíî-
ñòè e (Ø.Ýðìèò), ê àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé òàê íàçûâàåìûõ E-ôóíêöèé
(Ê. Çèãåëü è À.Á.Øèäëîâñêèé), ê ðåøåíèþ 7-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà (À.Î. Ãåëüôîíä,
Ò.Øíåéäåð). Âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçîâàëè ëèáî èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ
îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ ôîðì, ëèáî èñêëþ÷åíèå îäíîé ïåðåìåííîé ñ ïîìîùüþ äâóõ ìíîãî÷ëå-
íîâ îò íå¼. Åù¼ â íà÷àëå 50-õ ãã. ïðîøëîãî âåêà À.Î. Ãåëüôîíä óêàçûâàë íà íåîáõîäèìîñòü
ðàçâèòèÿ îáùåé òåîðèè èñêëþ÷åíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì î òðàíñöåíäåíòíîñòè è àëãåá-
ðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë. Öåëü íàñòîÿùåãî äîêëàäà � ïðèâëå÷ü âíèìàíèå ñëóøàòåëåé
ê ðåàëèçàöèè ýòîãî ïîæåëàíèÿ Ãåëüôîíäà, à òàêæå ê íåêîòîðûì ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì â
ïîñëåäóþùèå ãîäû ñ åãî ïîìîùüþ.

Ïóñòü K � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî îäíîðîäíîãî
íåñìåøàííîãî èäåàëà I êîëüöà R = K[x0, x1, . . . , xm] ñ ïîìîùüþ ôîðìû ×æîó ýòîãî èäåà-
ëà ìîæíî îïðåäåëèòü ðÿä åãî õàðàêòåðèñòèê: ðàçìåðíîñòü (ïðîåêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü dim I
ìíîãîîáðàçèÿ V (I) íóëåé èäåàëà I), ñòåïåíü deg (I) èäåàëà (êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
ìíîãîîáðàçèÿ íóëåé I ñ îáùèì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì äîïîëíèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè), ëî-
ãàðèôìè÷åñêóþ âûñîòó h(I) è ïðîåêòèâíîå ðàññòîÿíèå %(ω, I) îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ω ïðî-
åêòèâíîãîm-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë äî ìíîãîîáðàçèÿ V (I). Òðè
ïîñëåäíèå õàðàêòåðèñòèêè àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì õàðàêòåðèñòèêàì äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ.
Â ÷àñòíîñòè, îíè âåäóò ñåáÿ ïî÷òè ëèíåéíî ïðè ðàçëîæåíèè I â ïåðåñå÷åíèå ïðèìàðíûõ êîì-
ïîíåíò. Ïðîöåññ èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê èíäóêòèâíóþ îöåíêó ñíèçó
â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èí dim I, deg (I), h(I) âåëè÷èíû ðàññòîÿíèÿ %(ω, I). Èíäóêöèÿ ïðî-
âîäèòñÿ ïî ðàçìåðíîñòè èäåàëà. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåìàÿ â êîíöå èíäóêöèè, òàêàÿ îöåíêà
äëÿ ãëàâíûõ èäåàëîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ � èõ îáðàçóþùèõ
è äîêàçàòü, ÷òî ýòè ìíîãî÷ëåíû â òî÷êå ω îòëè÷íû îò íóëÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, êîîðäèíàòû
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òî÷êè ω îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä K. Ìû óêàæåì ðÿä êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ,
ñâÿçàííûõ ñ òàêîé ñõåìîé ðàññóæäåíèé â ñëó÷àå êâàçèìîäóëÿðíûõ ôîðì.

Ó.Ì.Ïà÷åâ. Î äèîôàíòîâûõ ñèñòåìàõ ñ êâàäðàòè÷íîé è ëèíåéíîé ôîðìàìè óäî-
âëåòâîðÿþùèõ êîíãðóýíöèàëüíîìó óñëîâèþ

Äîêëàä ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé èç íèõ ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè
ïàðû öåëûõ ÷èñåë êâàäðàòè÷íîé è ëèíåéíîé ôîðìàìè ñ êîíãðóýöèàëüíûì óñëîâèåì. Òî÷íåå,
ðå÷ü èä¼ò îá àñèìïòîòèêå ÷èñëà ðåøåíèé äèîôàíòîâîé ñèñòåìû:

f(x1, . . . , xs) = m,

l(x1, . . . , xs) = n,

(x1, . . . , xs) ≡ (b1, . . . , bs) (mod g),

ãäå

f(x1, . . . , xs) =
s∑

i,j=−1

aij xi xj

� öåëî÷èñëåííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò s ïåðåìåííûõ, ïðè÷¼ì s > 5;

l(x1, . . . , xs) =
s∑

i=−1

li xi

� öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà; m > 0, n �öåëûå ÷èñëà.
Íàñ èíòåðåñóåò ÷èñëî ðåøåíèé rg; b1,...,bs (f, m; l, n) ýòîé ñèñòåìû.
Âòîðàÿ ÷àñòü äîêëàäà îòíîñèòñÿ ê äèîôàíòîâîé ñèñòåìå âèäà:

x21 + · · ·+ x2s = m,

l1 x1 + · · ·+ ls xs = n,

(x1, . . . , xs) ≡ (l1, . . . , ls) (mod g),

ñîäåðæàùåé ñóììó êâàäðàòîâ ïåðåìåííûõ è ïðè ýòîì êîíãðóýíöèàëüíîå óñëîâèå èìååò ñïå-
öèàëüíûé âèä. Îòäåëüíîå ðàññìîòðåíèå òàêîé ñèñòåìû îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äëÿ íå¼ óäà¼òñÿ
âû÷èñëèòü îñîáûé ðÿä. Çàâåðøàåòñÿ äîêëàä ïîñòàíîâêîé íåðåø¼ííûõ âîïðîñîâ ïî äàííîé
òåìå è ñïèñêîì ëèòåðàòóðû.

Í.Ê.Ñåì¼íîâà. Ðåøåòî Âèíîãðàäîâà è êîðîòêèå ñóììû Êëîîñòåðìàíà

Íåïîëíîé âçâåøåííîé ñóììîé Êëîîñòåðìàíà íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñóììà âèäà

S(x,m; a, b) =
∑
ν6x

(ν,m)=1

f(ν) exp
(

2πi
aν + bν

m

)
, 1 < x < m,

ãäå 1 < x < m, m, a, b � öåëûå ÷èñëà, à ÷åðåç ν îáîçíà÷àåòñÿ âû÷åò, îáðàòíûé ê ν ïî
ìîäóëþ m: νν ≡ 1 (mod m). Îöåíêàì òàêèõ ñóìì ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà m, x, a, b
ïîñâÿùåíû ðàáîòû À.À.Êàðàöóáû, Ì.À.Êîðîë¼âà, Ì. Ç. Ãàðàåâà, Æ.Áóðãåéíà.

7



Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî îá óòî÷íåíèè îöåíêè íåïîëíîé ñóììû Êëîîñòåðìàíà çà ñ÷¼ò
ïðèìåíåíèÿ òàê íàçûâàåìîãî ðåøåòà Âèíîãðàäîâà. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðî-
ñòîãî ìîäóëÿ m > m0 è öåëîãî a, (a,m) = 1, â ñëó÷àå, êîãäà äëèíà ñóììû x óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâàì

exp(c(logm)5/6(log logm)1/6) 6 x 6
√
m, c > 0.

È.À.Òëþñòàíãåëîâ. Öèêëè÷åñêèå ñèììåòðèè ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé

Äëÿ ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîé öåïíîé äðîáè äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà èçâåñòíî íåñêîëüêî îáîá-
ùåíèé, îäíî èç êîòîðûõ îñíîâûâàåòñÿ íà ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè öåïíîé äðîáè, ïðåä-
ëîæåííîé Ô. Êëåéíîì. À èìåííî, ïóñòü l1, . . . , ln � îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàí-
ñòâà Rn, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñî âñåì Rn. Ãèïåðïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòûå íà
âñåâîçìîæíûå (n− 1)-íàáîðû èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ðàçáèâàþò Rn íà 2n ñèìïëèöèàëüíûõ
êîíóñîâ. Îáúåäèíåíèå âûïóêëûõ îáîëî÷åê òî÷åê Zn\{0} âíóòðè ýòèõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîíó-
ñîâ íàçûâàåòñÿ (n−1)-ìåðíîé öåïíîé äðîáüþ. Áëàãîäàðÿ òåîðåìå Äèðèõëå îá àëãåáðàè÷åñêèõ
åäèíèöàõ ëþáàÿ (n − 1)-ìåðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ öåïíàÿ äðîáü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âïîëíå âå-
ùåñòâåííîìó ðàñøèðåíèþ ïîëÿ Q ñòåïåíè n, îáëàäàåò áîãàòîé ãðóïïîé GLn(Z)-ñèììåòðèé,
äåéñòâèå êîòîðîé ñîõðàíÿåò êàæäîå èç ïîäïðîñòðàíñòâ l1, . . . , ln. Îäíàêî, ó (n − 1)-ìåðíîé
àëãåáðàè÷åñêîé öåïíîé äðîáè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è äîïîëíèòåëüíûå GLn(Z)-ñèììåòðèè, íà-
çûâàåìûå ïàëèíäðîìè÷åñêèìè. Òàêèå ñèììåòðèè íåòîæäåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåñòàâëÿþò
ïîäïðîñòðàíñòâà l1, . . . , ln. Â äàííîì äîêëàäå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 1
ñóùåñòâóåò (n − 1)-ìåðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ öåïíàÿ äðîáü, îáëàäàþùàÿ ïàëèíäðîìè÷åñêèìè
ñèììåòðèÿìè.

À.Â.Óñòèíîâ. Òðîïè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñà

Äëÿ öåëîãî k ≥ 4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ñîìîñ�k íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàâà-
åìàÿ êâàäðàòè÷íûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

sn+ksn =

[k/2]∑
j=1

αjsn+k−jsn+j,

ãäå αj � êîíñòàíòû, s0, . . . , sk−1 � íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Ñîìîñà ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè. Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ
íà êîýôôèöèåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ�k ïðè k = 4, 5, 6, 7 îêàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè îò
íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïðè ïîïûòêå èçó÷àòü ñâîéñòâà ýòèõ ïîëèíîìîâ, íàïðèìåð, ðîñò ñòåïåíåé,
âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü òðîïè÷åñêèå àíàëîãè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ñîìîñà.
Î íèõ è ïîéä¼ò ðå÷ü â äîêëàäå.

Â.Í.×óáàðèêîâ. Î ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ è èõ îáîáùåíèÿõ

Â ñîîáùåíèè ôîðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû î ðàçëîæåíèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïî ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîé ñèñòåìå ÷èñåë, ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è è ïî öåëî÷èñëåííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì è ñâÿçàííîé ñ ÷èñëàìè Ïè-
çî�Âèäæàÿðàãõàâàíà. Îñîáîå âíèìàíèå îáðàùåíî íà ¾ÿâíûå ôîðìóëû¿ è óñëîâèÿ åäèíñòâåí-
íîñòè òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Îòìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà
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ïî îáðàòíûì çíà÷åíèÿì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó îñòàòêà äëÿ
íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè.

Ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàòíûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ñóùåñòâåííî èñ-
ïîëüçóåò èõ ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ñòåïåíè ¾çîëîòîãî ñå÷åíèÿ¿. Ñèñòåìû ÷èñåë, ñâÿçàííûå ñ
÷èñëàìè Ïèçî�Âèäæàÿðàãõàâàíà ðàññìîòðåíû ìåíåå ïîäðîáíî, ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ êîíêðå-
òèçèðîâàòü ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ÷èñåë.

Þ.Í.Øòåéíèêîâ. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ñâÿçàííûõ ñ ïðîèçâåäåíèåì è ÷àñòíûõ
÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ

Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâà A,B ⊂ [1, Q]. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ îöåíêà-
ìè íà ðàçìåð ìíîæåñòâà ïðîèçâåäåíèé AB è ÷àñòíûõ A/B. Áóäåò äàí îáçîð èìåþùèõñÿ è
íåêîòîðûõ ñîâðåìåííûõ ðåçóëüòàòîâ è èõ ïðèëîæåíèé.

À.Â.Øóòîâ. Î ÷èñëàõ ñ çàäàííûì îêîí÷àíèåì ðàçëîæåíèÿ â îáîáù¼ííûå ñèñòå-
ìû ñ÷èñëåíèÿ Ôèáîíà÷÷è

Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ðàçëîæèòü â ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ Ôèáîíà÷÷è:

n =
∑
k

εkFk, ãäå εk ∈ {0, 1} è εkεk+1 = 0.

Äàííîå ðàçëîæåíèå ìîæíî îáîáùèòü, çàìåíèâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è íà áîëåå îá-
ùóþ ëèíåéíóþ ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ëèáî íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàìåíàòåëåé
ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê íåêîòîðîìó èððàöèîíàëüíîìó ÷èñëó (âòîðîé âàðèàíò ÷àñòî íàçûâàþò
ðàçëîæåíèåì Îñòðîâñêîãî).

Â äîêëàäå áóäóò ðàññìîòðåíû ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ çàäàííûì îêîí÷àíèåì
ïîäîáíûõ ðàçëîæåíèé. Ñðåäè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷: ïëîòíîñòè ýòèõ ìíîæåñòâ, ðàçíîñòè
ìåæäó ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè òàêèõ ìíîæåñòâ, ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ â ýòèõ ìíîæåñòâàõ.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà ñëóæèò ñâÿçü ìåæäó äàííûìè ìíîæåñòâàìè è
ðàñïðåäåëåíèåì äðîáíûõ äîëåé ëèíåéíîé ôóíêöèè íà òîðå.

Â.Â.Þäåëåâè÷. Ïðîáëåìà äåëèòåëåé Êàðàöóáû è ðîäñòâåííûå çàäà÷è (ïî ñîâ-
ìåñòíîé ðàáîòå ñ Ñ.Â.Êîíÿãèíûì è Ì.Ð. Ãàáäóëëèíûì.)

Â äîêëàäå ïîéä¼ò ðå÷ü î äîêàçàòåëüñòâå îöåíîê∑
p≤x

1

τ(p− 1)
� x

(log x)3/2
è

∑
n≤x

1

τ(n2 + 1)
� x

(log x)1/2
,

è èõ îáîáùåíèé. Çäåñü çíà÷îê � îáîçíà÷àåò ñèìâîë Õàðäè, τ(n) =
∑

d|n 1 � êîëè÷åñòâî
äåëèòåëåé ÷èñëà n, à ñóììèðîâàíèå â ïåðâîé ñóììå âåä¼òñÿ ïî ïîäðÿä èäóùèì ïðîñòûì
÷èñëàì.
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