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È.À.Àëåêñååâ. Êðèòåðèé êâàçè-áåçãðàíè÷íîé äåëèìîñòè äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà

ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

Â äàííîì äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àéíûå âåêòîðû, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

F (x) = αFdisc(x) + (1− α)Fabs(x), x ∈ Rd, (1)

ãäå α ∈ (0, 1], à Fdisc(x), Fabs(x) îáîçíà÷àþò äèñêðåòíóþ è àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ÷àñòè
ñîîòâåòñòâåííî:

Fdisc(x) =
∑

xk∈(−∞,x)

pxk , è Fabs(x) =

∫
(−∞,x)

p(u)du, x ∈ Rd. (2)

Çäåñü xk ∈ Rd, k ∈ N � ðàçëè÷íûå âåêòîðû ñ âåñàìè pxk > 0, k ∈ N,
∑∞

k=1 pxk = 1;
p : Rd → R � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, p(u) > 0, u ∈ Rd è

∫
Rd p(u)du = 1. ×åðåç (−∞, x), ãäå

x = (x(1), x(2), . . . , x(d)) ∈ Rd îáîçíà÷èì (−∞, x(1))× . . .× (−∞, x(d)) ⊂ Rd.
Äëÿ âåêòîðîâ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà (1) áóäåò ïîëó÷åí êðèòåðèé ïðèíàäëåæíî-

ñòè ê êëàññó êâàçè-áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ ðàñïðåäåëåíèé. Âñå ðåçóëüòàòû áóäóò ñôîðìóëèðî-
âàíû äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ � ñóììû íåíóëåâîé ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè è ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå íåêîòîðîé ïëîòíîñòè, òî åñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ h : Rd → C òàêàÿ, ÷òî

h(t) = hdisc(t) + habs(t), t ∈ Rd,

ãäå

hdisc(t) =
∑
y∈Y

qye
i〈t,y〉, è habs(t) =

∫
Rd
q(y)ei〈t,y〉dy, t ∈ Rd,

ãäå Y ⊂ Rd íåïóñòîå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, qy ∈ C äëÿ âñåõ y ∈ Y è 0 <
∑

y∈Y |qy| <
∞, ôóíêöèÿ q : Rd → C óäîâëåòâîðÿåò

∫
Rd |q(y)|dy <∞.

Ì.À.Àíîõèíà. Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ìîìåíòà ìàêñèìóìà ñëó÷àéíîãî áëóæ-

äàíèÿ, äîñòèãàþùåãî ôèêñèðîâàííîãî óðîâíÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå Sn = X1 + · · · + Xn, n ∈ N, S0 = 0, ãäå X1, X2, . . .
� íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (í.î.ð.) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (ñë.â.). Äëÿ ýòîãî
áëóæäàíèÿ õîðîøî èçâåñòåí çàêîí àðêñèíóñà:

P
(τM
n
≤ x

)
→ 2

π
arcsin

√
x, n→∞, x ∈ [0, 1],

1



ãäå τM � ìîìåíò ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà áëóæäàíèåì Sn. Íàñ èíòåðåñóþò òàêèå æå
ðåçóëüòàòû, íî äëÿ

P
( τM
n
≤ x

∣∣∣Mn = k
)
, x ∈ [0, 1],

ãäå Mn = SτM . Â äîêëàäå áóäåò ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà äàííîé âåðîÿòíîñòè äëÿ àðèôìå-
òè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â ñëó÷àå íîðìàëüíûõ óêëîíåíèé äëÿ ñëó÷àåâ êîíå÷íîé è
áåñêîíå÷íîé äèñïåðñèè, à òàêæå óìåðåííûõ è áîëüøèõ óêëîíåíèé ïðè êîíå÷íîé äèñïåðñèè è
âûïîëíåíèè ïðàâîñòîðîííåãî óñëîâèÿ Êðàìåðà.

Ïëàíèðóåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé k ∼ nα, n → ∞, ïðè 0 < α < 1/2 äëÿ àðèôìåòè÷åñêîãî
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ.

Â.È.Àôàíàñüåâ. Óñëîâíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé è èõ

ëîêàëüíûõ âðåìåí

Ïóñòü X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îäèíàêîâûì àðèôìåòè÷åñêèì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì ñ ìàêñèìàëüíûì øàãîì 1, ïðè÷åì EX1 = 0, EX2

1 := σ2 ∈ (0,+∞). Ïîëîæèì
S0 = 0, Si =

∑i
j=1Xj ïðè i ∈ N. Ïóñòü T= min {i > 0 : Si ≤ 0}. Ââåäåì îñòàíîâëåííîå ñëó-

÷àéíîå áëóæäàíèå S̃i = Si ïðè i < T è S̃i = 0 ïðè i ≥ T . Ïîëîæèì ξ̃ (k) =
∣∣∣{i ≥ 0 : S̃i = k

}∣∣∣.
Ïóñòü {W+ (t) , t ≥ 0} � áðîóíîâñêàÿ èçâèëèíà è l+ (u) � åå ëîêàëüíîå âðåìÿ, ò.å. l+ (u) =

lim
ε→0

ε−1
∫ +∞
0

I[u,u+ε] (W
+ (s)) ds ïðè u > 0.

Òåîðåìà 1. Ïðè n→∞{
σξ̃
(⌊
uσ
√
n
⌋)
/
√
n, u ≥ 0

∣∣∣ T > n
}

D→
{
l+ (u) , u ≥ 0

}
,

ãäå ñèìâîë
D→ îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ â ïðîñòðàíñòâå D [0,+∞) ñ òîïîëî-

ãèåé Ñêîðîõîäà.

Ïóñòü
{
W ↑

0 (t) , t ≥ 0
}
� áðîóíîâñêèé ïðûæîê â âûñîòó è l↑0 (u) � åãî ëîêàëüíîå âðåìÿ,

ò.å. l↑0 (u) = lim
ε→0

ε−1
∫ +∞
0

I[u,u+ε]

(
W ↑

0 (s)
)
ds ïðè u > 0. Ïîëîæèì Tx = min

{
i ∈ N : S̃i > x

}
ïðè

x > 0.
Òåîðåìà 2. Ïðè n→∞{

σ2ξ̃ (bunc) /n, u ≥ 0
∣∣∣ Tn < +∞

}
D→
{
l↑0 (u) , u ≥ 0

}
.

Ã.À.Áàêàé. Áîëüøèå óêëîíåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â ñëó÷àéíîì ñöåíà-

ðèè

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ζ, ζ1, ζ2, . . . ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëå-
íûìè (í.î.ð.). Ïîëîæèì

W0 := 0, Wn :=
n∑
i=1

κi, n ∈ N

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû κ, κ1, κ2, . . . òàê æå ÿâëÿþòñÿ í.î.ð. è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå

p := P(κ = 1) > 1/2, q := 1− p = P(κ = −1) > 0.
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Ââåäåì ìîìåíòû äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ n áëóæäàíèåì {Wk}k≥0: τn := min{k ∈ N : Wk = n} è
ïîëîæèì

Sn :=
τn−1∑
i=0

ζWi
, n ∈ N.

Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíå-
íèé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåëè÷èí {Sn}n∈N, êîòîðóþ íàçûâàþò îñòàíîâëåííûì ñëó÷àéíûì

áëóæäàíèåì â ñëó÷àéíîì ñöåíàðèè.

Ñ.Â. Ãðèøèí. Àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå â çàäà÷àõ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ

Áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âðåìåíè ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ïîëîæèòåëüíîé ïîëó-
îñè ïðè îäíîðîäíîì äèñêðåòíîì öåëî÷èñëåííîì ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè íà ïðÿìîé. Ïîêàçàíî,
÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ óêàçàííîé âåëè÷èíû óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó àëãåáðàè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ. Ýòî óðàâíåíèå â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü âûïèñàíî ÿâíî, è ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ äîïóñêàåò èññëåäîâàíèå íà ðàöèîíàëüíîñòü. Áóäåò ïðèâåäåíî íåñêîëüêî
ðåçóëüòàòîâ òàêîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ì.Ê.Äîñïîëîâà. Ñìåøàííûé îáúåì áåñêîíå÷íîìåðíûõ âûïóêëûõ êîìïàêòîâ

ÏóñòüK � âûïóêëîå êîìïàêòíîåGB-ïîäìíîæåñòâî ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-
ñòâà H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç SpeckK ìíîæåñòâî {(ξ1(h), . . . , ξk(h)) : h ∈ K} ⊂ Rk, ãäå ξ1, . . . , ξk
� íåçàâèñèìûå êîïèè èçîíîðìàëüíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà. Öèðåëüñîí ïîêàçàë, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå äëÿ âíóòðåííèõ îáúåìîâ K âåðíà ôîðìóëà

Vk(K) =
(2π)k/2

k!κk
EVolk(SpeckK),

ãäå E Volk(SpeckK) � ñðåäíèé îáúåì SpeckK è κk � îáúåì k-ìåðíîãî åäèíè÷íîãî øàðà.
Â äàííîì äîêëàäå ìû îáîáùèì òåîðåìó Öèðåëüñîíà íà ñëó÷àé ñìåøàííûõ îáúåìîâ áåñ-

êîíå÷íîìåðíûõ âûïóêëûõ GB-êîìïàêòîâ â H, ïðåäâàðèòåëüíî ââåäÿ ïîíÿòèå ñìåøàííîãî
îáúåìà äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ H.

Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ìû âû÷èñëèì ñìåøàííûé îáúåì çàìêíó-
òûõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê äâóõ îðòîãîíàëüíûõ ñïèðàëåé Âèíåðà.

Ä.Í. Çàïîðîæåö. Âûïóêëûå îáîëî÷êè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.

Ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî èçó÷àòü âûïóêëûå îáîëî÷êè ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäà-
íèé èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìíîãîãðàííûõ êîíóñîâ. Â ÷àñòíîñòè, ìû îáñóäèì íåêîòîðûå íåîæè-
äàííûå ñëåäñòâèÿ êîíè÷åñêîé âåðñèè ôîðìóëû Ãàóññà�Áîííå. Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé
ðàáîòå ñ Ôåäîðîì Ïåòðîâûì è Æþëüåíîì Ðàíäîíîì-Ôóðëèíãîì.

À.È. Çåéôìàí. Íåêîòîðûå ïîäõîäû ê îöåíèâàíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ìàð-

êîâñêèõ öåïåé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

Ðàññìàòðèâàþòñÿ (íåîäíîðîäíûå) ìàðêîâñêèå öåïè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî âåêòîð âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé öåïè îïèñûâàåòñÿ ïðÿìîé ñèñòåìîé Êîëìîãîðîâà

d

dt
p(t) = A(t)p(t),
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êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ îãðàíè÷åííîé îïåðàòîð-
ôóíêöèåé â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l1.

Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, òî åñòü ñêîðîñòè ñòðåìëåíèÿ ê
íóëþ ðàçíîñòè p∗(t)− p∗∗(t) â ñëó÷àå ñëàáîé ýðãîäè÷íîñòè öåïè, è îïèñûâàþòñÿ âîçìîæíûå
ïîäõîäû ê åå ðåøåíèþ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ öåïåé, ïðèâåäåííûå, â ÷àñòíîñòè, â ñòàòüÿõ:

A. Zeifman, Y. Satin, I. Kovalev, R. Razumchik, V. Korolev. Facilitating numerical solutions of
inhomogeneous continuous time Markov chains using ergodicity bounds obtained with logarithmic
norm method. Mathematics, 2021. 9(1), 42.

A. Zeifman, Y. Satin, A. Sipin. Bounds on the Rate of Convergence for MX
t /M

X
t /1 Queueing

Models. Mathematics, 2021 9(15), 1752.

È. À. Êîâàë¼â, ß. À. Ñàòèí, À. Â. Ñèíèöèíà, À.È. Çåéôìàí. Îá îäíîì ïîäõîäå ê îöå-
íèâàíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íåñòàöèîíàðíûõ ìàðêîâñêèõ ìîäåëåé ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ.
Èíôîðìàòèêà è åå ïðèìåíåíèÿ, 2022, òîì 16, âûï. 3, 75�82.

A.Â. Çîðèí. Ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ âåòâÿùèõñÿ ïîòîêîâ ñ ðàçäåëåíèåì âðåìåíè

Â äîêëàäå äåìîíñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå ïîíÿòèÿ àáñòðàêòíîé ñòîõàñòè÷åñêîé óïðàâëÿ-
þùåé ñèñòåìû ê àíàëèçó îäíîé ìîäåëè ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ. Èìåþòñÿ m òèïîâ òðåáî-
âàíèé, äëÿ êàæäîãî òèïà òðåáîâàíèé ñâîÿ î÷åðåäü îæèäàíèÿ. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
îáñëóæèâàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ. Çàäàíû çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíîñòåé
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé êàæäîãî òèïà. Êàæäîå îáñëóæåííîå òðåáîâàíèå ïîðîæäàåò ñëó-
÷àéíîå ÷èñëî òðåáîâàíèé-ïîòîìêîâ êàæäîãî òèïà (�âåòâÿùèåñÿ âòîðè÷íûå ïîòîêè�). Âûáîð
ñëåäóþùåãî òðåáîâàíèÿ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ çàâèñèò îò äëèí î÷åðåäåé â ìîìåíò ðåøåíèÿ (�äè-
íàìè÷åñêèå ïðèîðèòåòû�). Ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü â âèäå ìíîãîìåðíîé ìàðêîâñêîé
öåïè, ïðîâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ñîñòîÿíèé è èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé.

À.Ï.Êîâàëåâñêèé, Ì. Ã.×åáóíèí. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñóìì ðåãðåññèîííûõ

îñòàòêîâ ïðè ìíîæåñòâåííîì óïîðÿäî÷åíèè ðåãðåññîðîâ

Ìû äîêàçûâàåì òåîðåìû î ãàóññîâîé àñèìïòîòèêå ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, ïîñòðîåííîãî èç
ðåãðåññîðîâ ëèíåéíîé ìîäåëè ñ ìíîæåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì ðåãðåññîðîâ. Ðàçðàáîòàí àë-
ãîðèòì ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ëèíåéíîé ìîäåëè äëÿ êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà: îäíà èç
êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ ñ òî÷íîñòüþ äî îøèáêè, íå çàâèñÿùåé îò
îñòàëüíûõ êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé çà íåçàâèñèìûìè êîïè-
ÿìè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ïîñëåäîâàòåëüíî óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ íåñêîëüêèõ åãî
êîìïîíåíò. Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè,
ñîñòîÿùàÿ èç èíäóöèðîâàííûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì óïîðÿäî÷è-
âàíèÿì. Äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ëèíåéíîé ìîäåëè äëÿ
êîìïîíåíò ìû äîêàçûâàåì ëåììó î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñîîòâåòñòâóþùèì îáðà-
çîì öåíòðèðîâàííîãî è íîðìèðîâàííîãî ïðîöåññà ê öåíòðèðîâàííîìó ãàóññîâñêîìó ïðîöåññó
ñ ïî÷òè íàâåðíîå íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè. Â ïðåäïîëîæåíèè î ëèíåéíîé âçàèìîñâÿçè
êîìïîíåíòîâ èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îöåíêè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ îñòàòêîâ ðåãðåññèè � ðàçíîñòåé ìåæäó çíà÷åíèÿìè îòêëèêà è çíà÷åíèÿìè, ïðåäñêà-

4



çàííûìè ëèíåéíîé ìîäåëüþ. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïðîöåññà ñóìì îñòàòêîâ
ðåãðåññèè ïðè íåîáõîäèìîé íîðìèðîâêå ê öåíòðèðîâàííîìó ãàóññîâñêîìó ïðîöåññó.

Èññëåäîâàíèå ïîääåðæàíî Ìàòåìàòè÷åñêèì öåíòðîì â Àêàäåìãîðîäêå â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîãëàøåíèåì No. 075-15-2019-1675 c Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè.

Â.À.Êóöåíêî. Àñèìïòîòèêà ìîìåíòîâ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö â âåòâÿùåìñÿ ñëó÷àé-

íîì áëóæäàíèè â ñëó÷àéíîé ñðåäå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ìíîãîìåðíîé ðåøåòêå ñ íåïðåðûâ-
íûì âðåìåíåì â ñëó÷àéíîé ñðåäå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà
ðåøåòêå íàõîäèòñÿ îäíà ÷àñòèöà, êîòîðàÿ çà ìàëîå âðåìÿ ìîæåò ïåðåìåñòèòüñÿ â ïðîèç-
âîëüíûé óçåë ðåøåòêè, ïðîèçâåñòè ïîòîìñòâî èëè ïîãèáíóòü. Ñëó÷àéíàÿ ñðåäà îïðåäåëÿ-
åòñÿ èíòåíñèâíîñòÿìè äåëåíèÿ ξ+(x) è ãèáåëè ξ−(x) ÷àñòèö â êàæäîé òî÷êå ðåøåòêè, ïðè
ýòîì èíòåíñèâíîñòè ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξ+(x) = ξ+(x, ω)
è ξ−(x) = ξ−(x, ω). Íà ïàðû (ξ+(x), ξ−(x)) íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå îá îäèíàêîâîé ðàñïðåäå-
ëåííîñòè è íåçàâèñèìîñòè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ðåøåòêè. Áëóæäàíèå îïèñûâàåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûì, îäíîðîäíûì ïî âðåìåíè ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé ñêà÷êîâ.
Ýâîëþöèÿ ÷àñòèö ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî äðóãà îò äðóãà è îò âñåé ïðåäûñòîðèè. Â äîêëàäå
áóäóò ïðåäñòàâëåíû ñòàíäàðòíûå ïîäõîäû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ âåòâÿùèõñÿ
ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé â ñëó÷àéíîé ñðåäå. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðèìåíåíèþ ôîðìó-
ëû òèïà Ôåéíìàíà-Êàöà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîìåíòîâ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö. Äëÿ íåêîòîðûõ
ñëó÷àåâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ+(x) − ξ−(x) ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î
ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè ñëó÷àéíûõ ìîìåíòîâ ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ. Òàêæå áóäåò îáñóæäàòü-
ñÿ ðÿä ñâîéñòâ îïèñàííûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, ñêîðîñòü ðîñòà ìîìåíòîâ, óñðåäíåííûõ ïî
ñðåäå, à òàêæå ýôôåêò ïåðåìåæàåìîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 20-01-00487.

Þ.Þ.Ëèíêå. Óíèâåðñàëüíûå ÿäåðíûå îöåíêè â íåïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèè.

Â äîêëàäå áóäóò îáñóæäàòüñÿ íîâûå îöåíêè ÿäåðíîãî òèïà â íåïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãðåñ-
ñèè, ðàâíîìåðíî ñîñòîÿòåëüíûå ïðè áëèçêèõ ê ìèíèìàëüíûì è íàãëÿäíûõ óñëîâèÿõ íà òî÷êè
äèçàéíà. Îöåíêè óíèâåðñàëüíû â òîì ñìûñëå, ÷òî äèçàéí ìîæåò áûòü êàê ôèêñèðîâàííûì
è íå îáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿþùèì òðàäèöèîííûì óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè, òàê è ñëó÷àé-
íûì, ïðè ýòîì íå îáÿçàòåëüíî ñîñòîÿùèì èç íåçàâèñèìûõ èëè ñëàáî çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí. Îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ äèçàéíà ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü â íåêîòîðîì ñìûñëå ïëîò-
íîå çàïîëíåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå
â äîêëàäå, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé ñ Å.Á.ßðîâîé (ÌÃÓ), Â .À.Êóöåíêî
(ÌÃÓ), È.Ñ.Áîðèñîâûì (ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ), Ï.Ñ. Ðóçàíêèíûì (ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ) è Ñ.À.Øàëüíîâîé
(ÍÌÈÖ òåðàïèè è ïðîôèëàêòè÷åñêîé ìåäèöèíû).

Â.À.Ìàêàðåíêî. Äåëèêàòíîå ñðàâíåíèå öåíòðàëüíîé è íåöåíòðàëüíîé ëÿïóíîâ-

ñêèõ äðîáåé ñ ïðèëîæåíèåì ê íåðàâåíñòâó Áåððè�Ýññååíà äëÿ ñîñòàâíûõ ïóàññî-

íîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé

Ïóñòü X,X1, X2, . . . � íåâûðîæäåííûå íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F è E|X|3 < +∞, Nλ � ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ
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âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0. Îáîçíà÷èì

Sλ = X1 +X2 + . . .+XNλ , S̃λ =
Sλ − ESλ√

DSλ
,

∆λ(F ) = sup
x

∣∣∣∣∣P(S̃λ < x)− 1√
2π

∫ x

−∞
e−t

2/2 dt

∣∣∣∣∣,
L0(F ) =

E|X − EX|3

(DX)3/2
, L1(F ) =

E|X|3

(EX2)3/2
.

Ôóíêöèîíàëû L0 è L1 íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî öåíòðàëüíîé è íåöåíòðàëüíîé ëÿïóíîâ-
ñêèìè äðîáÿìè.

Â äîêëàäå ïðè êàæäîì t ∈ (−1, 1) ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèé

H(t) = sup
F :EX=t,
EX2=1

E|X|3

E|X − t|3
, H(t)(1− t2)3/2 = sup

F :EX=t,
EX2=1

L1(F )

L0(F )

è óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå (äâóõòî÷å÷íûå) ýêñòðåìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå ïîêàçà-
íî, ÷òî

sup
F

L1(F )

L0(F )
= sup

t∈(−1,1)
H(t)(1− t2)3/2 =

√
17 + 7

√
7

4
= 1.48997 . . . .

Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî èç íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà ñ íåöåíòðàëüíîé ëÿïóíîâñêîé äðîáüþ
äëÿ ñîñòàâíûõ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ñóìì

∆λ(F ) 6
C1√
λ
· L1(F ), λ > 0, (Ðîòàðü, 1972, 1976)

ãäå C1 ∈ [0.266013, 0.3031] (Øåâöîâà, 2014) � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà, âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
Áåððè�Ýññååíà ñ öåíòðàëüíîé ëÿïóíîâñêîé äðîáüþ

∆λ(F ) 6
C0

(
EX√
EX2

)
√
λ

· L0(X), λ > 0,

C0(t) = C1 ·H(t)(1− t2)3/2 6 C1 · 1.48998, t ∈ (−1, 1).

Ò.Ä.Ìîñååâà. Èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà äëÿ ãðàíèöû âûïóêëîãî òåëà

Ïîëó÷åííîå â 1956 ãîäó Ïëåéåëåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ñðåäíåå
çíà÷åíèå ôóíêöèè îò äëèíû ñëó÷àéíîé õîðäû ïëîñêîãî âûïóêëîãî òåëà K, ïåðåéäÿ ê èíòå-
ãðèðîâàíèþ ïî ãðàíèöå K. Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà Ïëåéåëÿ ëåãêî ìîæíî âûðàçèòü äåôåêò â
èçîïåðèìåòðè÷åñêîì íåðàâåíñòâå íà ïëîñêîñòè è ïîêàçàòü, ÷òî îí íåîòðèöàòåëåí.

Àìáàðöóìÿíîì â 1990 ãîäó áûëà ïîëó÷åíà âåðñèÿ òîæäåñòâà Ïëåéåëÿ äëÿ âûïóêëûõ ïëîñ-
êèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, òàêæå èçâåñòíàÿ êàê òîæäåñòâî Àìáàðöóìÿíà�Ïëåéåëÿ. Ñóùåñòâóåò
òàêæå àíàëîã òîæäåñòâà Ïëåéåëÿ äëÿ âûïóêëûõ òåë ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé â òð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå.
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Äîêëàä ïîñâÿù¼í îáîáùåíèÿì òîæäåñòâ Ïëåéåëÿ è Àìáàðöóìÿíà�Ïëåéåëÿ íà ñëó÷àé
áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå äðóãèì èíòåãðàëüíûì òîæäåñòâàì, ñâÿçàííûì
ñ ãðàíèöåé âûïóêëîãî òåëà.

Ì.Â.Ïëàòîíîâà. Âåðîÿòíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè e−itH, ãäå
H = (−1)m

(2m)!
d2m

dx2m
+ V

Ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè â ñìûñëå ñèëüíîé îïåðàòîð-
íîé ñõîäèìîñòè îïåðàòîðà e−itH , ãäå

H =
(−1)m

(2m)!

d2m

dx2m
+ V.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëóãðóïïà e−itH ïåðåâîäèò íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ ϕ(x) â ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà âûñîêîãî ïîðÿäêà

i
∂u

∂t
= Hu, u(0, x) = ϕ(x).

Àïïðîêñèìèðóþùèå îïåðàòîðû èìåþò âèä ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò íåêî-
òîðîãî òî÷å÷íîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ.

À.Î.Ìîêðîóñîâà. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ êðèòåðèåâ ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè

Äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ äâóõ êðèòåðèåâ, ïðîâåðÿþùèõ îñíîâíóþ ãèïîòåçó î ñî-
îòâåòñòâèè ëèíåéíîé ìîäåëè ðåãðåññèè ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè ïðîòèâ îäíîé èç ÷åòûðåõ àëü-
òåðíàòèâ, êîòîðûå îïèñûâàþò ðàçëè÷íûå íàðóøåíèÿ â íåïðåðûâíîñòè, ëèíåéíîñòè è ïîñòî-
ÿííîñòè ýòîé ìîäåëè. Â ðîëè ñòàòèñòèê êðèòåðèåâ âûñòóïàþò èíòåãðàëüíûé è ñóïðåìàëü-
íûé ôóíêöèîíàëû îò ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, ïîñòðîåííîãî ïî ðåãðåññèîííûì îñòàòêàì. Öå-
ëüþ äàííîé ðàáîòû áûëî ñðàâíèòü âûøåóïîìÿíóòûå êðèòåðèè â ñìûñëå àñèìïòîòè÷åñêîé
îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè (ÀÎÝ) ïî Ïèòìåíó. Áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà, ïîçâîëÿþùàÿ
âû÷èñëÿòü ÀÎÝ äëÿ òàêèõ êðèòåðèåâ.

Å.È.Ïðîêîïåíêî. Ïîäõîä multi-normex äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñóììû ñëó÷àéíûõ

âåêòîðîâ ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè

Ìû ðàññìîòðèì òî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû í.î.ð. ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ
ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè, êîìáèíèðóÿ ñðåäíåå è ýêñòðåìàëüíîå ïîâåäåíèå. Äàííûõ ïîäõîä îáîá-
ùàåò òàê íàçûâàåìûé ïîäõîä ¾Normex¿ ñ îäíîìåðíîé ìîäåëè íà ìíîãîìåðíóþ. Ìû ïðåäëî-
æèì äâà âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ, íàçâàííûå d-Normex è MRV-Normex. Îáà îñíîâûâàþòñÿ
íà íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ñðåäíåãî ïîâåäåíèÿ ÷åðåç ÖÏÒ, â òî âðåìÿ êàê
ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ âåðñèÿìè çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè òî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èëè
ýêñòðåìàëüíîé òåîðåìû äëÿ ìàêñèìóìà. Ïîãîâîðèì î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ êàæäîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ ñóììû, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íîðìà ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíî-ìåíÿþùåéñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäåì ÷èñëåííûå èëëþ-
ñòðàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàíòèëü-êâàíòèëü ãðàôèêîâ íà îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêèõ êâàíòèëåé.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ñîâìåñòíî ñ Marie Kratz.
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À.Â.Ðåçëåð. Ñòàáèëüíîñòü è íåñòàáèëüíîñòü ñèñòåì ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâåííîãî

äîñòóïà ñ ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ ñòàòüè À.Â. Ðåçëåðà è Ì.Ã. ×åáóíèíà ¾Ñòàáèëüíîñòü è
íåñòàáèëüíîñòü ñèñòåì ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà ñ ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé
ïîäïèòêè¿. Â ðàáîòå áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè è íåñòàáèëüíîñòè ìîäåëè êëàñ-
ñè÷åñêîé ñèíõðîíèçèðîâàííîé ñèñòåìû ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà ñ îäíèì ïåðåäà-
þùèì ïðèáîðîì, óïðàâëÿåìîé ïðîòîêîëîì ïåðåäà÷è äàííûõ ALOHA è äîïîëíèòåëüíî ñíàá-
æåííîé ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè. Â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû ALOHA, â
äàííîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó êàæäîãî ñîîáùåíèÿ åñòü áàòàðåÿ, ïðèíèìàþùàÿ íåîãðà-
íè÷åííîå êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê çàðÿäà, è ïðè òîì òîëüêî ñîîáùåíèÿ ñ çàðÿæåííîé áàòàðååé ìîãóò
áûòü ïåðåäàíû íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð. Ïîìèìî ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, ñíàáæåíèå ñèñòå-
ìû ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü åå îáëàñòü ñòàáèëüíîñòè. Â
2016 ãîäó â ñòàòüå Ñ.Ã. Ôîññà, Ä.Ê. Êèìà è À.Ì. Òþðëèêîâà ¾Stability and instability of a
random multiple access model with adaptive energy harvesting¿ áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñòàáèëü-
íîñòè è íåñòàáèëüíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êàæäîå ñîîáùåíèå ñíàáæåíî áàòàðååé, ïðèíèìàþ-
ùåé òîëüêî îäíó åäèíèöó çàðÿäà. Ðåçóëüòàòîì íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñîõðàíåíèè
óñëîâèé ñòàáèëüíîñòè è íåñòàáèëüíîñòè îáîáùåííîé ìîäåëè.

Òàêæå ìû èññëåäîâàëè óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè è íåñòàáèëüíîñòè ìîäåëè, êîòîðàÿ ó÷èòû-
âàåò ýôôåêò ñàìîðàçðÿäêè, òî åñòü ïîòåðè çàðÿäà áàòàðåé â ïåðèîäû ïðîñòîÿ. Àêòóàëüíîñòü
èññëåäîâàíèÿ âîçíèêëà èç ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé èçó÷àåìûõ ñèñòåì.

Ä.Á.Ðîõëèí. Î öåíîîáðàçîâàíèè ðåñóðñîâ íà îñíîâå âûÿâëåííûõ ïðåäïî÷òåíèé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàçíà÷åíèÿ öåí íà ðåñóðñû ñ öåëüþ ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîé
ïîëåçíîñòè àãåíòîâ (ïðîèçâîäèòåëåé). Ôóíêöèè ïîëåçíîñòè àãåíòîâ ïðåäïîëàãàþòñÿ íåèç-
âåñòíûìè. Îïðåäåëåíèå öåí ïðîèñõîäèò èòåðàòèâíî íà îñíîâå ëèøü èíôîðìàöèè î ðåàêöèÿõ
àãåíòîâ íà ïðåäëîæåííûå öåíû. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè àñèíõðîííûõ ðåàêöèé è ñëó÷àéíûõ
ôóíêöèé ïîëåçíîñòè, ïîðîæäåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Àíàëèç îïèðàåòñÿ íà òåîðèþ âûïóêëîé îíëàéí îïòèìèçàöèè:
ìû ïðèìåíÿåì àëãîðèòì SOLO FTRL (Orabona, Pal, 2018) ê äâîéñòâåííî çàäà÷å. Äëÿ çà-
äà÷è ñ àñèíõðîííûìè ðåàêöèÿìè ïðîèçâîäèòåëåé ïîëó÷åíû îöåíêè â ñðåäíåì è ñ áîëüøîé
âåðîÿòíîñòüþ äëÿ îòêëîíåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè îò îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ è äëÿ íåâÿçîê â
îãðàíè÷åíèÿõ. Ýòè îöåíêè èìåþò ïîðÿäîê O(T−1/4) ïî ÷èñëó T èòåðàöèé è ñïðàâåäëèâû êàê â
ñðåäíåì, òàê è ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ. Äëÿ çàäà÷è ñî ñëó÷àéíûìè ïîëåçíîñòÿìè ïîëó÷åíû
îöåíêè òàêîãî æå õàðàêòåðà äëÿ ñðåäíåãî ñîæàëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ëó÷øåé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè öåí.

Ñôîðìóëèðóåì äàííûé ðåçóëüòàò áîëåå ôîðìàëüíî. Ïóñòü x(k) ∈ Rdk : âåêòîð îáúåìîâ
òîâàðîâ, ïðîèçâîäèìûõ k-ì àãåíòîì, A

(k)
ij � êîëè÷åñòâî i-ãî ðåñóðñà, êîòîðîå òðåáóåòñÿ äëÿ

ïðîèçâîäñòâà j-ãî òîâàðà, b ∈ Rm
++ � âåêòîð îáúåìîâ èìåþùèõñÿ ðåñóðñîâ, a(k) ∈ Rdk

++ � âåê-
òîð ìàêñèìàëüíûõ îáúåìîâ âûïóñêà òîâàðîâ k-ì àãåíòîì, fk(x

(k); ξt) � ñëó÷àéíûå ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè àãåíòîâ, (ξt)

T
t=1 � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ñî çíà÷åíèÿìè â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå. Ôóíêöèè fk ïðåäïîëàãàþòñÿ ñèëüíî âîãíóòûìè ïî
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ïåðâîìó àðãóìåíòó. Ïóñòü x∗t � îïòèìàëüíàÿ êîîïåðàòèâíàÿ ñòðàòåãèÿ:

x∗t ∈ arg max
x∈S

F (x; ξt), S = {x : Ax :=
n∑
k=1

A(k)x(k) ≤ b; 0 ≤ x(k) ≤ a(k), k = 1, . . . , n},

F (x; ξt) =
∑n

k=1 fk(x
(k); ξt). Íå ïðèâîäÿ íåñëîæíûõ ÿâíûõ ôîðìóë óïîìÿíóòîãî àëãîðèòìà

SOLO FTRL äëÿ λt, óêàæåì îöåíêè ñîæàëåíèÿ è íåâÿçîê â ñðåäíåì:

1

T
max

{
E

T∑
t=1

(F (x∗t ; ξt)− F (x̃(λt); ξt)),
T∑
t=1

‖E(b− Ax̃(λt))‖

}
≤ CT−1/4.

Çäåñü x̃(k)(λ) = arg min0≤x(k)≤a(k)(fk(x
(k); ξt)−〈A(k)x(k), λ〉) � ðåàêöèè àãåíòîâ. Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü öåí λt çàâèñèò òîëüêî îò ýòèõ ðåàêöèé.

Í.Â.Ñìîðîäèíà. Î ñóùåñòâîâàíèè ÿäåð íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ îïåðàòîðîâ

Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ÿäåð ó ñëó÷àéíûõ îïåðàòîðîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòðî-
åíèè âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçîëüâåíòû ñàìîñîïðÿæåííîãî ñòðîãî ýëëèïòè÷åñêîãî
îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííûì áûñòðî óáûâàþùèì ïîòåíöèàëîì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ, ïðîåêò � 22-21-00016.

Â.Â.Óëüÿíîâ. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ âçâåøåííûõ ñóìì è èõ ïðèìåíåíèÿ

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé
îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ðàçðàáîòàòü îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ íåà-
ñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèé äëÿ íåëèíåéíûõ ôîðì îò ñëó÷àéíûõ ýëåìåí-
òîâ â òåðìèíàõ îòíîøåíèé ëÿïóíîâñêîãî òèïà. Îáñóæäàåòñÿ îñíîâíîå ïðèëîæåíèå îáùèõ ðå-
çóëüòàòîâ ê öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ âçâåøåííûõ ñóìì, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîðÿäêà O(1/n), à òàêæå ðàññìîòðåòü ðàíäîìèçàöèþ øèðîêîãî êëàññà
ñòàòèñòèê, óëó÷øàþùóþ èõ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Å.Ì.Ôèëè÷êèíà. Âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ îäíèì öåíòðîì ãåíåðàöèè

÷àñòèö è áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïîãëîùàþùèõ èñòî÷íèêîâ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïî ìíî-
ãîìåðíûì ðåøåòêàì. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ ìîäåëü òàêèõ ïðîöåññîâ, êîãäà, áëóæ-
äàÿ ïî ðåøåòêå, íà÷àëüíàÿ ÷àñòèöà ìîæåò ïîãëîòèòüñÿ â êàæäîé òî÷êå ðåøåòêè è òîëüêî â
îäíîé èç íèõ, íàïðèìåð, â íóëå îíà ìîæåò òàêæå ïðîèçâåñòè ïîòîìñòâî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, ëåæàùåå â îñíîâå ïðîöåññà, ñèììåòðè÷íî, îäíîðîäíî ïî ïðîñòðàí-
ñòâó è íåïðèâîäèìî, à âñå ÷àñòèöû-ïîòîìêè ýâîëþöèîíèðóþò ïî òîìó æå çàêîíó íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà. Âûâåäåíû óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé è ìîìåíòîâ âñåé ïîïóëÿ-
öèè ÷àñòèö è ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö â êàæäîé òî÷êå ðåøåòêè. Ôîðìàëüíî â ïðàâîé ÷àñòè
ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ âîçíèêàåò ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ñ áåñ-
êîíå÷íîìåðíûì òî÷å÷íûì âîçìóùåíèåì. Îäíàêî íåñëîæíûì ïðåîáðàçîâàíèåì óäàåòñÿ ñâåòè
ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å ñ îäíîòî÷å÷íûì âîçìóùåíèåì, êîòîðàÿ äåòàëüíî èçó÷å-
íà, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè ßðîâîé (2007). Äëÿ íîâîãî îïåðàòîðà èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ èçîëèðîâàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, íî â îòëè÷èå îò âñåõ
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ïðîâåäåííûõ ðàíåå èññëåäîâàíèé, ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö â ÂÑÁ áóäåò
íàáëþäàòüñÿ, åñëè ïîëó÷åííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå áóäåò ïðåâûøàòü èíòåíñèâíîñòü ïîãëî-
ùåíèÿ ÷àñòèö, êîòîðàÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé â êàæäîé òî÷êå
ðåøåòêè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ðåãóëÿðíûé ðîñò ìîìåíòîâ è äîêàçûâàåòñÿ ñëàáàÿ ñõî-
äèìîñòü ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö ê íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå. Èìåííî â òàêîé ñèòóàöèè
ìîæíî ãîâîðèòü î �ñèëüíîì� öåíòðå, â êîòîðîì ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ ÷àñòèö ïîçâîëÿåò äî-
ñòèãíóòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, íåñìîòðÿ íà
âîçìîæíîå ïîãëîùåíèå â êàæäîé òî÷êå.

À.À.Õàðòîâ. Êâàçèáåçãðàíè÷íî äåëèìûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Íîâûé êëàññ òàê íàçûâàåìûõ êâàçèáåçãðàíè÷íî äåëèìûõ çàêîíîâ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
è î÷åíü çíà÷èòåëüíûì ðàñøèðåíèåì êëàññà áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ çàêîíîâ. Ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ âåðîÿòíîñòíûé çàêîí íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ êâàçèáåçãðàíè÷íî äåëèìûì,
åñëè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå Ëåâè-Õèí÷èíà ñ íåêîòîðûì
âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì ñäâèãà è ñ íåêîòîðîé íåîáÿçàòåëüíî ìîíîòîííîé ñïåêòðàëüíîé
ôóíêöèåé, èìåþùåé îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Íåñëîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî çàêîí ÿâëÿåòñÿ êâàçèáåçãðàíè÷íî äåëèìûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îí ðàöèîíàëüíî
áåçãðàíè÷íî äåëèì, ò.å. åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ åñòü îòíîøåíèå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé íåêîòîðûõ äâóõ áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïðèìåðû òàêèõ çàêîíîâ
âñòðå÷àëèñü â õîðîøî èçâåñòíûõ êëàññè÷åñêèõ ìîíîãðàôèÿõ Ãíåäåíêî è Êîëìîãîðîâà, Ëèí-
íèêà è Îñòðîâñêîãî. Îäíàêî, îïðåäåëåíèå è ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ áûëè ââåäåíû òîëüêî â
2011 ã. â îäíîé ðàáîòå Ëèíäíåðà è Ñàòî â ðàìêàõ íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-
ñîâ. Íåäàâíî â ñòàòüå Ëèíäíåðà, Ïýíà è Ñàòî (Trans. Amer. Math. Soc., 370, 2018) áûë ñäåëàí
ïåðâûé áîëüøîé àíàëèç êëàññà êâàçèáåçãðàíè÷íî äåëèìûõ çàêîíîâ íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé
Ëåâè-Õèí÷èíà. Ñåé÷àñ äàííûé êëàññ àêòèâíî èçó÷àåòñÿ è íàõîäèò ñâîè ïðèëîæåíèÿ â äðóãèõ
îáëàñòÿõ. Â äîêëàäå áóäåò ñäåëàí îáçîð îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé è ôàêòîâ ñâÿçàííûõ ñ ýòèì
êëàññîì, à òàêæå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû î êðèòåðèÿõ ïðèíàäëåæíîñòè
ê íåìó è î ñëàáîé ñõîäèìîñòè.

È.Ã.Øåâöîâà. Äèôôåðåíöèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíê-

öèé è èõ ñâîéñòâà

Â ðàçâèòèå èäåé Ëóêà÷à (1970, Ãëàâà 12) ââîäÿòñÿ íåêîòîðûå èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ êîíå÷íûõ áîðåëåâñêèõ çàðÿäîâ íà ïðÿìîé ñî ñìåøèâàþùèìè áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿìè
è èõ ñóïåðïîçèöèè. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå�
Ñòèëòüåñà (õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé) è îáîáùàþò õîðîøî èçâåñòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñìåùåíèÿ ðàçìåðà, êâàäðàòà, íóëåâîãî ñìåùåíèÿ, ðàâíîâåñíîå è ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñíîå
ïðåîáðàçîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, ïðè÷åì íå òîëüêî çà ñ÷åò ñíÿòèÿ îãðàíè÷åíèé íà çíà-
êîïîñòîÿíñòâî ìåðû, íî è â ÷àñòè ñíÿòèÿ ìîìåíòíûõ óñëîâèé è îãðàíè÷åíèé íà íîñèòåëü.
Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ââåäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, â ÷àñòíîñòè, íåïîäâèæíûå òî÷êè è ïðè-
âîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëüíûå òåîðåìû. Òàêæå ïðèâîäÿòñÿ âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê îöåíêàì ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ ñóìì
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìåòîäîì Ñòåéíà è ìåòîäîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
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À.Â.Øêëÿåâ. Ñîïðîâîæäàþùèå áëóæäàíèÿ äëÿ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Yn+1 = AnYn +Bn, n ≥ 0,

ãäå Ai � í.î.ð. ïîëîæèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Åñëè áû ìû ïîòðåáîâàëè íåçàâèñèìîñòü
ïàð (Ai, Bi), òî ýòî áûëà áû êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü, îäíàêî, â ñëó÷àå çàâèñèìûõ è ðàçíîðàñïðå-
äåëåííûõ Bi ìû ñìîæåì îïèñàòü áîëüøèå óêëîíåíèÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè äîñòà-
òî÷íî øèðîêèõ óñëîâèÿõ, ñâÿçàâ èõ ñ óêëîíåíèÿìè ñîïðîâîæäàþùåãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ
Sn = ξ1 + · · ·+ ξn, ãäå ξi = lnAi−1, i ≥ 1.

Â äîêëàäå áóäóò èçëîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î òàêîé ñâÿçè. Óïîð áóäåò ñäåëàí íà
ïðèìåíåíèÿ ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì: ïðîöåññàì â âåòâëåíèåì â ñëó÷àéíîé ñðåäå. Â ýòîò îáçîð
âêëþ÷åíû íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé (â ÷àñòíîñòè, âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ â ñëó÷àéíîé
ñðåäå), íåñêîëüêî ìàëîèçâåñòíûõ (â ÷àñòíîñòè, äâóïîëûé âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ â ñëó÷àéíîé
ñðåäå è ìàêñèìàëüíûé âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ â ñëó÷àéíîé ñðåäå), à òàêæå ïðèâåäåì ðÿä ìî-
äåëåé, êîòîðûå, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, íå ââîäèëèñü ðàíåå (â ÷àñòíîñòè, äâóïîëûé âåòâÿ-
ùèéñÿ ïðîöåññ ñî ñëó÷àéíûì ìåõàíèçìîì ïàðîñî÷åòàíèÿ). Äëÿ äàííûõ ìîäåëåé ìû ââåäåì
ïîíÿòèå ñîïðîâîæäàþùåãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Â ÷àñòè ìîäåëåé (â ÷àñòíîñòè, îäíîïîëîì
è äâóïîëîì âåòâÿùåìñÿ ïðîöåññå â ñëó÷àéíîé ñðåäå) òàêîå áëóæäàíèå âïîëíå åñòåñòâåííî,
òîãäà êàê â ìîäåëÿõ ìàêñèìàëüíîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà òàêîãî ðîäà áëóæäàíèå âûãëÿäèò
äîñòàòî÷íî íåîæèäàííî. Îñíîâíîé óïîð áóäåò ñäåëàí íà àñèìïòîòèêó âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ
óêëîíåíèé, îäíàêî, â ðàìêàõ òîãî æå ïîäõîäà îïèñûâàþòñÿ è ïðåäåëüíûå òåîðåìû â îáëàñòè
íîðìàëüíûõ óêëîíåíèé.

Å.Á.ßðîâàÿ. Î ìåòîäàõ èññëåäîâàíèÿ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé

Äîêëàä ïîñâÿùåí ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññàì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, êîòîðûå ìîãóò
áûòü îïèñàíû â òåðìèíàõ ðàçìíîæåíèÿ, ãèáåëè è òðàíñïîðòà ÷àñòèö. Òàêèå ïðîöåññû íà ìíî-
ãîìåðíûõ ðåøåòêàõ íàçûâàþò âåòâÿùèìèñÿ ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè, à òî÷êè ðåøåòêè, â
êîòîðûõ ìîæåò ïðîèñõîäèòü ðîæäåíèå è ãèáåëü ÷àñòèö � èñòî÷íèêàìè âåòâëåíèÿ. Îñîáîå
âíèìàíèå óäåëåíî àíàëèçó àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö â êàæäîé òî÷-
êå ðåøåòêè è èõ ìîìåíòîâ äëÿ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò
ñèììåòðè÷íîå, îäíîðîäíîå ïî ïðîñòðàíñòâó, íåïðèâîäèìîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ðåøåò-
êå. Ïîâåäåíèå ìîìåíòîâ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ñïåêòðà
ýâîëþöèîííîãî îïåðàòîðà ñðåäíèõ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö è òðåáóåò äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðÿäà
ìîäåëåé ïðèâëå÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Áóäóò
ðàññìîòðåíû äâà ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíûõ òåîðåì, îäèí èç êîòîðûõ îñíîâàí íà
ïðîâåðêå óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ åäèíñòâåííîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîãî âåðîÿòíîñòíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö ñâîèìè ìîìåíòàìè, à äðóãîé � íà àïïðîêñèìàöèè
íîðìèðîâàííîãî ÷èñëà ÷àñòèö â òî÷êå ðåøåòêè íåêîòîðûì íåîòðèöàòåëüíûì ìàðòèíãàëîì
(ñì., Í.Â.Ñìîðîäèíà è Å.Á.ßðîâàÿ, 2022), ïîçâîëÿþùèé äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ýòèõ âåëè÷èí
ê ïðåäåëó â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì â äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà õàðàêòåðèñòèêè
ïðîöåññà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 20-01-00487.
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Ï.À.ßñüêîâ. Î òåîðåìå Ìàð÷åíêî�Ïàñòóðà äëÿ ñëó÷àéíîé òåíçîðíîé ìîäåëè

Â äîêëàäå áóäóò îïèñàíû íåóëó÷øàåìûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â òåîðåìå Ìàð÷åíêî�
Ïàñòóðà äëÿ âûáîðî÷íûõ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö, îòâå÷àþùèõ ñèììåòðè÷íûì ñëó÷àéíûì
òåíçîðàì, îáðàçîâàííûì

(
n
d

)
ðàçëè÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè d ïåðåìåííûõ, âûáðàííûõ èç n

íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòèçèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ áóäóò
îñíîâàíû íà íîâîì íåðàâåíñòâå êîíöåíòðàöèè äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì îò ñèììåòðè÷íûõ
ñëó÷àéíûõ òåíçîðîâ è íîâîì çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ñëó-
÷àéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
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