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It is known that Morse-Smale diffeomorphisms with two hyperbolic periodic orbits exist only on the sphere and all of them are topologically conjugate to each other. However, if we admit the
existence of three orbits, then the range of manifolds that admit them expands considerably. In particular, such orientation-preserving diffeomorphisms admit surfaces of any kind. In this
paper, we find a complete invariant of topological conjugacy of Morse-Smale diffeomorphisms with three periodic orbits. It is completely determined by the homotopy type (a pair of coprime
numbers) of a knot on the torus, which is the space of orbits of an unstable saddle separatrix in the space of orbits of the sink basin. With the help of the obtained result, it is possible to
calculate the exact number of topological conjugacy classes of the considered diffeomorphisms on a given surface, as well as the relation of the genus of this surface to the homotopy type of
the knot.

Introduction
Let Sp be a closed orientable surface of genus p with metric d, and let
f : Sp → Sp be an orientation-preserving diffeomorphism with a finite
hyperbolic nonwandering set f . Denote by G the set of orientation-
preserving Morse-Smale diffeomorphisms f : Sp → Sp whose nonwan-
dering set consists of exactly three periodic orbits.

Statement
The nonwandering set of any diffeomorphism f ∈ G consists of the sink orbit Oω, the source orbit Oα, and
the saddle orbit Oσ. In this case, the saddle orbit has a negative orientation type and at least one of the nodal
orbits of the diffeomorphism has period 1.

Natural projection

Let T 2 = (R2\(0, 0))/A and denote by p : R2\ → T 2 the natural projection. We introduce
generators on the torus as follows. Parallel L on the torus T 2 is the image of the unit circle
S1 = {(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 = 1} (L = p(S1)) with counterclockwise orientation,
the parallel has homotopy type ⟨1, 0⟩. Meridian M is the image of the positive semiaxis
Ox+1 = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0, x2 = 0} of the Ox1axis (M = p(Ox+1 )) with orientation
in the direction of decreasing x1, the meridian has homotopy type ⟨0, 1⟩.

Figure

Homotopic knot type

Let pf = pψf : Vf → T 2 and γf = pf(W
u
Oσ
). The set γf is an essential node on the

torus T 2 of homotopy type ⟨λf , µf⟩, where µf > 0 and gcd(λf , µf) = 1. The homotopy
type of the knot γf depends on the choice of the homeomorphism ψf so that if (λ̃f , µ̃f)
is the homotopy type of the knot γf for some homeomorphism ψ̃f , different from ψf ,
then µ̃f = µf , λ̃f ≡ λf (mod µf). Thus, without loss of generality, we assume that the
homeomorphism ψf is chosen so that the node γf has the homotopy type

⟨λf , µf⟩ : µf > 0, gcd(λf , µf) = 1, 0λf < µf . (∗)

Theorem 1. Classification of diffeomorphisms of the class

G
The topological conjugacy class of the diffeomorphism f ∈ G is uniquely determined by
the homotopy type ⟨λf , µf⟩ of the knot γf . That is, diffeomorphisms f, f ′ ∈ G are
topologically conjugate if and only if λf = λf ′ and µf = µf ′.

Theorem 2. Relationship between the genus of the

carrier surface and the homotopy type node γf
On a surface Sp of genus p0, a diffeomorphism f ∈ G with knot γf of homotopy type
⟨λf , µf⟩ exists if and only if

µf = 4p or µf = 4p + 2.

The number Np of topological conjugacy classes of f ∈ G diffeomorphisms defined on the
surface Sp is calculated by the formula

Np = φ(4p) + φ(4p + 2),

where φ(n) is the Euler function, that is, the number of coprime numbers with n not
exceeding n.

Periodic data of the diffeomorphism f ∈ G
Statement. Any orientation-preserving gradient-like diffeomorphism f : Sp → Sp can be
represented as a composition f = φ ◦ ξ1, where ξ1 is the shift per unit time along the
trajectories gradient flow ξt of some Morse function1, and φ is a periodic homeomorphism.
Wherein:

� points of smaller period of the homeomorphism φ are also periodic points of the diffeo-
morphism f , and their periods coincide;

� the period of the separatrix of any saddle point of the diffeomorphism f coincides with
the period of the homeomorphism φ.

Periodic data of the diffeomorphism f ∈ G

Lemma. Let f = φ ◦ ξ1 ∈ G. Then if the mapping φ has exactly three points of smaller
period, then it has one of the following full characteristics:

1) (n = 4p, g = 0, p > 0, n1 = 2p, n2 = 1, n3 = 1, d1 = 1, d2, d3 = 2p− d2),
0 < d2 < 2p, gcd(d2, 2p) = 1;

2) (n = 4p, g = 0, p > 0, n1 = 2p, n2 = 1, n3 = 1, d1 = 1, d2, d3 = 6p− d2),
2p < d2 < 4p, gcd(d2, 2p) = 1;

3) (n = 4p + 2, g = 0, p > 0, n1 = 2p + 1, n2 = 2, n3 = 1, d1 = 1, d2, d3 = 2p + 1− 2d2),
0 < d2p, gcd(d2, 2p + 1) = 1;

4) (n = 4p + 2, g = 0, p > 0, n1 = 2p + 1, n2 = 2, n3 = 1, d1 = 1, d2, d3 = 6p + 3− 2d2),
p < d22p, gcd(d2, 2p + 1) = 1.

The number of diffeomorphisms depending on the genus

of the surface
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Àííîòàöèÿ
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îáîáùàåì ïîíÿòèå êðóãî-

âîé ñõåìû Ôëåéòàñ íà ïðîèçâîëüíûå ãðàäèåíòíî-

ïîäîáíûå ïîòîêè íà ïîâåðõíîñòÿõ. Äîêàçûâàåì, ÷òî

êëàññ èçîìîðôíîñòè òàêèõ ñõåì ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èí-

âàðèàíòîì òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ðà-

áîòå èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì ðåøåí âîïðîñ ðåàëè-

çóåìîñòè àáñòðàêòíîé êðóãîâîé ñõåìû ãðàäèåíòíî-

ïîäîáíûì ïîòîêîì íà ïîâåðõíîñòè. Êðîìå òîãî, ïî-

ñòðîåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðàçëè÷åíèÿ èçîìîðô-

íîñòè êðóãîâûõ ñõåì.

III Àáñòðàêòíàÿ ñõåìà

Ïóñòü Σ = S2 è Ls, Lu � ìíîæåñòâà ïàð òî÷åê ïðèíàä-
ëåæàùèõ åé è îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. ïàðû òî÷åê ìíîæåñòâà Ls ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî
õîðäû, ñîåäèíÿþùèå ýòè òî÷êè ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-
þòñÿ;
2. ïàðû òî÷åê ìíîæåñòâà Lu ïîìå÷åíû ñïèíîì + èëè
−.
Î÷åâèäíî, ÷òî êðóãîâàÿ ñõåìà ëþáîãî ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíîãî ïîòîêà f t : M2 → M2 óäîâëåòâîðÿåò îïè-
ñàííûì ñâîéñòâàì. Íàáîð S = (Σ, Ls, Lu) ñî ñâîéñòâà-
ìè 1, 2 íàçîâåì àáñòðàêòíîé êðóãîâîé ñõåìîé.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé àáñòðàêòíîé êðóãîâîé ñõå-
ìû S ñóùåñòâóåò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé ïîòîê f t :
M2 → M2, èìåþùèé êðóãîâóþ ñõåìó Sδ∗, ýêâèâà-
ëåíòíóþ ñõåìå S. Ïðè ýòîì,
1) ïîâåðõíîñòü M2 ÿâëÿåòñÿ íå îðèåíòèðóåìîé òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõåìà S ñîäåðæèò òî÷êè
ñ îòðèöàòåëüíûì ñïèíîì;
2) ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè M2 âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

α+ ω − σ = 2− 2g,

ãäå α - êîëè÷åñòâî èñòî÷êèêîâ, ω - êîëè÷åñòâî ñòî-
êîâ, σ - êîëè÷åñòâî ñåäåë, g - ðîä ïîâåðõíîñòè.

IV Ýôôåêòèâíîñòü
Òåîðåìà 2. Ïóñòü S è S′ � äâå äîïóñòèìûå àá-
ñòðàêòíûå êðóãîâûå ñõåìû ñ n ïàðíûìè òî÷êàìè.
Òîãäà èçîìîðôèçì ñõåì S è S′ ïðîâåðÿåòñÿ çà âðå-
ìÿ O(nO(g)), åñëè g > 0, è çà âðåìÿ O(n), åñëè g = 0.
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I Êðóãîâàÿ ñõåìà ïîòîêà

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì ïîòîêîì íà ñâÿçíûõ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòÿõ M2 íàçûâàåòñÿ ãëàäêèé
ïîòîê f t åñëè åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωft ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê, à èíâàðè-
àíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ W s

p è Wu
q ëþáûõ äâóõ ñåäåë p è q ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

Êðóãîâàÿ ñõåìà Ã. Ôëåéòàñ áûëà ïîñòðîåíà, êàê ïîëíûé èíâàðèàíò ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïîëÿðíîãî ïîòîêà
(ïîòîê ñ îäíèì ñòîêîì è îäíèì èñòî÷íèêîì) íà ïîâåðõíîñòè. Ñõåìà ñîñòîèò èç îêðóæíîñòè âîêðóã èñòî÷íîêîâîé
òî÷êè ñ îòìå÷åííûìè íà íåé ïåðåñå÷åíèÿìè ñ ñåäëîâûìè ñåïàðàòðèñàìè.
Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìàðêèðîâàíû ìåòêàìè ñîîòâåòñòâåííî íîìåðó ñåäëà, èç êîòîðîãî îíè âûõîäÿò, è ñïèíàìè
òàêèì îáðàçîì, ÷òî îáúåäèíåíèå äèñêà, îãðàíè÷åííîãî îêðóæíîñòüþ, è òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâîé òî÷êè ìîæåò áûòü êîëüöîì (ñïèí +) èëè ïëåíêîé Ì¼áèóñà (ñïèí -) (ñì. Ðèñ. 1). Äâå
ñõåìû ñ÷èòàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì îêðóæíîñòè, ñîõðàíÿþùèé ìåòêè ñî ñïèíàìè.
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Ðèñ. 1: Ïîëÿðíûé ïîòîê f t íà òîðå (ñëåâà) è ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè (ñïðàâà) è åãî êðóãîâàÿ ñõåìà

Ïóñòü f t :M2 →M2 � ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé ïîòîê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωλ
ft , λ ∈ {0, 1, 2} ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ

òî÷åê ïîòîêà f t ñ èíäåêñîì Ìîðñà λ. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà P ⊂ Ωft áóäåì ïîëàãàòü W s
P =

⋃
p∈P

W s
p , W

u
P =⋃

p∈P
Wu

p . Äëÿ ëþáîãî (âîçìîæíî ïóñòîãî) ìíîæåñòâà δ ⊂ Ω1
ft ïîëîæèì Ωδ = Ω0

ft ∪ δ, Aδ =Wu
Ωδ
.

Íàïîìíèì, ÷òî êîìïàêòíîå f t-èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ Mn ïîòîêà f t : Mn → Mn íàçûâàåòñÿ åãî àò-
òðàêòîðîì, åñëè îíî îáëàäàåò çàìêíóòîé îêðåñòíîñòüþ UA, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé, òàêîé, ÷òî
f t(UA) ⊂ int UA äëÿ t > 0 è

⋂
t>0

f t(UA) = A. Ðåïåëëåðîì ïîòîêà f t íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîð ïîòîêà f−t.

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà f t : M2 → M2 ìíîæåñòâî Aδ ÿâëÿåòñÿ
àòòðàêòîðîì ïîòîêà f t è îáëàäàåò çàõâàòûâàþùåé îêðåñòíîñòüþ Uδ , ãðàíèöó êîòîðîé Σδ êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ
ïîòîêà f t|Ws

Ωδ
\Ωδ

ïåðåñåêàåò â òî÷íîñòè â îäíîé òî÷êå.

Ïîëîæèì Ls
δ∗

= {W s
σ ∩ Σδ∗ , σ ∈ δ∗}, Lu

δ∗
= {Wu

σ ∩ Σδ∗ , σ ∈ (Ω1
ft \ δ∗)}. Êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Ls

δ∗
(Lu

δ∗
)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè Σδ∗ ñ óñòîé÷èâûì (íåóñòîé÷èâûì) ìíîãîîáðàçèåì ñåäëà
W s

σ (Wu
σ ). Ïàðû òî÷åê ìíîæåñòâà Lu

δ∗
ïîìåòèì ñïèíîì +(−), åñëè îáúåäèíåíèå äèñêà Uδ∗ ñ òðóá÷àòîé îêðåñòíî-

ñòüþ íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿWu
σ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåäëà σ ãîìåîìîðôíî êîëüöó (ïëåíêå Ì¼áèóñà). Íàáîð

Sδ∗ = (Σδ∗ , L
s
δ∗ , L

u
δ∗ )

íàçîâåì êðóãîâîé ñõåìîé ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà f t :M2 →M2 (ñì. Ðèñ. 2, 3).
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Ðèñ. 2: Ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé ïîòîê íà ñôåðå S2 ñ íàáîðîì âñåõ âîçìîæíûõ êðóãîâûõ ñõåì
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Ðèñ. 3: Ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé ïîòîê íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñ íàáîðîì âñåõ âîçìîæíûõ êðóãîâûõ ñõåì

Òàê êàê âûáðàòü Aδ∗ ìîæíî íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç Sft íàáîð âñåõ âîçìîæíûõ êðóãîâûõ

ñõåì ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà f t : M2 → M2. Äâå êðóãîâûå ñõåìû Sδ∗ è Sδ′∗
íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ψ : Σδ∗ → Σδ′∗
, ïåðåâîäÿùèé ïàðû òî÷åê ìíîæåñòâ Ls

δ∗
, Lu

δ∗
â ïàðû òî÷åê

ìíîæåñòâ Ls
δ′∗
, Lu

δ′∗
, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ñîõðàíåíèåì ñïèíîâ. Íàáîðû Sft è Sf ′t ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ f t

è f ′t íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ñîäåðæàò ýêâèâàëåíòíûå êðóãîâûå ñõåìû Sδ∗ ∈ Sft è Sδ′∗
∈ Sf ′t .

II Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 3. Ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå ïîòîêè f t, f ′t íà ïîâåðõíîñòÿõ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâà èõ êðóãîâûõ ñõåì Sft , Sf ′t ýêâèâàëåíòíû.

Ñëåäñòâèå 1. Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî â ýêâèâàëåíòíûõ íàáîðàõ Sft è Sf
′t ãðàäèåíòíî-

ïîäîáíûõ ïîòîêîâ f t è f
′t âñå êðóãîâûå ñõåìû ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû.



Модулитопологическойсопряженностинеособых
потоковсдвумяпредельнымицикламина𝑆2 × 𝑆1

Добролюбова Алиса Леонидовна, alicedobrolub@mail.ru
Работа выполнена под руководством О. В. Починки и В. Е. Круглова

Введение
Потоки 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 : 𝑀 → 𝑀 на многообразии 𝑀
называются топологически сопряженными,
если существует гомеоморфизм ℎ : 𝑀 → 𝑀 ,
отображающий траектории потока 𝑓 𝑡 в тра-
ектории потока 𝑓 ′𝑡 так, что ℎ ∘ 𝑓 𝑡 = 𝑓 ′𝑡 ∘ ℎ.
Найти инвариант, описывающий класс топо-
логической сопряженности потоков в некото-
ром классе, означает получить топологиче-
скую классификацию класса потоков с точн-
стью до сопряженности. Цель настоящей ра-
боты – построить для неособых потоков с
двумя предельными циклами на многообра-
зии вида 𝑆2 × 𝑆1 топологическую классифи-
кацию в смысле сопряженности и доказать,
что класс таких потоков имеет функциональ-
ный модуль устойчивости.

Динамика
Поток называется неособым, если его
неблуждающее множество состоит из ко-
нечного числа гиперболических предельных
циклов. Введем класс 𝐺2(𝑀) неособых
потоков 𝑓 𝑡 на трехмерном многообразии
𝑀 = 𝑆2 × 𝑆1 с двумя единственными пре-
дельными циклами: 𝑐1 – устойчивый, 𝑐2 –
неустойчивый с периодами 𝑇1 и 𝑇2 соответ-
ственно. Согласно работе [2], трехмерное
многообразие 𝑀 допускает поток из класса
𝐺2(𝑀). При этом, с точностью до тополо-
гической эквивалентности, таких потоков
существует ровно 2.

с1

с2

с1

с2

Рис. 1: Примеры топологически неэквивалент-
ных потоков на 𝑆2 × 𝑆1

Линеаризация
Определим поток 𝐴𝑡 системой (см. Рис. 4):⎧⎪⎨⎪⎩

�̇�1 = 0,

�̇�2 = 0,

�̇�3 = 1.

Для 𝑖 = 1, 2 зададим гомеоморфизм:
𝑔𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (2(−1)𝑖𝑥1, 2

(−1)𝑖𝑥2, 𝑥3 − 𝑇𝑖) и
группу 𝐺𝑖 = {𝑔𝑖𝑛 | 𝑛 ∈ Z}. Положим Π𝑖 =
R3/𝐺𝑖, 𝑞𝑖 : R3 → Π𝑖 – естественная проекция,
𝑎𝑡𝑖 – поток, индуцированный на Π𝑖 посред-
ством 𝐴𝑡.

Предложение 1. [4] Неустойчивый пре-
дельный цикл 𝑐2 потока 𝑓 𝑡 : 𝑀 → 𝑀 облада-
ет неустойчивым многообразием 𝑊𝑢

𝑐2 = {𝑥 ∈
𝑆 | 𝑓 𝑡(𝑥) → 𝑐2 при 𝑡 → −∞} таким, что су-
ществует гомеоморфизм 𝜂2 : 𝑊

𝑢
𝑐2 → Π2, со-

прягающий потоки 𝑓 |𝑡𝑊𝑢
𝑐2

и 𝑎𝑡2.
Аналогично для устойчивого многообразия
предельного устойчивого цикла 𝑐1.

Два класса топологической эквивалентности
Положим,

𝑉2 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3 | 𝑥2
1 + 𝑥2

2 ≤ 2−𝑥3},V2 = 𝑞2(𝑉2).

Обозначим 𝑐𝑖 = 𝑞𝑖(𝑂𝑥3) = 𝜂𝑖(𝑐𝑖). По построению факторпространство V2 гомеоморфно пол-
ноторию, а 𝑈2 = 𝜂−1

2 (V2) является замкнутой окрестностью цикла 𝑐2. Зададим окрестность
𝑈1 цикла 𝑐1 как 𝑈1 = cl(𝑀 ∖ 𝑈2). Заметим, что 𝑈1 является полноторием (согласно работе
[2]). Положим V1 = 𝜂1(𝑈1) – полноторий, являющийся подмножеством Π1, содержащим внутри
устойчивый предельный цикл 𝑐1 потока 𝑎𝑡1, траектории этого потока трансверсальны границе
V1.
Положим, �̄�2 – компонента связности пересечения плоскости 𝑂𝑥2𝑥3 и cl(𝑉2), ориентированная
в сторону возрастания координаты 𝑥3 (см. рис. 2), а также 𝛼2 = 𝑞2(�̄�2). По построению цикл
𝑐2 и полноторий 𝛼2 гомотопны. Положим, 𝛼1 = 𝜂1(𝜂

−1
2 (𝛼2)) – образующая полнотория V1 по

построению. Будем говорить, что 𝜈 = +1 для потока 𝑓 𝑡, если гомотопны устойчивый цикл 𝑐1 и
𝛼1. В противном случае положим, что 𝜈 = −1 (см. рис. 3).
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Рис. 2: �̄�2 на 𝑉2 Рис. 3: (а) 𝜈 = −1 и (b) 𝜈 = +1
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Рис. 4: Поток 𝐴𝑡, действие гомеоморфизма 𝑔1



Модулитопологическойсопряженностинеособых
потоковсдвумяпредельнымицикламина𝑆2 × 𝑆1

Единственность слоения около цикла

Обозначим через 𝐾1 = 𝑀 ∖ 𝑐2 и 𝐾2 = 𝑀 ∖
𝑐1. Согласно работе [4] существует гомеомор-
физм 𝜂𝑖 : 𝐾𝑖 → Π𝑖, сопрягающий поток 𝑓 𝑡|𝐾𝑖

с потоком 𝑎𝑡𝑖. Для точки 𝑝 ∈ 𝐾𝑖 будем назы-
вать её локальными координатами (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
координаты некоторой точки 𝑝 ∈ R3, такой,
что 𝜂𝑖(𝑞𝑖(𝑝)) = 𝑝 и 0 ≤ 𝑥3 ≤ 𝑇𝑖. Обозначим че-
рез 𝜒 = {𝑥3 = 𝑐, 𝑐 ∈ R} слоение на R3, пред-
ставляющее из себя горизонтальные плоско-
сти, �̃�𝑖 = 𝑞𝑖(𝜒), Ξ𝑖 = 𝜂−1

𝑖 (�̃�𝑖) (см. рис. 6).

Лемма 1. Слоение Ξ𝑖 единственно, т.е. оно
не зависит от выбора сопрягающего гомео-
морфизма 𝜂𝑖.

Функциональные модули
Зададим отображение
𝜑 : Π1 ∖ 𝑐1 → Π2 ∖ 𝑐2 формулой 𝜑 = 𝜂2𝜂

−1
1 .

Также зададим его поднятие
Φ: R3 ∖ 𝑂𝑥3 → R3 ∖ 𝑂𝑥3 (𝑞2Φ = 𝜑𝑞1), которое
может быть записано в виде:
Φ(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝛾(𝑥1, 𝑥2), 𝑥3 + 𝛿(𝑥1, 𝑥2)), где
𝛾 : R2 ∖ {(0, 0, 0)} → R2 ∖ {(0, 0, 0)},
𝛿 : R2 → 𝑂𝑥3. Напомним, что 𝑔𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

(2(−1)𝑖𝑥1, 2
(−1)𝑖𝑥2, 𝑥3 − 𝑇𝑖), 𝐺𝑖 = {𝑔𝑛𝑖 , 𝑛 ∈ Z}.

Благодаря свойствам 𝑔, получаем, что

𝑔2Φ = Φ𝑔1,

в результате определенных выкладок получа-
ем

𝛿(𝑥1, 𝑥2) = 𝛿(𝑥1/2, 𝑥2/2) + (𝑇2 − 𝑇1).

Отображение 𝛿 : R2 → 𝑂𝑥3 может быть спро-
ецировано в виде отображения
𝛿 : T2 → 𝑆1. Пусть 𝛽 : R2 → R2 задано форму-
лой 𝛽(𝑥1, 𝑥2) = (𝑥1/2, 𝑥2/2) и
𝐵 = {𝛽𝑛(𝑥1, 𝑥2), 𝑛 ∈ Z}. Тогда
T2 = R2/𝐵, обозначим через 𝑝

𝛽
: R2 → T2

естественную проекцию. Пусть 𝑒 : 𝑂𝑥3 → 𝑂𝑥3

задано следующими формулами:
1) 𝑒(𝑥3) = 𝑥3 + (𝑇2 − 𝑇1), если 𝑇2 ̸= 𝑇1,
2) 𝑒(𝑥3) = 𝑥3 + 1, если 𝑇2 = 𝑇1.
Пусть 𝐸 = {𝑒𝑛(𝑧2), 𝑛 ∈ Z}. Тогда 𝑆1 = R/𝐸,
обозначим через 𝑝𝑒 : 𝑂𝑥3 → 𝑆1 естествен-
ную проекцию. Таким образом, отображение
𝛿 : T2 → 𝑆1 определяется формулой
𝛿(𝜏) = 𝑝𝑒(𝛿(𝑝

−1
𝛽 (𝜏))), 𝜏 ∈ T2 и является функ-

циональным модулем устойчивости.
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Astérisque. 1978. Vol. 51. No. 1. P. 335-346.

[2] O.V. Pochinka, D.D. Shubin. Non-singular
flows with the attractor-repeller dynamics on
𝑛-manifolds. Nonlinearity. 2022. Vol. 35. No. 3.
P. 1485-1499

[3] V. Kruglov, O. Pochinka, G. Talanova. On
functional moduli of surface flows. Proceedings
of the International Geometry Center. 2020.
Vol. 13. No. 1. P. 49-60.

[4] M. C. Irwin. A classification of elementary
cycles. Topology. 1970. Vol. 9. P. 35-47.

> >

x

2T2

T2

-T2

11

X(x1, x2)

Xδ(x1, x2)

x
13 x

13

x
11

M

η1q1

q2η2
-1

-1

Рис. 5: Отображение 𝛿 выражает взаимное расположение инвариантных слоений

c X i

x3

Рис. 6: Инвариантные слоения 𝜒 и Ξ𝑖

Классификационная теорема
Назовем два отображения 𝛿, 𝛿′ эквивалентными, если существует гомеоморфизм 𝜗 : T2 → T2,
сохраняющий ориентацию, и константа 𝑠0 ∈ 𝑆1 такая, что

𝛿′(𝜗(𝜏)) = 𝛿(𝜏) + 𝑠0.

Обозначим все объекты на 𝑓 ′𝑡 аналогично объектам на 𝑓 𝑡.

Теорема 1. Потоки 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 : 𝑀 → 𝑀 топологически сопряжены тогда и только тогда, когда

1) 𝑇𝑖 = 𝑇 ′
𝑖 ;

2) 𝜈 = 𝜈′

3) отображения 𝛿, 𝛿′ эквивалентны в смысле сопряженности.



Алгоритмы различения топологических инвариантов
поверхностных градиентно-подобных потоков

В.Е. Круглов
НИУ ВШЭ – Нижний Новгород

Введение

Результаты получены в соавторстве с О.В. Починкой и Д.С.
Малышевым
I Потоки f t , f ′t : M → M на многообразии S называются

топологически эквивалентными, если существует
гомеоморфизм h : S → S, отображающий траектории
потока f t в траектории потока f ′t с сохранением
направления движения по траекториям.

I Два потока называются топологически сопряжёнными,
если выполняется условие hf t = f ′th, t ∈ R, это
означает, что h отображает траектории в траектории,
сохраняя не только направление, но и время движения
по траекториям.

I Поток называется потоком Морса-Смейла, если его
неблуждающее множество состоит из конечного числа
гиперболических неподвижных точек и конечного числа
гиперболических периодических траекторий, чьи
устойчивые и неустойчивые многообразия пересекаются
трансверсально. Поток Морса-Смейла без
периодических орбит называется градиентно-подобным
потоком.

I Потоки Морса-Смейла были введены А.А. Андроновым
и Л.С. Понтрягиным [1], и в 1967 году С. Смейл [2]
обобщил класс этих потоков на случай произвольной
размерности.

I В настоящей работе рассматриваются известные
топологические инварианты для градиентно-подобных
потоков на поверхностях, и для них строятся
эффективные алгоритмы различения их изоморфизмов.

Топологическая классификация

Рассмотрим градиентно-подобный поток f t , заданный на
замкнутой поверхности S. Первый результат говорит о
том, что топологические инварианты, описывающие
классы топологической эквивалентности
градиентно-подобных потоков на поверхностях, подходят
и для классификации с точностью до топологической
сопряжённости.

Теорема

Если два градиентно-подобных потока на замкнутой
поверхности топологически эквивалентны, то они
топологически сопряжены.

I Таким образом, классы топологически эквивалентных и
сопряжённых потоков в нашем случае совпадают.
Обычно инварианты, описывающие эти классы, это
графы.

I Два графа называются изоморфными, если существует
взаимно однозначное соответствие, переводящее
вершины и рёбра одного графа в вершины и рёбра
другого графа с сохранением цветов, направлений рёбер
и оснащений при их наличии.

Эффективные алгоритмы различения
графов

I Алгоритм различения изоморфности графов в
каком-либо классе графов называется эффективным,
если время его выполнения ограничено полиномом от
длины входной информации (количество вершин, рёбер
и параметров оснащения графа) [3].

I Стандартом труднорешаемости является NP-полнота
задачи [4]. Алгоритмы такого рода также называются
полиномиальными.

I Остальные результаты данной главы посвящены
построению эффективных алгоритмов различения
некоторых известных инвариантов.

Алгоритм для графа Пейшото

Пусть Γf t – ориентированный граф потока f t такой, что
вершины графа Γf t соответствуют неподвижным точкам
потока f t , а рёбра соответствуют ориентированным
седловым сепаратрисам. Оснастим граф Γf t

различающими множествами – подграфами,
соответствующими границам компонент связности
дополнения несущей поверхности до замыкания
инвариантных многообразий всех седловых точек (ячеек).
В результате получим граф Пейшото [5] ΓP

f t . Такой граф
является полным топологическим инвариантом для
градиентно-подобных потоков на произвольных
поверхностях.
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Теорема

Пусть f t и f ′t – градиентно-подобные потоки, заданные на
поверхности S рода g, и ΓP

f t , ΓP
f ′t – их n-вершинные графы

Пейшото. Тогда изоморфность графов ΓP
f t и ΓP

f ′t можно
проверить за время O

(
nO(g)

)
для g > 0 и за время O(n)

для g = 0.
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Алгоритм для модифицированного графа
Пейшото

В.З. Гринес и О.В. Починка [6] модифицировали граф
Пейшото. Именно, вместо различающих множеств они
оснастили ориентированный граф Пейшото Γf t порядками
рёбер (согласованными с вложениями седловых
сепаратрис в несущую поверхность), инцидентных
вершинам, соответствующим стокам. Класс изоморфности
полученного таким образом модифицированного графа
Пейшото ΓGP

f t также является полным инвариантом
эквивалентности градиентно-подобных потоков на
произвольных поверхностях.

Теорема

Пусть f t , f ′t – градиентно-подобные потоки на
поверхности S рода g, и ΓGP

f t , ΓGP
f ′t – их модифицированные

n-вершинные графы Пейшото. Тогда изоморфизм графов
ΓGP

f t и ΓGP
f ′t может быть проверен за время O(nO(g)), если

g > 0, и за время O(n), если g = 0.

Алгоритм для графа Вонга

Вершины графа Вонга [7] ΓW
f t для потока на

ориентируемой поверхности соответствуют ячейкам
потока f t , его рёбра соответствуют седловым
сепаратрисам и соединяют вершины, соответствующие
ячейкам, граничащим по соответствующим рёбрам
сепаратрисам. Каждая вершина имеет валентность 4, если
считать петлю за два условных ребра. Набор этих четырёх
рёбер, включая условные, разбивается на пары, в каждую
из которых входит одно ребро, соответствующее
устойчивой сепаратрисе, и одно ребро, соответствующее
неустойчивой сепаратрисе, примыкающие друг к другу на
границе соответствующей вершине ячейки. Такие пары
обозначаются дугой, пересекающей оба ребра пары.

Теорема

Пусть f t , f ′t – градиентно-подобные потоки на
ориентируемой поверхности S рода g, и ΓW

f t , ΓW
f ′t – их

n-вершинные графы Вонга. Тогда изоморфизм графов ΓW
f t

и ΓW
f ′t проверяется за время O(nO(g)), если g 6= 0 и за

время O(n), если g = 0.

Алгоритм для круговой схемы Флейтас

Градиентно-подобный поток f t : S → S называется
полярным, если в его неблуждающем множестве
содержится ровно один источник и ровно один сток. Граф
Флейтас или круговая схема Флейтас [8] ΓF

f t для такого
потока f t строится следующим образом. Выберем вокруг
источника окружность S, трансверсальную траекториям.
Обозначим через D диск, который эта окружность
ограничивает в бассейне источника. Присвоим всем
точкам пересечения окружности S с седловыми
сепаратрисами метки так, чтобы точки пересечения с
сепаратрисами одного и того же седла были с
одинаковыми метками. Каждой паре точек с одинаковыми
метками присвоим спин, то есть знак + (−), если
объединения диска D с трубчатой окрестностью
устойчивого многообразия седловой точки, пересекающего
окружность S по данной паре точек, является кольцом
(плёнкой Мёбиуса).

Теорема

Пусть f t и f ′t – полярные потоки на поверхности S рода
g, и ΓF

f t , ΓF
f ′t – их n-вершинные графы Флейтас. Тогда

изоморфизм графов ΓF
f t и ΓF

f ′t проверяется за время O(n2).
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Мы называем слоение (M,F ) на топологическом многообразии M хаотическим, если оно топологически транзитивно и объединение всех замкнутых слоев всюду плотно в M .
Исследуемые нами хаотические топологические слоения произвольной коразмерности на n-мерных многообразиях можно рассматривать как многомерные обобщения хаотических
динамических систем в смысле Дивани. Для топологических слоений (M,F ), накрытых расслоениями, мы доказываем, что существование хаоса в (M,F ) эквивалентно хаотичности
его глобальной группы голономии. Применяя метод надстройки, нами построено новое счетное семейство хаотических, попарно не изоморфных топологических слоений коразмерности
два на 3-мерных замкнутых и незамкнутых многообразиях.

Òîïîëîãè÷åñêîå ñëîåíèå

Разбиение Fst = {Rn−q×{c} | c ∈ Rq} называется стандартным слоением коразмерно-
сти q в Rn, а Rn−q × {c} называются его слоями.

Определение. Пусть M — n-мерное топологическое многообразие. Разбиение
F = {Lα |α ∈ J}

многообразия M на линейно связные подмножества Lα называтся топологическим
слоением коразмерности q, 1 ≤ q ≤ n, если

∀x ∈M ∃ (U,ϕ) : ϕ(Kc(Lα ∩ U)) = Rn−q × {c}, c ∈ Rq,

где Kc(Lα ∩ U) — компонента связности пересечения Lα ∩ U .

Слоение — пара (M,F ), Lα ⊂M — слои (M,F ), (U,ϕ), — расслоенная карта.
Обозначим через Fol категорию топологических слоений, морфизмы слоений
(M,F ), (M ′, F ′) ∈ Ob(Fol) — непрерывные отображения f : M → M ′, переводя-
щие слои в слои.

Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ñìûñëå Äèâàíè

Пусть T : X → X — непрерывное отображение метрического пространства X в себя.
Семейство итераций {T n}n∈N обозначается через (X,T ) и называется динамической
системой.
Р. Дивани ввел следующее понятие хаотической динамической системы.

Определение. Динамическая система (X,T ) называется хаотической, если:
(1) (X,T ) топологически транзитивна;
(2) множество периодических точек всюду плотно в X ;

(3) (X,T ) чувствительна к начальным условиям.

Ðàññëîåíàÿ êàðòà (U,ϕ) ìíîãîîáðàçèÿ M

с
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Õàîòè÷åñêîå òîïîëîãè÷åñêîå ñëîåíèå

Определение. Топологическое слоение (M,F ) называется хаотическим, если:
(1) существует всюду плотный слой;
(2) объединение замкнутых слоев всюду плотно в M .

Õàîòè÷åñêàÿ ãðóïïà ãîìåîìîðôèçìîâ

Определение. Группа гомеоморфизмов G топологического многообразия M называет-
ся хаотической, если:

(1) существует всюду плотная орбита;
(2) объединение всех замкнутых орбит всюду плотно в M .

Ñëîåíèÿ, íàêðûòûå ðàññëîåíèÿìè

Определение. Топологическое слоение (M,F ), codimF = q, называется накрытым рас-
слоением, если слоение (M̃, F̃ ), индуцированное универсальным накрывающим отоб-
ражением κ : M̃ →M , образовано слоями некоторого локально тривиального рассло-
ения r : M̃ → T̃ над топологическим многообразием T̃ , dim T̃ = q.

Êðèòåðèé õàîòè÷íîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ ñëîåíèé, íàêðûòûõ

ðàññëîåíèÿìè

Теорема. Пусть (M,F ) — топологическое слоение, накрытое расслоением r : M̃ → T̃ ,
и Ψ0 — его глобальная группа голономии.
Тогда слоение (M,F ) хаотическое ⇔ группа Ψ0 хаотична.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ

Определение. Группы G и G′ гомеоморфизмов топологических пространств X и X ′

называются топологически сопряженными, если существуют изоморфизм τ : G→ G′

и гомеоморфизм f : X → X ′ такие, что для любого g ∈ G коммутативна диаграмма

X
f−→ X ′

g

y yτ (g)

X
f−→ X ′.

Ãëîáàëüíàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè

Теорема. Пусть слоение (M,F ) накрыто расслоением r : M̃ → T̃ , где M̃ — простран-
ство универсального накрывающего отображения κ : M̃ →M. Зафиксируем x ∈M и
x̃ ∈ M̃. π : M →M/F — фактор-отображение. Тогда определены:
(i) группа накрывающих преобразований G ∼= π1(M,x),

гомоморфизм χ : G→ Homeo(T̃ ) и группа Ψ0 := χ(G);
(ii) гомеоморфизм d : M/F → T̃ /Ψ0 такой, что диаграмма

M̃
κ
{{

r
$$

M
π
��

T̃
µ��

M/F d // T̃ /Ψ0,

коммутативна, µ : T̃ → T̃ /Ψ0 — проекция на пространство орбит.

Определение. Группа Ψ0 называется глобальной группой голономии слоения (M,F ),
накрытого расслоением r : M̃ → T̃ .

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ èçîìîðôíîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ

ñëîåíèé, íàêðûòûõ ðàññëîåíèÿìè

Теорема. Пусть (M,F ), (M ′, F ′) — топологические слоения, накрытые расслоениями
r : M̃ → T̃ и r′ : M̃ ′ → T̃ ′ соответственно, а Ψ0 и Ψ′0 — их глобальные группы
голономии. Тогда слоения (M,F ) и (M ′, F ′) изоморфны в категории Fol ⇒ Ψ0 и Ψ′0
топологически сопряжены.
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Òîïîëîãè÷åñêîå íàäñòðîå÷íîå ñëîåíèå

Пусть B и T — топологические многообразия, dimB = k, dimT = q.
ρ : π1(B, b0)→ Homeo(T ) — гомоморфизм.
θ : B̃ → B — универсальное накрывающее отображение, b̃ ∈ θ−1(b0) ⊂ B̃.
G ∼= π1(B, b0) — группа накрывающих преобразований B̃. Равенство

g.(x, t) := (g.x, ρ(g)(t)) ∀ (x, t) ∈ B̃ × T, g ∈ G
определяет левое свободное собственно разрывное действие G на B̃ × T , поэтому определено
топологическое фактор-многообразие M := (B̃ × T )/G.
λ : B̃×T →M — фактор-отображение на пространство орбит и регулярное накрытие, dimM =
k + q. Так как

g.(B̃ × {z}) = B̃ × {ρ(g)(z)} ∀ g ∈ G, ∀z ∈ T,
то каждое g ∈ G сохраняет тривиальное слоение Ftr = {B̃ × {z} | z ∈ T} произведения B̃ × T .
На M индуцируется слоение F = {λ(B̃ × {t}) | t ∈ T}, codimF = q.

Определение. Топологическое слоение (M,F ) := Sus(T,B, ρ) называется надстроечным.

Группа Ψ ∼= ρ(π1(B, b0)) называется структурной группой Sus(T,B, ρ). Многообразие B назы-
вается базой, а T называется трансверсальным многообразием для Sus(T,B, ρ).

Êàíîíè÷åñêîå ñëîåíèå

Пусть X , Y — топологические многообразия, Ψ — абстрактная группа, и
заданы мономорфизмы χ : Ψ → Homeo(X) и ν : Ψ → Homeo(Y ), причем
χ(Ψ) действует свободно и собственно разрывно на X .
Тогда наX×Y определено свободное собственно разрывное действие группы
Ψ, s : X × Y → (X × Y )/Ψ — проекция на пространство орбит, (X × Y )/Ψ
— топологическое многообразие.

Определение. ((X × Y )/Ψ,F), где F = {s(X ×{y} | y ∈ Y )}, — топологи-
ческое надстроечное слоение, которое называется каноническим.

Òåîðåìà î ñòðóêòóðå íàäñòðîå÷íîãî ñëîåíèÿ

Теорема. Пусть (M,F ) = Sus(T,B, ρ). Тогда существует регулярное на-
крытие β : B̂ → B, и слоение (M,F ) изоморфно каноническому слоению
((B̂ × T )/Ψ,F), где Ψ ∼= G/Ker(ρ), причем Ψ действует на B̂ свободно и
собственно разрывно, а на T — как группа гомеоморфизмов ρ(G).

Êðèòåðèé õàîòè÷íîñòè íàäñòðîå÷íûõ ñëîåíèé

Теорема. Слоение Sus(T,B, ρ) хаотическое ⇔ группа ρ(π1(B, b0)) хаотическая.

Îðáèôîëä ¾Ïîäóøêà¿

Пусть γ — автоморфизм тора T2, заданный матрицей −E, и Γ = 〈γ〉.
P = T2/Γ — орбифолд «Подушка»., P ∼= S2.
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Õàîòè÷åñêèå òîïîëîãè÷åñêèå ñëîåíèÿ ñôåðû

Предложение. {Gm = 〈gm〉}m∈N — счетное семейство попарно топологически не сопря-
женных хаотических групп гомеоморфизмов сферы.

Теорема. Пусть (Mm, Fm) = Sus(S1,S2, ρm), m ∈ N, где ρm(n) = (gm)n ∀n ∈ Z.
Тогда {(Mm, Fm)}m∈N — счетное семейство хаотических топологических слоений, по-
парно не изоморфных в категории Fol.

Êðèòåðèé èçîìîðôíîñòè íàäñòðîå÷íûõ ñëîåíèé

Теорема. Пусть (M,F ) = Sus(T,B, ρ), (M ′, F ′) = Sus(T ′, B′, ρ′), T и T ′ односвязны.
Тогда слоения (M,F ) и (M ′, F ′) изоморфны ⇔ ρ(π1(B, b)) и ρ′(π1(B, b)) топологиче-
ски сопряжены.

Õàîòè÷åñêèå ãîìåîìîðôèçìû ñôåðû

Пусть κ : R2 → P ∼= S2 — универсальное накрытие орбифолда P и κ((0, 0)) = O ∈ S2.
При любом m ∈ N матрица

Am =

(
2m 2m− 1
1 1

)
определяет хаотический гомеоморфизм gm сферы S2, причем gm имеет ровно m непо-
движных точек, а группа Gm = 〈gm〉 имеет счетное всюду плотное множество перио-
дических орбит.
S2 \ O ∼= R2, точка O неподвижна относительно каждого gm, поэтому сужение hm :=
gm|S2\{O} является хаотическим гомеоморфизмом R2.

Õàîòè÷åñêèå òîïîëîãè÷åñêèå ñëîåíèÿ ïëîñêîñòè

Предложение. {Hm = 〈hm〉}m∈N — счетное семейство попарно топологически не сопря-
женных хаотических групп гомеоморфизмов плоскости.

Теорема. Пусть (Mm, Fm) = Sus(S1,R2, ρm), m ∈ N, где ρm(n) = (hm)n ∀n ∈ Z.
Тогда {(Mm, Fm)}m∈N — счетное семейство хаотических топологических слоений, по-
парно не изоморфных в категории Fol, причем каждоеMm не компактно и является
пространством Эйленберга–Маклейна типа K(Z, 1).
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Определение гомотопического типа диффеоморфизма Морса-Смейла на
ориентируемой поверхности по гетероклиническому пересечению.

Àííîòàöèÿ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðàñïîçíàíèÿ ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà íå ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà ïî åãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîìó ïåðåñå÷åíèþ.
Â îñíîâó àëãîðèòìà ïîëîæåíî ïîñòðîåíèå ôèëüòðàöèè äëÿ äèôôåîìîðôèçìà è ïîäñ÷åò èíäåêñà ïåðåñå÷åíèÿ ñåäëîâûõ ñåïàðàòðèñ â ôóíäàìåíòàëüíûõ êîëüöàõ ýëåìåíòîâ
ôèëüòðàöèè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà ãîìîòîïåí ïåðèîäè÷åñêîìó ãîìåîìîðôèçìó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììàðíûé èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ïî âñåì
ãîìîòîïíûì êîëüöàì ðàâåí íóëþ.

Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà.

Ïóñòü f : Sp → Sp � ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà.
Ìíîæåñòâî Ω1 ñåäëîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ìîæíî óïîðÿäî÷èòü:
𝜎1, . . . , 𝜎k1 ñ ñîõðàíåíèåì îòíîøåíèÿ Ñìåéëà [1], òî åñòü,
åñëè W u

𝜎j
∩W s

𝜎i
≠ ∅, òî i < j.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0, Ω2 ìíîæåñòâà ñòîêîâ è èñòî÷íèêîâ äèôôåîìîðôèçìà f ,
ñîîòâåòñòâåííî, è ÷åðåç k0, k2 � ÷èñëî òî÷åê â ýòèõ ìíîæåñòâàõ. Ïîëîæèì

Af ,0 = Ω0, Af ,i = Ω0 ∪
i⋃

j=1
W u

𝜎j
, i = 1, . . . , k1,

Rf ,i = Ω2 ∪
k1⋃

j=i+1
W s

𝜎j
, i = 0, . . . , k1 − 1, Rf ,k1 = Ω2.

Èç ðàáîò [2], [3] ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ Af ,i (Rf ,i) ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì
(ðåïåëëåðîì), òî åñòü èìååò çàõâàòûâàþùóþ îêðåñòíîñòü Mf ,i (Nf ,i), ÿâëÿþùóþñÿ
êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòüþ ñ êðàåì òàêîé, ÷òî

f (Mf ,i) ⊂ int Mf ,i,
⋂
n∈N

f n(Mf ,i) = Af ,i

(
f −1(Nf ,i) ⊂ int Nf ,i,

⋂
n∈N

f −n(Nf ,i) = Rf ,i

)
.

Êðîìå òîãî, àòòðàêòîð Af ,i è ðåïåëëåð Rf ,i ÿâëÿþòñÿ äóàëüíûìè, òî åñòü
Nf ,i = Sp \ int Mf ,i. Ïîñêîëüêó Af ,0 ⊂ Af ,1 ⊂ · · · ⊂ Af ,k1, òî çàõâàòûâàþùèå
îêðåñòíîñòè ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî Mf ,i ⊂ f (Mf ,i+1), i = 0, . . . , k1 − 1, 𝜕Mf ,i íå
ñîäåðæèò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê è êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè v ìíîæåñòâà
Kf ,i = Mf ,i \ int f (Mf ,i) äèôôåîìîðôíà äâóìåðíîìó êîëüöó [0, 1] × S1 ïîñðåäñòâîì
íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà hv : [0, 1] × S1 → v òàêîãî, ÷òî
h−1v fhv |{0}×S1 (0, s) = (1, s), s ∈ S1 (ñì. Ðèñ. 1.).

v

v
v

vh[ ]0
՚
1 { }0×

{ }0 ×S1 { }×S11

Ðèñ.: Äåéñòâèå äèôôåîìîðôèçìà hv : [0, 1] × S1 → v

Ïîëîæèì av = hv ( [0, 1] × {0}), bv = hv ({0} × S1). Îðèåíòèðóåì êðèâóþ av
íàïðàâëåíèåì íà îòðåçêå [0, 1] îò 0 äî 1. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî îðáèò v̂ = v/f
äèôôåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó è åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ pv : v → v̂ èíäóöèðóåò
íà òîðå v̂ îáðàçóþùèå âv = pv (av), b̂v = pv (bv).
Ïóñòü v � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Kf ,i è Cv =

⋃
n∈Z

f n(v). Îáîçíà÷èì
÷åðåç Lsf ,v (L

u
f ,v) îáúåäèíåíèå óñòîé÷èâûõ (íåóñòîé÷èâûõ) ñåïàðàòðèñ ñåäåë

𝜎j, j ⩽ i (j > i), öåëèêîì ëåæàùèõ â ìíîæåñòâå Cv.

Åñëè ìíîæåñòâà Lsf ,v, L
u
f ,v íå ïóñòû, òî ïîëîæèì L̂sf ,v = pv (Lsf ,v), L̂

u
f ,v = pv (Luf ,v).

Òîãäà êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ýòèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ óçëîì íà òîðå v̂,
èìåþùèì ãîìîòîïè÷åñêèé òèï ⟨1, dsf ,v⟩, ⟨1, d

u
f ,v⟩ â âûáðàííûõ îáðàçóþùèõ âv, b̂v.

Ïîëîæèì 𝜉f ,v = dsf ,v − duf ,v .
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Определение гомотопического типа диффеоморфизма Морса-Смейла на
ориентируемой поверхности по гетероклиническому пересечению.

Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà.

Â ñèëó [4][Ãëàâà C., óïð.7., ñòð 28.] ÷èñëî 𝜉f ,v íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà âv, b̂v.
Êîìïîíåíòó v áóäåì íàçûâàòü ãåòåðîêëèíè÷åñêèì êîëüöîì, åñëè ìíîæåñòâî Luf ,v
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó íåóñòîé÷èâóþ ñåïàðàòðèñó ñåäëà 𝜎i+1, ïåðåñåêàþùóþñÿ ñ
ìíîæåñòâîì Lsf ,v. Çàìåòèì, ÷òî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîëåö íå áîëüøå äâóõ â

êàæäîì ìíîæåñòâå Kf ,i. Ãåòåðîêëèíè÷åñêîå êîëüöî v áóäåì íàçûâàòü
▶ ñòÿãèâàåìûì, åñëè êðèâàÿ bv ãîìîòîïíà íóëþ íà ïîâåðõíîñòè Sp;
▶ òðèâèàëüíûì, åñëè 𝜉f ,v = 0;
▶ ñóùåñòâåííûì, åñëè v íå ÿâëÿåòñÿ íè ñòÿãèâàåìûì, íè òðèâèàëüíûì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vf ìíîæåñòâî ñóùåñòâåííûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîëåö v. Åñëè
ìíîæåñòâî Vf ïóñòî, òî ïîëîæèì 𝜉f = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ââåäåì íà
ìíîæåñòâå Vf ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: êîìïîíåíòû
v ⊂ Kf ,i, v′ ⊂ Kf ,i′ íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò îáúåìëþùàÿ
èçîòîïèÿ Ht : Sp → Sp òàêàÿ, ÷òî H0 = id, H1(bv) = bv′ (ñì. Ðèñ. 2.). Îáîçíà÷èì
÷åðåç [v] êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè êîëüöà v è ÷åðåç [Vf ] ìíîæåñòâî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîëàãàÿ êðèâûå bv, bv′ ñîãëàñîâàííî îðèåíòèðîâàííûìè äëÿ
ýêâèâàëåíòíûõ êîëåö v, v′, ïîëîæèì

𝜉f ,[v] =
∑︁
v∈[v]

𝜉f ,v, 𝜉f =
∑︁

[v]∈[Vf ]
|𝜉f ,[v] |.

Ëèòåðàòóðà.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà Ïóñòü f ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðèôçì Ìîðñà-Ñìåéëà íà
ïîâåðõíîñòè. Òîãäà {f } ∈ T1 ({f } ∈ T2) ⇔ 𝜉f = 0 (𝜉f ≠ 0)a.
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Ðèñ.: Ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êîëüöà äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà íà òîðå

aÄëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò, çàäàííûõ íà

äâóìåðíîì òîðå, òåîðåìà äîêàçàíà â ðàáîòå [5].

Морозов Андрей Игоревич, НИУ ВШЭ Нижний Новгород
aimorozov@hse.ru, andreifrostnn@gmail.com, andreifrostnn52@yandex.ru

Работа выполнена при поддержке МЛ ДСП НИУ ВШЭ, грант Министерства науки и высшего образования РФ cоглашение № 075-15-2019-1931.



ON REVERSIBLE THREE-DIMENSIONAL SYSTEM
CONTAINING LORENZ ATTRACTOR AND LORENZ
REPELLER
E. A. Samylina
National Research University Higher School of Economics, Russia

Abstract
We study a reversible three-dimensional system of differential equations. On the plane of the parameters C
and F , a bifurcation diagram is constructed, as well as the main local and global bifurcations that lead to the
appearance of symmetric Lorenz attractor and Lorenz repeller are studied. Two scenarios of the appearance
of the Lorenz attractor were found in the system. And also the Lorenz attractor was found, which does not
contain equilibrium states inside its holes, i.e. the system has only two symmetric equilibrium states, one of
which belongs to the attractor, and the other to the repeller.

Introduction
In this work, we study a reversible three-dimensional system, which has the following form:

ẋ = y,

ẏ = Fx + Cyz +Dx3 + Exz2,

ż = µ + Az2 +Bx2,

(1)

where A,B,C,D,E, F and µ are its parameters.

Fig 1. Phase portrait of (1) at C = 3.2, F = −20 (attractor is

black, repeller is gray).

System 1 was proposed by us in connection with the
general problem of studying bifurcations in reversible
systems that lead to the creation of Lorenz attractors,
and, due to reversibility, also symmetric Lorenz re-
pellers. In the case of three-dimensional reversible
maps, the existence of a symmetric pair of discrete
Lorenz attractor and repeller was first established in
[1] in the case of a nonholonomic model of a Celtic
stone. Global bifurcations leading to the appearance
of discrete Lorenz attractor (repeller) in such a model
were studied in the work [2]. In connection with these
studies, a new problem arose about the structure of lo-
cal bifurcations of reversible three-dimensional flows,
leading to the creation of a symmetric pair “Lorenz
attractor and Lorenz repeller”.

System 1 has 6 equilibrium states: O1(0, 0,
√
−µ
A), O2(0, 0,−

√
−µ
A),

O3

(√
µE−AF
AD−BE , 0,

√
BF−µD
AD−BE

)
, O4

(√
µE−AF
AD−BE , 0,−

√
BF−µD
AD−BE

)
, O5

(
−
√

µE−AF
AD−BE , 0,

√
BF−µD
AD−BE

)
,

O6

(
−
√

µE−AF
AD−BE , 0,−

√
BF−µD
AD−BE

)
.

Note that system (1) is invariant under the change of variables x → −x and y → −y, z → z. As a con-
sequence, the phase portrait is symmetrical about the z axis. Moreover, system (1) is reversible, since it is
invariant under the change of variables h : x → x, y → −y, z → −z and time reversal, which is the invo-
lution (h2 : x 7→ x). Accordingly, for each trajectory Q in system 1, there exists a trajectory Q′ = h(Q)
symmetric to it of the opposite type of stability (see Fig 1. Along with the attractor (shown in black), there is
a repeller symmetric to it about the x axis (shown in gray) in the phase space). In addition, due to symmetry,
the equilibrium states O4 and O6 have the same type and, hence, they also bifurcate simultaneously.

Let’s fix the values of the parameters A = 1, B = 1, D = −25, E = 50, µ = −1 and leave C and F be
control parameters. For C = 3.2, F = −20 in system (1) we observe Lorenz attactor and Lorenz repeller
simultaneously (see Fig.1).

Bifurcation diagram

Fig 2. Bifurcation diagram in the plane of parameters F and C.

Due to the reversibility in the (1), when constructing a bifurcation diagram, it is sufficient to consider the
equilibrium states O2, O4, O6, since their bifurcation curves will exactly coincide with the bifurcation curves
for the equilibrium state O1, O3, O5, respectively.

The figure 2 shows the bifurcation diagram of the system on the plane of the F and C parameters. For the
given values of the parameters A = 1, B = 1, D = −25, E = 50, µ = −1 equilibrium states O4, O6 exist only
for −50 ≤ F ≤ 25, and the equilibrium state O2 exists for any F and C.

The bifurcation diagram shows the following curves:

• Andronov-Hopf bifurcation for equilibrium state O2 (AH2)

• Andronov-Hopf bifurcation for equilibrium states O4 and O6 (AH4, 6)

• "Homoclinic butterfly" curve (γ)

• Saddle value of equilibrium state O2 is zero (σ = 0)

• Pitchfork bifurcation for equilibrium state O2 (PF )

• Bifurcation line, on which the equilibrium states O4 and O6 merge with the symmetric equilibrium states
O3 and O5, which have inverse indices (G)

Scenarios of the appearance of Lorenz Attractor
Figures 3, 4 show the appearance of the Lorenz attractor in the system at F = −20 (the first scenario of
the appearance of the Lorenz attractor) and F = −40 (the second scenario of the appearance of the Lorenz
attractor)

(a)
C = 4, F = −20

(b)
C = 3.592129, F = −20

(c)
C = 3.5, F = −20

(d)
C = 3.2, F = −20

(e)
C = 3, F = −20

(f)
C = 2, F = −20

Fig 3. The first scenario of the appearance of the Lorenz attractor

(a)
C = 3, F = −40

(b)
C = 1.95, F = −40

(c)
C = 1.8956, F = −40

(d)
C = 1.894, F = −40

(e)
C = 1.885, F = −40

(f)
C = 1.6, F = −40

Fig 4. The second scenario of the appearance of the Lorenz attractor

Kneading map

Fig 5. Kneading map with bifurcation curves.

New type of Lorenz attrator
A new type of Lorenz attractor is found, which does not contain equilibrium states inside its holes. In this
case, for F > 25, system (1) has only two symmetric equilibrium states, one of which belongs to the attractor,
and the other to the repeller.

Fig 6. Lorenz attractor with no equilibrium states inside its holes.
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О четырехмерных многообразиях, допускающих функцию Морса с
тремя критическими точками
Сараев Илья Александрович
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Аннотация
В работе излагается доказательство гомеоморфности четырехмерного много-
образия, допускающего функцию Морса ровно с тремя критическими точками,
комплексной проективной плоскости.

Пусть Mn – связное замкнутое Cr-гладкое многообразие
размерности n ≥ 1. Cr-гладкая функция, r ≥ 2, φ : Mn →
R называется функцией Морса, если все ее критические точ-
ки которой невырождены.
Далее будем предполагать, что множество критических то-

чек функция Морса φ состоит в точности из трех точек.
Предложение 1. Функция

φ(z1 : z2 : z3) = 2

(
|z1|2 + 2|z2|2 + 3|z3|2

|z1|2 + |z2|2 + |z3|2
− 1

)
является функцией Морса на комплексной проективной
плоскости CP 2, множество критических точек которой
состоит из трех точек индексов 0, 2, 4 соответственно,
при этом значение функции φ в каждой критической точ-
ке равно индексу этой точки.
В общем случае про многообразие, допускающее функцию

Морса ровно с тремя критическими точками, известно сле-
дующее.
Утверждение 1 ([1]). Пусть Mn — связное замкнутое
многообразие размерности n, допускающее функцию Мор-
са φ : Mn → R ровно с тремя критическими точками.
Тогда:
1.n ∈ {2, 4, 8, 16};
2. критические точки функции φ имеют индексы 0, n2 , n;
3.Mn является объединением непересекающихся открыто-

го n-мерного шара и сферы размерности n
2 ;

4.M 2 диффеоморфно вещественной проективной плоско-
сти RP 2;

5. в случае n ≥ 4 многообразие Mn односвязно и ориентиру-
емо, при этом M 4 имеет гомотопический тип комплекс-
ной проективной плоскости. При n = 8 (16) существует
шесть (шестьдесят) гомотопических типов таких мно-
гообразий.

Из результатов работ [2], [3] следует, что при n = 4, как и в
случае n = 2, существует ровно одно (с точностью до гомео-
морфизма) многообразие Илса-Kёйпера. Поскольку имеет-
ся пример функции Морса, заданной на комплексной про-
ективной плоскости CP 2, и имеющей ровно три критиче-
ские точки, то четырехмерное многообразие Илса-Кёйпера
гомеорфно CP 2. Таким образом, верна следующая теорема.
Теорема 1.Пусть на многообразии M 4 существует функ-
ция Морса ровно с тремя критическими точками. То-
гда M 4 гомеоморфно комплексной проективной плоскости
CP 2.
Отметим, что единственность четырехмерного многообра-

зия Илса-Кёйпера получена в работах [2], [3] как следствие

доказанной в этих работах теоремы о единствености клас-
са топологической эквивалентности градиентно-подобных
потоков с замкнутым четырехмерным фазовым простран-
ством, неблуждающее множество которых состоит ровно из
трех состяний равновесия (к этом классу относится и гради-
ентный поток функции Морса, имеющей ровно три крити-
ческие точки). Настоящая работа посвящена независимому
топологическому доказательству этой теоремы.
Следующее утверждение является ключевым для доказа-

тельства.
Утверждение 2 ([4, Theorem 2]). Многообразие, получен-
ное нетривиальной хирургией вдоль нетривиального узла
не гомеоморфно сфере.
Доказательство состоит в пошаговом построении гомео-

морфизма h : M 4 → CP 2 на всех клетках CW -комплекса,
соответствующего многообразию M 4.
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Рис. 1: траектории градиентного потока функции φ на многообразии M 4
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Неособые потоки Морса-Смейла с малым числом периодических орбит
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Аннотация
В настоящей работе рассматриваются работе рассматриваются, НМС-потоки ft, то есть неособые (без неподвижных точек) потоки Морса-Смейла, заданные на замкнутых ориентируемых 3-многообразиях M3. Неблуждающее множество такого потока состоит из
конечного числа периодических гиперболических орбит.
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Введение и история вопроса

Из работы Азимова [1] известно, что несущее многообразие в этом случае является объединением круговых ручек.
НМС-потоки в точности с двумя периодическими орбитами, притягивающей и отталкивающей (такую пару периодических орбит необходимо содержит любой НМС-поток),
допускают только линзовые пространства. Более того, в работе [3] доказано, что каждое линзовое пространство допускает ровно два класса эквивалентности таких потоков, за
исключением 3-сферы S3 и проективного пространства RP3, на которых класс эквивалентности один.

В настоящей работе устанавливается топология всех возможных ориентируемых 3-многообразий, допускающих НМС-потоки в точности с одной седловой периодической орбитой, в
предположении, что она является скрученной (ее инвариантные многообразия неориентируемы).

Утверждение

Неблуждающее множество любого потока ft ∈ G−
3 (M3) состоит в точности из трех периодических орбит S,A,R, седловой, притягивающей и отталкивающей, соответственно.

Далее не уменьшая общности будем полагать, что трубчатые окрестности VS,VA,VR попарно не пересекаются. Пусть TA = ∂VA, TS = ∂VS, TR = ∂VR

KA = Wu
S ∩ TA, KR = Ws

S ∩ TR

⟨KA⟩ = ⟨lA,mA⟩, ⟨KR⟩ = ⟨lR,mR⟩
Эквивалентность потоков определяется следующим полным инвариантом:

если узлы KA,KR существенны, то,
Cft = (lR,mR, lA,mA);

если узлы KA, KR стягиваемы и диск, ограниченный узлом KA на торе TA остается справа (слева) при его обходе, то

Cft = (0, 2, l2,m2) (Cft = (0,−2, l2,m2)), ⟨l2,m2⟩ = ψRA∗⟨0, 1⟩.

Утверждение ([2], Теорема 1)
Потоки ft, f′t ∈ G−

3 (M3) с наборами Cft = (l1,m1, l2,m2), Cf′t = (l′1,m
′
1, l

′
2,m

′
2) топологически эквивалентны тогда и только тогда, когда li = l′i и mi ≡ ±m′

i (mod li)a.

Theorem
Потоки класса G−

3 (M3) допускают все линзовые пространства Lp,q, все связные суммы вида Lp,q♯RP3 и все многообразия Зейферта вида M(S2, (2, 1), (α1, β1), (α2, β2)). Именно,
пусть поток ft ∈ G−

3 (M3) имеет инвариант Cft = (l1,m1, l2,m2). Тогда
1) если l1 = 0, то M3 гомеоморфно многообразию Ll2,m2♯RP3;
2) если l1 ̸= 0 и l2 = 0, то M3 гомеоморфно многообразию Ll1,m1♯RP3;
3) если |l1| = 1 и |l2| > 1, то M3 гомеоморфно линзовому пространству Lp,q, где p = −l2 − 2b2, q = 2ξ2 − m2 и ξ2, b2 ∈ Z – решение уравнения l2ξ2 + m2b2 = 1;
4) если |l2| = 1 и |l1| > 1, то M3 гомеоморфно линзовому пространству Lp,q, где p = −l1 − 2b1, q = 2ξ1 − m1 и ξ1, b1 ∈ Z – решение уравнения l1ξ1 + m1b1 = 1;
5) если |l1l2| = 1, то M3 гомеоморфно сфере S3;
6) если |l1| > 1 и |l2| > 1, то M3 гомеоморфно многообразию Зейферта M(S2, (2,−1), (l1, b1), (l2, b2)), где bi — решение сравнения bimi ≡ 1 (mod li), i = 1, 2.
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Прямое произведение
M1, M2 – метрические пространства
f : M1 →M1, g : M2 →M2 – гомеоморфиз-
мы
Прямое произведение гомеоморфизмов
f и g – это гомеоморфизм
f × g : M1 × M1 → M2 × M2 такой, что
(f × g)(x, y) = (f(x), g(y))
для x ∈M1, y ∈M2.

Критерии
Условие гиперболичности цепно рекур-
рентного множества диффеоморфизма эк-
вивлентно Ω-устойчивости системы.
Диффеоморфизм f : Mn → Mn является
структурно устойчивым тогда и только то-
гда, когда он удовлетворяет аксиоме А и
сильному условию трансверсальности.

Определения
Пусть f : Mn → Mn — диффеоморфизм, заданный на гладком замкнутом многообразии
размерности n.
Компактное f -инвариантное множество Λ ⊂ int Mn называется гиперболическим, если
для каждого x ∈ Λ касательное пространство TxMn представляется в виде прямой суммы
подпространств Es

x, Eu
x , TxMn = Es

x ⊕ Eu
x такой, что Df(Es

x) = Es
f(x), Df(Eu

x ) = Eu
f(x);

для некоторых фиксированных c > 0 и 0 < λ < 1 ||Dfk(v)|| 6 cλk||v||, v ∈ Es
x, k > 0,

||Df−k(v)|| 6 cλk||v||, v ∈ Eu
x , k > 0;

Es
x, Eu

x меняются непрерывно при изменении x ∈ Λ.
Диффеоморфизм f : Mn → Mn называется Ω-устойчивым, если C1-близкие к f диф-
феоморфизмы топологически сопряжены на неблуждающих множествах, то есть если су-
ществует ε > 0 такое, что для любого диффеоморфизма g : Mn → Mn : ||f − g||c1 < ε
существует гомеоморфизм ϕ : NW (f)→ NW (g) такой, что ϕ ◦ fNW (f) = g ◦ ϕ.
Диффеоморфизм f называется структурно устойчивым, если существует его окрестность
U(f) такая, что любой диффеоморфизм g ∈ U(f) сопряжен f .

Траектория и ε-траектория
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Теорема 3
Если диффеоморфизмы являются струк-
турно устойчивыми (Ω-устойчивыми),
то их прямое произведение также будет
структурно устойчивым(Ω-устойчивым)
диффеоморфизмом

Пример энергетической функции
ϕf , ϕg – энергетические
функции для f и g.
Тогда ϕ = ϕf + aϕg, a > 0
– энергетическая функция
для f × g

α
ω0

1
ω,
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ω,
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( , )ω,

α

α

(α, α) = 3 (α, ω) = 1
(ω, ω) = 0 (ω, α) = 2
ϕ = ϕf + 2ϕg

2

Энергетическая функция и функция Ляпунова
Пусть Mn — гладкое замкнутое ориентируемое n-многообразие. Диффеоморфизм f :
Mn →Mn c цепно рекуррентным множеством Rf .
Функцией Ляпунова для дифеоморфизма f называется непрерывная функция ϕ : Mn → R
со следующими свойствами:
1. если x /∈ Rf , то ϕ(f(x)) < ϕ(x);

2. если x, y ∈ Rf , то ϕ(x) = ϕ(y) тогда и только тогда, когда x и y лежат в одной цепной
компоненте;

3. ϕ(Rf ) — компактное нигде не плотное подмножество R.

Энергетическая функция - гладкая функция Ляпунова, множество критических точек
которой совпадает с цепно рекуррентным множеством системы.

Если диффеоморфизмы f и g обладают энергетической функцией, причем хотя бы у од-
ного из них конечное число цепных компонент, то их прямое произведение f × g будет
иметь энергетическую функцию в виде взвешенной суммы энергетических функций для
диффеоморфизмов f и g.

Цепные компоненты
ε-цепью длины n, соединяющей точку x с
точкой y для каскада f называется после-
довательность x = x0, ..., xn = y точек в M
такая, что d(f(xi−1), xi) < ε для 1 6 i 6 n.

Точка x ∈ X называется цепно рекуррент-
ной для каскада f , если для любого ε > 0
существует T (n), зависящее от ε > 0 , и ε-
цепь длины T (n), соединяющая точку x c
ней самой.
Множество всех цепно рекуррентных то-
чек называется цепно рекуррентным мно-
жеством .
x ∼ y, если для любого ε > 0 существуют
ε - цепи от x к y и от y к x.
Классы эквивалентности называют цепны-
ми компонентами .

α

β ω

Rf = S1;
Rf = {α, ω}

Теорема 1 и 2

Цепно рекуррентное множество прямого
произведения f × g гомеоморфизмов f и
g совпадает с прямым произведением
их цепно рекуррентных множеств, причем
каждая цепная компонента гомеоморфиз-
ма f × g является прямым произведением
некоторых цепных компонент f и g.

ω,β

α βα
β ω = (    )

(    )
,

Rf 1 = S1 Rf 2 = {α, ω}
Прямое произведение гиперболических
множеств Λf и Λg диффеоморфизмов f и
g является гиперболическим множеством
диффеоморфизма f × g.

α
ω =α
ω

α
ω
α
ω ω,

α
(   )

( , )

α
ω,

ω,(   )
( , )ω,

α
α


