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Òàê ëè ïðîñò íàäêðèòè÷åñêèé ñëó÷àé â òåîðèè âåòâÿùèõñÿ

ïðîöåññàõ â ñëó÷àéíîé ñðåäå?

Â.È.Àôàíàñüåâ

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåêëîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Ïóñòü (Ω,F ,P) � èñõîäíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è ∆ � ïðîñòðàí-
ñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà N0 = N∪{0} ñ ìåòðèêîé ïîëíîé âàðèàöèè. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû Q1, Q2, . . ., îòîáðàæàþùèå (Ω,F ,P) â ∆. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü Π = {Q1, Q2, . . .} íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé ñðåäîé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí {Zn, n ∈ N0} íàçûâàåòñÿ âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññîì â ñëó÷àéíîé ñðåäå
(ÂÏÑÑ), åñëè Z0 = 1 è

Zn+1 =

Zn∑
i=1

ξ
(n)
i , n ∈ N0,

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé ñëó÷àéíîé ñðåäå Π ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû
{
ξ
(n)
i , i ∈ N, n ∈ N0

}
íåçàâèñèìû, ïðè÷åì ïðè ôèêñèðîâàííîì

n ∈ N0 âåëè÷èíû ξ
(n)
1 , ξ

(n)
2 , . . . îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì

Qn+1. Íà ÿçûêå âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ Zn � ÷èñëåííîñòü ÷àñòèö n-ãî ïîêî-

ëåíèÿ, ξ
(n)
i � ÷èñëî íåïîñðåäñòâåííûõ ïîòîìêîâ i-îé ÷àñòèöû èç n-ãî ïîêîëå-

íèÿ. Îáîçíà÷èì φn (·) ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ (ñëó÷àéíîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ
Qn ïðè n ∈ N.

Ïîëîæèì ïðè i ∈ N

Xi = lnφ′
i (1) , ηi =

φ′′
i (1)

(φ′
i (1))

2

(ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî φ′
1 (1) , φ

′′
1 (1) ∈ (0,+∞) ï.í.). Ââåäåì ñîïðîâîæäà-

þùåå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå: S0 = 0, Sn =
∑n

i=1 Xi ïðè n ∈ N. Çàìåòèì,
÷òî ñëó÷àéíûå âåêòîðû (X1, η1) , (X2, η2) , . . . äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ÂÏÑÑ
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè. ÂÏÑÑ íàçûâàåò-
ñÿ 1) íàäêðèòè÷åñêèì, åñëè EX1 > 0, 2) êðèòè÷åñêèì, åñëè EX1 = 0, 3)
äîêðèòè÷åñêèì, åñëè EX1 < 0.

Â òåîðèè íàäêðèòè÷åñêèõ ÂÏÑÑ ïåðâîíà÷àëüíî èñïîëüçîâàëñÿ òàê íà-
çûâàåìûé ìàðòèíãàëüíûé ìåòîä. Îí îñíîâàí íà òîì ôàêòå, ÷òî ñëó÷àéíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüWn := Zn exp (−Sn), n ∈ N0, ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì. Ïî
òåîðåìå Äóáà ñóùåñòâóåò ï.í. W = limn→∞ Wn. Íà îñíîâå ìàðòèíãàëüíîãî
ìåòîäà áûëè óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåâûðîæ-
äåííîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû W , çàòåì áûëè ïîëó÷åíû òåîðåìû î ñõîäè-
ìîñòèWn êW â Lp è îöåíêè ñêîðîñòè ýòîé ñõîäèìîñòè. Äàëüíåéøåå ïðèìå-
íåíèå ìàðòèíãàëüíîãî ìåòîäà ñâÿçàíî ñ óñëîæíåíèåì ìîäåëè ÂÏÑÑ: 1)ðàñ-
ñìîòðåíèå ÂÏÑÑ ñ èììèãðàöèåé, 2) ðàññìîòðåíèå ìíîãîòèïíîãî ÂÏÑÑ è
ò.ï.
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Êàçàëîñü, ÷òî èçó÷åíèå íàäêðèòè÷åñêèõ îäíîòèïíûõ ÂÏÑÑ áåç èììè-
ãðàöèè çàâåðøåíî. Ýòî íà ôîíå áóðíî ðàçâèâàþùåéñÿ òåîðèè êðèòè÷åñêèõ è
îñîáåííî äîêðèòè÷åñêèõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ, ïðè èçó÷åíèè êîòîðûõ áû-
ëà ââåäåíà äîïîëíèòåëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ, ñâèäåòåëüñòâîâàëî î íåêîòîðîé
ïðîñòîòå íàäêðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ.

Ñëåäóþùèé ýòàï â èçó÷åíèè íàäêðèòè÷åñêèõ ÂÏÑÑ, íà÷àâøèéñÿ â 2014-
ì ãîäó, ñâÿçàí ñ ðàññìîòðåíèåì áîëüøèõ óêëîíåíèé âåëè÷èíû Zn. Ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ñîáûòèé, êàñàþùèõñÿ ìàëûõ çíà÷åíèé Zn, Áàíñàéå è Áîèíãõîôô
óñòàíîâèëè, ÷òî àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòåé òàêèõ ñîáûòèé ñóùåñòâåííî çà-
âèñèò îòòèïà ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà (ñèëüíî, ñëàáî èëè ïðîìåæóòî÷-
íî íàäêðèòè÷åñêèé). Àâòîð èçó÷àë âåðîÿòíîñòü óäàëåííîãî âûðîæäåíèÿ
ÂÏÑÑ (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Zn > 0 è ñóùåñòâóåò òàêîå k ∈ N, ÷òî Zn+k = 0).
Îêàçûâàåòñÿ, àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòè óäàëåííîãî âûðîæäåíèÿ ïðè n → ∞
ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òèïà íàäêðèòè÷åñêîãî ÂÏÑÑ.

Ïðè ïîëó÷åíèè óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ìå-
òîä óñëîâíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé (ýòà îáëàñòü
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ñ 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ).
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîãî ìåòîäà ðàññìîòðèì ôóíêöèî-
íàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó äëÿ ñëàáî íàäêðèòè÷åñêîãî ÂÏÑÑ (ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî EX1 > 0 è −∞ < EX1e

−X1 < 0. Ââåäåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ:
Yn (t) = Z⌊nt⌋ exp

(
−S⌊nt⌋

)
ïðè t ∈ [0, 1) è Yn (1) = Zn. Ââåäåì ìîìåíò

âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà {Zn, n ∈ N0}: T = min {n > 0 : Zn = 0}. Ïîëîæèì
θ (t) = E exp (−tX1) è γ = inft∈[0,1] θ (t). Ïóñòü ñèìâîë ⇒ îçíà÷àåò ñõîäè-
ìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññîâ.

Òåîðåìà. Åñëè ïðîöåññ {Zn, n ∈ N0} ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íàäêðèòè÷åñêèì è
âûïîëíåíû íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, òî ïðè n → ∞

P (n < T < +∞) ∼ c1
γn

n3/2
,

ãäå c1 > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, è

{Yn (t) , t ∈ [0, 1] | n < T < +∞} ⇒ {Y (t) , t ∈ [0, 1]} ,

ãäå {Y (t) , t ∈ [0, 1]} � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ïîñòîÿí-
íûìè òðàåêòîðèÿìè íà (0, 1), ïðè÷åì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ {Y (t) > 0}
ïîëîæèòåëüíà ïðè t ∈ (0, 1); âåëè÷èíà Y (1) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç N.

Îá ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ëîêàëüíîé òåîðåìå

âîññòàíîâëåíèÿ

Ã.À.Áàêàé

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì.Â.À.Ñòåêëîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}n≥0 îáðàçóåò íåðàç-
ëîæèìóþ öåïü Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé. Ïóñòü ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû ξn, n ∈ N, íåçàâèñèìû ïðè óñëîâèè öåïè, è óñëîâíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ξn çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé Xn−1 è Xn. Ïîëîæèì S0 := 0, Sn :=
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∑n
i=1 ξi è ââåäåì ôóíêöèþ âîññòàíîâëåíèÿ

uk :=

+∞∑
n=0

P(Sn = k).

Òåîðèÿ âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ òàêèõ ïðîöåññîâ àêòèâíî ðàçâèâàëàñü â ðàáî-
òàõ [1], [2], ïðè÷åì ðàññìàòðèâàëèñü çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùèå öåïè {Xn}n≥0.
Èç ðåçóëüòàòîâ óêàçàííûõ ðàáîò âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}k≥0

ñõîäèòñÿ, çíà÷åíèå ïðåäåëà âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî. Ðåçóëüòàòû î ñòåïåííîé ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîëó÷åíû â ðàáîòå
[3].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëî-
âèÿõ, èìååò ìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè âåëè÷èí uk, k ≥
0, à èìåííî, íàéäóòñÿ òàêèå âåëè÷èíû C,B0 > 0, B1 > 1, ÷òî ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

|uk − C| ≤ B0B
−k
1 , k ∈ N.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ðàáîòå [4], îäíàêî, ìåòîä íàñòîÿùåãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ îòëè÷àåòñÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âû-
ðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà B1.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ÌÖÌÓ ÌÈÀÍ ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíî-
áðíàóêè Ðîññèè (ñîãëàøåíèå � 075-15-2022-265).
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Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìà âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà

ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàôàõ

Å.Âë.Áóëèíñêàÿ

Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ,
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò,

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà,
Ðîññèÿ

Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé (ÂÑÁ),
ïîëó÷èâøèõ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ïîñëåäíèå ãîäû (ñì., íàïðèìåð,
[5], [8], [13] è [17], îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò êàòàëèòè÷åñêèå ÂÑÁ èëè ÂÑÁ â
íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Èõ îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îñîáûõ òî÷åê â ïðî-
ñòðàíñòâå, òîëüêî íàõîäÿñü â êîòîðûõ, ÷àñòèöû, ñîâåðøàþùèå ñëó÷àéíîå
áëóæäàíèå, ìîãóò òàêæå ïðîèçâîäèòü ïîòîìêîâ èëè ãèáíóòü. Ãîâîðÿò, ÷òî
ýòè òî÷êè ñîäåðæàò �êàòàëèçàòîðû�, èõ òàêæå íàçûâàþò èñòî÷íèêàìè ðàç-
ìíîæåíèÿ è ãèáåëè ÷àñòèö èëè èñòî÷íèêàìè âåòâëåíèÿ. Â ïåðâûõ ðàáîòàõ
íà ýòó òåìó, ñðåäè êîòîðûõ îòìåòèì [1] è [4], ðàññìàòðèâàëñÿ åäèíñòâåííûé
èñòî÷íèê âåòâëåíèÿ. Äàëåå, íàïðèìåð, â ñòàòüÿõ [14] è [16], ïðåäïîëàãà-
ëîñü, ÷òî èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ èñòî÷íèêîâ
â Zd. Â ðàáîòàõ [2] è [3] àâòîðû ðàññìîòðåëè ÂÑÁ ñ ìíîæåñòâîì Γ èñòî÷íè-
êîâ âåòâëåíèÿ, èìåþùèì ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, è íàçâàëè åãî ÂÑÁ íà
ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàôàõ. Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè èçó÷åíèè êàòàëèòè÷åñêèõ ÂÑÁ
ìåíÿëèñü íå òîëüêî ìîäåëè, íî è ïîñòàíîâêè çàäà÷. Òàê, âàæíóþ ðîëü èãðà-
ëè êëàññèôèêàöèÿ íà íàäêðèòè÷åñêèå, êðèòè÷åñêèå è äîêðèòè÷åñêèå ÂÑÁ,
àíàëèç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî âðåìåíè ïîâåäåíèÿ îáùèõ è ëîêàëüíûõ ÷èñëåí-
íîñòåé ÷àñòèö, à ïîçäíåå çàäà÷è âûÿâëåíèÿ ïðåäåëüíîé ôîðìû ñëó÷àéíîãî
îáëàêà ÷àñòèö, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Äàííûé äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ýâîëþöèè ïðîñòðàíñòâåííîãî
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïóëÿöèè ÷àñòèö â ÂÑÁ íà ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàôàõ. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåæèì âåòâëåíèÿ íàäêðèòè÷åñêèé, à ñëó÷àéíîå áëóæäà-
íèå èìååò �ëåãêèå� õâîñòû. Íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî â ìåòðèêå Õàóñäîðôà
íîðìèðîâàííîå ìíîæèòåëåì t−1 ñëó÷àéíîå îáëàêî ÷àñòèö, ñóùåñòâóþùèõ
â ðàññìàòðèâàåìîì ÂÑÁ â ìîìåíò âðåìåíè t, ñõîäèòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ òî-
÷åê ñîáûòèÿ íåâûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè ê ìíîæåñòâó P ⊂ Rd, íàçûâàåìîìó
àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìîé ïîïóëÿöèè ÂÑÁ, êîãäà t → ∞. Òàêæå íàéäåíà ÿâ-
íàÿ ôîðìóëà, îïèñûâàþùàÿ ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî P. Åñëè âñå èñòî÷íèêè
âåòâëåíèÿ èìåþò îäíè è òå æå ïàðàìåòðû è ðàñïîëîæåíû ïåðèîäè÷åñêè íà
Zd, òî îïèñàíèå P âîâëåêàåò ýêñïîíåíöèàëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè è ìåñòà
ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ (èëè ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ) ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì
ìíîæåñòâà Γ. Åñëè æå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà èñ-
òî÷íèêè âåòâëåíèÿ èìåþò ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè (íàïðèìåð, â îäíîì
èñòî÷íèêå ÷àñòèöû òîëüêî äàþò ïîòîìêîâ, à â äðóãîì � òîëüêî ãèáíóò)
è ðàñïîëîæåíû ïåðèîäè÷åñêè, òî P âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëü-
íûõ ìíîæåñòâ, ïîðîæäåííûõ îïðåäåëåííûìè ôóíêöèÿìè îò ïåððîíîâûõ
êîðíåé íåêîòîðûõ ñåìåéñòâ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö, ïîñòðîåííûõ íà îñ-
íîâå ñðåäíèõ ÷èñëåííîñòåé ïîòîìêîâ â ðàçíûõ èñòî÷íèêàõ è íåêîòîðûõ õà-
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ðàêòåðèñòèê èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Ìû
ðàññìàòðèâàåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ è äåìîíñòðèðóåì ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ P.

Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâ íàøèõ ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò â ðàññìîòðå-
íèè ÂÑÁ íà ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàôàõ â ðàìêàõ ìíîãîòèïíîãî îáùåãî ÂÑÁ,
èçó÷åííîãî, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [6] è [7]. Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿåòñÿ àïïàðàò
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ââåäåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ìíîãîòèïíîãî ìàðêîâ-
ñêîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà, òåîðèÿ íåðàçëîæèìûõ íåîòðèöàòåëüíûõ è êâà-
çèíåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö (â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà).

Âûïîëíåííîå èññëåäîâàíèå äîïîëíÿåò ðåçóëüòàòû î ïðîñòðàíñòâåííîì
ðàñïðîñòðàíåíèè ÂÑÁ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èñòî÷íèêîâ âåòâëåíèÿ, ïîëó÷åí-
íûå, íàïðèìåð, â [9]�[11], [12], [15] è [16].
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Êðèòè÷åñêèå âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû â íåáëàãîïðèÿòíîé ñëó÷àéíîé

ñðåäå

Â.À. Âàòóòèí, Å.Å. Äüÿêîíîâà

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåêëîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Ê.Äîíã

Êñèäàíñêèé óíèâåðñèòåò, Ñèàíü, Êèòàé

Ïóñòü Z = {Zn}∞n=0 � âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ â ñëó÷àéíîé ñðåäå (ÂÏÑÑ),
ïîðîæäåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îáîçíà÷èì Fn = {Fn {1} , Fn {2} , ...} ðàñïðåäåëå-
íèå ÷èñëà ïîòîìêîâ ó ÷àñòèö (n− 1)-ãî ïîêîëåíèÿ. Ïóñòü Fn (s) =

∑∞
k=0 Fn {k} sk.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

S0 = 0, Sn = X1 + ...+Xn, n ≥ 1,

ãäå Xi = logF ′
i (1), i = 1, 2, ..., íàçûâàåòñÿ ñîïðîâîæäàþùèì ñëó÷àéíûì

áëóæäàíèåì äëÿ ïðîöåññà Z. Ïóñòü

A := {0 < α < 1; |β| < 1} ∪ {1 < α < 2; |β| < 1}

� ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå R2. Äëÿ ïàðû (α, β) ∈ A è ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû X ìû áóäåì ïèñàòü X ∈ H(α, β), åñëè ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû X
ïðèíàäëåæèò (áåç öåíòðèðîâàíèÿ) îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî çàêîíà
ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

G(w) = exp

{
−c|w|α

(
1− iβ

w

|w|
tan

πα

2

)}
, c > 0.

Íàëîæèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
Óñëîâèå B1.Ïðèðàùåíèÿ {Xk}∞k=1 ñîïðîâîæäàþùåãî ñëó÷àéíîãî áëóæ-

äàíèÿ íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è ïðèíàäëåæàò H(α, β). Áîëåå
òîãî, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíî îòíîñè-
òåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà ìíîæåñòâå R, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n òàêîå, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Sn îãðàíè÷åíà.
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Íàïîìíèì, ÷òî ÂÏÑÑ Z íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì, åñëè lim supn→∞ Sn =
+∞ ï. í. è limn→∞ Sn = −∞ ï. í. Çàìåòèì, ÷òî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå B1,
òî ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë an, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Sn/an
ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèåé G(w).

Ïóñòü

γ(b) =

∑∞
k=b k

2F ({k})
(
∑∞

i=b iF ({i}))2
.

Óñëîâèå B2. Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà ε > 0 è b ∈ N, ÷òî

E logα+ε(max(1, γ(b)) < ∞.

Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ B1 è B2, min(m,n) → ∞ è m = o(n).
Òîãäà

1) åñëè φ(n) → ∞ ïðè n → ∞ òàêèì îáðàçîì, ÷òî φ(n) = o(am), òî
äëÿ ëþáîãî z ∈ (0,∞)

lim
n→∞

P
(

1

am
logZn−m ≤ z|Sn ≤ φ(n), Zn > 0

)
= A1(z);

2) åñëè φ(n) → ∞ ïðè n → ∞ òàêèì îáðàçîì, ÷òî φ(n) ∼ Tam, T ∈
(0,∞), òî äëÿ ëþáîãî z ∈ [0,∞)

lim
n→∞

P
(

1

am
logZn−m ≤ z|Sn ≤ φ(n), Zn > 0

)
= B(z, T );

3) åñëè m = o(φ(n)), φ(n) = o(an), òî äëÿ ëþáîãî z ∈ [0,∞)

lim
n→∞

P
(

1

am
(logZn−m − Sn) ≤ z|Sn ≤ φ(n), Zn > 0

)
= A2(z),

ãäå A1(z), A2(z) è B(z, T ) � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Èññëåäîâàíèå Â.À. Âàòóòèíà è Å.Å. Äüÿêîíîâîé âûïîëíåíî â ÌÖÌÓ
ÌÈÀÍ ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (ñîãëàøåíèå N
075-15-2022-265).

Ðàáîòà Â.À. Âàòóòèíà è Ê. Äîíãà áûëà òàêæå ïîääåðæàíà Ìèíèñòåð-
ñòâîì Íàóêè è Òåõíîëîãèè ÊÍÐ (ãðàíò G2022174007L).
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Î ïîëîæèòåëüíîé âîçâðàòíîñòè ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè è

ñèñòåìû M/GI/1

À.Þ.Âåðåòåííèêîâ

Èíñòèòóò ïðîáëåì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè èì. À.À.Õàðêåâè÷à, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Â çíàìåíèòîé ðàáîòå [1] î òåëåôîííîé ñòàíöèè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñåð-
âåðîâ Á.À.Ñåâàñòüÿíîâ äîêàçàë ôàêò ñõîäèìîñòè ïî ìåòðèêå ïîëíîé âàðèà-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîöåññà ê ñòàöèîíàðíîìó. Ñàìî ýòî
ðàñïðåäåëåíèå áåç äîêàçàòåëüñòâà óêàçàíî â ïóáëèêàöèè R. Fortet. Åäèí-
ñòâåííûì óñëîâèåì â [1] áûëà êîíå÷íîñòü µ−1 :=

∫∞
0

xdF (x) äëÿ âðåìåíè
îáñëóæèâàíèÿ c ô.ð. F . Ïîçæå âîçíèêëè îáîáùåíèÿ ýòîé ðàáîòû íà áåñêî-
íå÷íûå ñèñòåìû, ãäå ïðåäïîëàãàëîñü åùå, íåñòðîãî ãîâîðÿ, µ > λ, ãäå λ �
èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà òðåáîâàíèé. Çàòåì ïîÿâè-
ëèñü ðàáîòû ñ îöåíêàìè íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, ìåòîäèêà êîòîðûõ áûëà
ñïåðâà îïðîáîâàíà íà ñèñòåìàõ òèïà Mn/GI/1/∞ [3] è äð.; â íèõ ïðåäïîëà-
ãàëîñü ñóùåñòâîâàíèå èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ
ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè (ÐÃ) èçó÷åíà ïîëîæèòåëüíàÿ âîçâðàòíîñòü,
âëåêóùàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîðÿäêà 1/t ê ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ, ñ ïðèëîæåíèåì ê ñèñòåìå Mn/GI/1/∞ (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ), ãäå èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïîòîêà
λn ìîæåò çàâèñåòü îò ÷èñëà n çàÿâîê â î÷åðåäè. Îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè ïîðÿäêà 1/t òóò ìîæíî ïîëó÷èòü è èíà÷å, ìåòîäàìè òåîðèè âîññòàíîâëå-
íèÿ; ýòî íå ýêâèâàëåíòíî ïîëîæèòåëüíîé âîçâðàòíîñòè è èñïîëüçóåò èíûå
óñëîâèÿ. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ïîäõîäàìè òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ
èññëåäîâàíèé. Äëÿ (íåîòðèöàòåëüíîãî) ïðîöåññà ÐÃ, îáîçíà÷àåìîãî ÷åðåç
Xn, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàéäóòñÿ δ, ri>0 òàêèå, ÷òî (èíäåêñ i â Ei îçíà÷àåò
íà÷àëüíîå óñëîâèå (í.ó.))

∆2
i := sup

i>N

∞∑
j=0

(j− i)2pi,j ≤ 2ri−δ, & bi :=

∞∑
j=0

(j− i)pi,j ≤ −ri
i
, ∀ i > 0. (1)

Òåîðåìà. Ïðè óñëîâèè (1) äëÿ ëþáîãî i ∈ Z+ èìååò ìåñòî îöåíêà

Eiτ
X
0 ≤ δ−1i2, ãäå τX0 :=inf(n≥0: Xn=0).

Ïåðåéäåì ê ñèñòåìå Mn/GI/1/∞. Âõîäÿùèé ïîòîê � óñëîâíî ïóàññî-
íîâñêèé ñ èíòåíñèâíîñòüþ λn, âñå îáñëóæèâàíèÿ íåçàâèñèìû; åñëè ñåðâåð
çàíÿò, òî çàÿâêà ñòàíîâèòñÿ â î÷åðåäü, îãðàíè÷åíèé íà êîòîðóþ íåò; äèñöè-
ïëèíà îáñëóæèâàíèÿ FIFO. Ïðîöåññ Yt = (nt, yt) îïèñûâàåòñÿ ïåðåìåííûìè
nt � ÷èñëîì òðåáîâàíèé â î÷åðåäè � è yt � ïåðåñêîêîì â òåðìèíîëîãèè ÒÌÎ;
ïðè n = 0 ñ÷èòàåì y := 0. Ïðåäïîëàãàåì 0 < C−1 ≤ λn ≤ C < ∞, ∀n. Ïðè-
ìåíåí èçâåñòíûé ìåòîä � ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ Yt â ìîìåíòû (Tk) îêîí÷à-
íèé î÷åðåäíûõ îáñëóæèâàíèé. Ýòà âëîæåííàÿ öåïü Ìàðêîâà Xk = nTk

ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîöåññîì ÐÃ, ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè pij êîòîðîãî âûïèñûâàþòñÿ
â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà ô.ð. F ; èìååì pi,j = 0, j < i − 1. Òà-
êîé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåì Mn/GI/1
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ïðè óñëîâèè åãî ñóùåñòâîâàíèÿ (íàïîìíèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäíåãî
ïîëîæèòåëüíàÿ âîçâðàòíîñòü îáåñïå÷èâàåò) ðåàëèçîâàí â [2] è äð.; ðåêóð-
ðåíòíûå ñâîéñòâà â [2] íå èçó÷àëèñü. Åñòü íàäåæäà, ÷òî ìåòîäû äàííîé
ðàáîòû óäàñòñÿ ïðèìåíèòü è ê ñèñòåìàì òèïà Ýðëàíãà � Ñåâàñòüÿíîâà.

Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ âëîæåííîé öåïè Xn â ñèñòåìå Mn/GI/1/∞ âûïîë-
íåíî óñëîâèå (1). Òîãäà äëÿ ìîìåíòà îñòàíîâêè τY0 := inf(t ≥ 0 : n(Yt) = 0)
íàéäåòñÿ òàêîå K > 0, ÷òî ∀ í.ó. (n, 0),

En,0τ
Y
0 ≤ Kn2.

Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû Mn/GI/1/∞ íàéäåòñÿ r>2+2 supn λn òà-

êîå, ÷òî äëÿ �èíòåãðàëüíîé èíòåíñèâíîñòè� H(t) :=
∫ t

0
(1−F (s))−1dF (s)<

∞, ∀ t,

∀ 0≤ t ≤1,

∫ t

0

(1+s)dH(s) ≥ rt, & ∀1
2
≤∆≤1, inf

x≥1

∫ ∆

0

(1+x+s)dH(x+s) ≥ r∆.

Òîãäà ∀0 ≤ x ≤ 1/2 ∃a > 0 òàêîå, ÷òî inf0≤x′≤x F (x′+a)−F (x′) > 0, è,
áîëåå òîãî, ∃K>0 òàêîå, ÷òî ∀í.ó. (n, y) ñ y ≥ 0 (sic: â ïðàâîé ÷àñòè íåò
êâàäðàòà),

En,yτ
Y
0 ≤ K(n+ y + 1).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ôîíäîì ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìà-
òèêè �Áàçèñ�.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Ñåâàñòüÿíîâ Á.À. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ è
åå ïðèëîæåíèå ê òåëåôîííûì ñèñòåìàì ñ îòêàçàìè. ÒÂÏ, 2(1), 1957,
106�116.

[2] Abouee-Mehrizi H., Baron O. State-dependent M/G/1 queueing systems.
Queueing Syst., 82, 2016, 121�148.

[3] Veretennikov A.Yu., Zverkina G.A. Simple proof of Dynkin's formula for
single-server systems and polynomial convergence rates. MPRF, 20, 2014,
479�504.
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Îáçîð ðàáîò Á.À.Ñåâàñòüÿíîâà ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå

À.Ì.Çóáêîâ

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåêëîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Ïëàíèðóåòñÿ ñäåëàòü êðàòêèé îáçîð ïóáëèêàöèé Á.À.Ñåâàñòüÿíîâà, ïî-
ñâÿùåííûõ âîïðîñàì äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è åå ïðèìåíåíèé.

Èäåè Øåííîíà ïî ïåðåìåøèâàíèþ è ðàññåèâàíèþ

â ñâåòå ëèíåéíîãî è ðàçíîñòíîãî ìåòîäîâ â êðèïòîãðàôèè

Ô.Ì. Ìàëûøåâ

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåêëîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Îñíîâîé äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà àâòîðà:Ìåòîäû ëèíåéíûõ è ðàçíîñò-
íûõ ñîîòíîøåíèé â êðèïòîãðàôèè. Äèñê. ìàò. 34:1 (2022), 36�63.

Äëÿ òåîðåòè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè òèïè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà
äëÿ îòîáðàæåíèÿ äâîè÷íûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ F : VN → VM , a 7→ b =
F (a), a ∈ VN = GF (2)N , b ∈ VM , ðàññìàòðèâàþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ëèíåéíûå
è ðàçíîñòíûå ñîîòíîøåíèÿ. Âåðîÿòíîñòíîå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ïðåä-
ñòàâëÿåì ïàðîé âåêòîð-ñòîëáöîâ L′ ∈ V ∗

N , L
′′ ∈ V ∗

M⧹{0}, è çàïèñûâàåì â
âèäå aL′ ≃ bL′′. Îíî õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé δL′,L′′ = δFL′,L′′ = 2P{aL′ =
bL′′}−1, ãäå âåðîÿòíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ â óñëîâèÿõ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåêòîð-ñòðîê a íà VN . Âåðîÿòíîñòíîå ðàçíîñòíîå ñîîòíîøåíèå ïðåä-
ñòàâëÿåì âåêòîðàìè D′ ∈ VN⧹{0}, D′′ ∈ VM è îáîçíà÷àåì êàê D′ ⇝ D′′.
Îíî îöåíèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ pD′,D′′ = pFD′,D′′ = P{F (a+D′)+F (a) = D′′}.
Èñïîëüçóþùèå ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíûé è ðàçíîñòíûé
ìåòîäû êðèïòîãðàôè÷åñêîãî àíàëèçà õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèìè îñî-
áåííîñòÿìè.

1) Ïðåäâàðèòåëüíî ïîëó÷àåìûå âåðîÿòíîñòíûå ñîîòíîøåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê
îòîáðàæåíèÿì F , çàäàâàåìûì ñëîæíî óñòðîåííûìè êîíêðåòíûìè ôóíêöè-
îíàëüíûìè ñõåìàìè (ô.ñ.) F , ðåàëèçóþùèìè ãëóáîêèå è ðàçâåòâë¼ííûå ñó-
ïåðïîçèöèè áîëüøîãî ÷èñëà ëîêàëüíûõ íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé fi : Vni →
Vmi , xi 7→ yi = fi(xi), i = 1, ... , k, ñîñòàâëÿþùèõ íåëèíåéíóþ ÷àñòü ô.ñ. F .
Ïåðåìåííûå a, xi, yi, b ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ äðóã ÷åðåç äðóãà: (a, y1, ... , yk)CF =
(x1, ... , xk, b). Çäåñü CF âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ëèíåéíîé ñðåäû, ñîñòî-
ÿùåé èç ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ô.ñ. F .

2) Ïðè ïîñòðîåíèè âåðîÿòíîñòíûõ ñîîòíîøåíèé â êà÷åñòâå öåëåâûõ ôóíê-
öèé, ïîäëåæàùèõ ìàêñèìèçàöèè, èñïîëüçóþò íå òî÷íûå çíà÷åíèÿ |δL′,L′′ | è
pD′,D′′ , à íåêîòîðûå èõ "ïðèáëèæåíèÿ" : |δ̃L| =

∏k
i=1 |δ

fi
l′i,l

′′
i
|,

p̃D =
∏k

i=1 p
fi
d′
i,d

′′
i
, ãäå L = ((l′i, l

′′
i ), i = 1, ... , k), D = ((d ′

i, d
′′
i ), i = 1, ... , k)

� ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ñîîòíîøåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê îò-
äåëüíûì fi. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâ L èD äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû ëèíåéíîé
ñðåäîé. Åñëè, íàïðèìåð, xi = yj , i > j, òî l′′j = l′i, d

′
i = d′′j . Çàìåíû |δL′,L′′ |
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íà |δ̃L| è pD′,D′′ íà p̃D ïðîèçâîäÿòñÿ â îòñóòñòâèè êàêèõ-ëèáî óòâåðæäåíèé
î ñòåïåíè áëèçîñòè ýòèõ ïàð âåëè÷èí.

3) Ïðè îêîí÷àòåëüíûõ ðàñ÷¼òàõ ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ àíàëèçà âìåñòî

òðåáóåìûõ âåëè÷èí |δL′,L′′ | è pD′,D′′ èñïîëüçóþò |δ̃L| è p̃D.

Ïðè ìàêñèìèçàöèè |δ̃L| è p̃D îðèåíòèðóþòñÿ íà ìíîæåñòâà L è D, â êî-
òîðûõ êàê ìîæíî áîëüøå íîìåðîâ i ∈ {1, ... , k}, äëÿ êîòîðûõ l′i = l′′i = 0 èëè
d′i = d′′i = 0. Ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå (ïðè íåêîòîðûõ L è D ñîîòâåòñòâåí-
íî) ìîùíîñòè ñîâîêóïíîñòåé îñòàëüíûõ çíà÷åíèé i ÿâëÿþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè
ðàññåèâàíèÿ θC è θ∗C ëèíåéíîé ñðåäû C = CF , ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî
ëèíåéíîãî è ðàçíîñòíîãî ìåòîäîâ.

Ïðèâåä¼ííûå îñîáåííîñòè ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêîì ñïðàâåäëèâîé êðèòèêè
ëèíåéíîãî è ðàçíîñòíîãî ìåòîäîâ. Èìååòñÿ äàæå ïðèìåð ñåìåéñòâà ôóíê-
öèîíàëüíûõ ñõåì Fc ñ ëèíåéíîé ñðåäîé íåçàâèñÿùåé îò c, ðåàëèçóþùèõ

ëþáîå îòîáðàæåíèå Fc : VN → VM . Ïàðàìåòð c ïðèíèìàåò 2M2N çíà÷åíèé.
Ëîêàëüíûå îòîáðàæåíèÿ fi,c çàâèñÿò îò c, íî ó÷àñòâóþùèå â ïîèñêå "ëó÷-

øèõ" âåðîÿòíîñòíûõ ñîîòíîøåíèé âåëè÷èíû |δfi,cl′i,l
′′
i
| è p

fi,c
d′
i,d

′′
i
îò c íå çàâèñÿò.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïðèìåðû ñàìûõ ýêçîòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó
δ̃L è δL′

L,L′′
L
, è ìåæäó p̃D è pD′

D,D′′
D
.

Òåîðåìû î òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ δFL′,L′′ è pFD′,D′′ , ïðèâëåêàþùèå â ñâîèõ
ôîðìóëèðîâêàõ âñå âîçìîæíûå ñîãëàñîâàííûå ñîâîêóïíîñòè ëîêàëüíûõ ñî-
îòíîøåíèé L è D, äîïîëíèòåëüíî âñêðûâàþò íåäîñòàòêè ìåòîäîâ:

4) íàõîäÿòñÿ íå ñàìûå ëó÷øèå ñîîòíîøåíèÿ, à êàêèå ïîëó÷àòñÿ,
5) îðèåíòàöèÿ íà δ̃ = maxL |δ̃L| è p̃ = maxD p̃D óâîäèò èç îáëàñòåé, ãäå

ðåàëèçóþòñÿ max |δL′,L′′ | è max pD′,D′′ .
Ïîñëåäíèå íåäîñòàòêè î÷åíü ÿðêî äåìîíñòðèðóþòñÿ íà îäíîé êîíêðåò-

íîé ô.ñ. ñ ðåø¼òî÷íîé ñòðóêòóðîé.
Íå ñìîòðÿ íà ïðèâåä¼ííûå íåäîñòàòêè, âåëè÷èíû δ̃ è p̃, çàâèñÿùèå êñòà-

òè îò ô.ñ. F , ÿâëÿþòñÿ ïðèçíàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè îòîáðàæåíèÿ F
êàê øèôðïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðè ñèíòåçå ô.ñ. F , ïðåäíàçíà÷àåìûõ äëÿ øèô-
ðàòîðîâ, ôîðìèðîâàíèå íåëèíåéíîé ÷àñòè è ëèíåéíîé ñðåäû ô.ñ. F îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ èñõîäÿ èç ìèíèìèçàöèè õàðàêòåðèñòèê δ̃ è p̃, ÷òî ñîïðÿæåíî ñ
ìàêñèìèçàöèåé ïîêàçàòåëåé ðàññåèâàíèÿ θC , θ

∗
C è ñ ìèíèìèçàöèåé ìàêñè-

ìàëüíûõ çíà÷åíèé |δfil′i,l′′i | ïî âñåì l′i, l
′′
i è pfid′

i,d
′′
i
ïî âñåì d′i, d

′′
i . Ïåðå÷èñëåííûå

òðåáîâàíèÿ ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿþò ïðåäëîæåíèÿ Øåííîíà ïî ðàññåèâàíèþ
è ïåðåìåøèâàíèþ ïðè ðàçðàáîòêå øèôðàòîðîâ. Îíè óïðåæäàëè îïàñíîñòü
îò äâîéñòâåííûõ äðóã äðóãó ëèíåéíîãî è ðàçíîñòíîãî ìåòîäîâ êðèïòîãðà-
ôè÷åñêîãî àíàëèçà, êîòîðûå ïîÿâÿòñÿ ñïóñòÿ ïîëâåêà.

Îá îáúåìàõ äåðåâüåâ â ëåñàõ Ãàëüòîíà-Âàòñîíà

Þ. Ë. Ïàâëîâ

Êàðåëüñêèé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ, Ïåòðîçàâîäñê, Ðîññèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëåñ Ãàëüòîíà-Âàòñîíà FN,n c N êîðíåâûìè äåðåâüÿìè
è n íåêîðíåâûìè âåðøèíàìè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, ðàâíàÿ ÷èñëó ïðÿìûõ
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ïîòîìêîâ êàæäîé ÷àñòèöû â îáðàçóþùåì ëåñ êðèòè÷åñêîì âåòâÿùåìñÿ ïðî-
öåññå, èìååò ðàñïðåäåëåíèå

P{ξ = k} =
h(k + 1)

(k + 1)τ
k = 0, 1, . . . τ ∈ (2, 3), (2)

ãäå h(x) - ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ. Ïðåäåëüíîå
ïîâåäåíèå òàêèõ ëåñîâ èçó÷àëîñü â [1], ãäå ðàñïðåäåëåíèå ξ èìååò êîíå÷íûé
òðåòèé ìîìåíò. Ïîçäíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè êîíå÷åí òîëüêî âòîðîé
ìîìåíò, ðåçóëüòàòû [1] ñîõðàíÿþò ñèëó. Íî ðàñïðåäåëåíèå (1) èìååò áåñêî-
íå÷íóþ äèñïåðñèþ. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì óñïåøíî
èñïîëüçóþòñÿ ïðè èçó÷åíèè ñòðóêòóðû è äèíàìèêè êîíôèãóðàöèîííûõ ãðà-
ôîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñåòåé êîììóíèêàöèé,
òàêèõ, êàê Èíòåðíåò. Â [2] âïåðâûå ïðåäëîæåíî ñ ýòîé öåëüþ èñïîëüçîâàòü
è ðåçóëüòàòû î ñëó÷àéíûõ ëåñàõ.

Äëÿ FN,n íàéäåíû ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà äåðåâüåâ çàäàííîãî
îáúåìà è ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà äåðåâà â ðàçëè÷íûõ çîíàõ ñòðåìëåíèÿ N
è n ê áåñêîíå÷íîñòè. Îäèí èç íîâûõ ðåçóëüòàòîâ ôîðìóëèðóåòñÿ íèæå.

Îáîçíà÷èì g̃(x) ïëîòíîñòü óñòîé÷èâîãî çàêîíà ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèåé

exp

{
−c1Γ(2− τ)|t|τ−1

(
1− i

t

|t|
tg

(
π(τ − 1)

2

))
cos

(
π(τ − 1)

2

)}
, (3)

ãäå Γ(x) � ãàììà-ôóíêöèÿ, c1 çàâèñèò îò h(x) è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
(2.6.4) â [3]. Ïóñòü g(x) � ïëîòíîñòü óñòîé÷èâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

exp

{
−cg̃(0)Γ

(
τ − 2

τ − 1

)
|t|1/(τ−1)

(
1− i

t

|t|
tg

(
π

2(τ − 1)

))
cos

(
π)

2(τ − 1

)}
,

ãäå c îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è c1 â (2). Îáîçíà÷èì B(x) ñòðåìÿùóþñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ, ïðè x → ∞ óäîâëåòâîðÿþùóþ
ñîîòíîøåíèþ

B(x) ∼ x1/(τ−1)l(x), (4)

ãäå l(x) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ. Â [3] ïîêàçàíî,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðìàëèçóþùèõ êîíñòàíò â ëîêàëüíûõ ïðåäåëüíûõ
òåîðåìàõ äëÿ óñòîé÷èâûõ çàêîíîâ ñ ïîêàçàòåëåì 1/(τ − 1) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (3). Äëÿ ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà äåðåâà νmax â FN,n ïîëó÷åí òàêîé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü N,n → ∞ òàê, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà α > 0 òà-
êàÿ, ÷òî

n

Nτ−1+α
→ ∞.

Òîãäà

P

{
N + n− νmax

uNτ−1
⩽ z

}
→
∫ z

0

g(x)dx,
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ãäå u � êîðåíü óðàâíåíèÿ

u = l1−τB(uNτ−1).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Ïàâëîâ Þ.Ë. Ñëó÷àéíûå ëåñà. Ïåòðîçàâîäñê, Êàðåëüñêèé íàó÷íûé
öåíòð ÐÀÍ, 1996.

[2] Ïàâëîâ Þ.Ë. Ìàêñèìàëüíîå äåðåâî ñëó÷àéíîãî ëåñà â êîíôèãóðàöè-
îííîì ãðàôå. Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê, 212(9), 2021, 146�163.

[3] Èáðàãèìîâ È.À., Ëèííèê Þ.Ë. Íåçàâèñèìûå è ñòàöèîíàðíî ñâÿçàí-
íûå âåëè÷èíû. Ì., Íàóêà, 1965.

Îá îäíîì ôóíêöèîíàëå îò ÷èñëà íåïîÿâèâøèõñÿ öåïî÷åê â

ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìå ñïåöèàëüíîãî âèäà è î äâóõýòàïíîì

êðèòåðèè õè-êâàäðàò

Ì.Ï.Ñàâåëîâ

Êàôåäðà òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè,
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Â äîêëàäå áóäóò ðàññìîòðåíû äâå çàäà÷è î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè ñòà-
òèñòèê â ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìå. Îáå ýòè çàäà÷è ñâÿçàíû ñ èññëåäîâàíèÿìè
Á.À. Ñåâàñòüÿíîâà.

Ïóñòü ξjl, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ l ≤ k, � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
èìåþùèå ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

P(ξjl = i) = pi > 0, 1 ≤ i ≤ M, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ l ≤ k.

Îíè îáðàçóþò n íåçàâèñèìûõ öåïî÷åê (ξ11, . . . , ξ1k), (ξ21, . . . , ξ2k), . . . ,
(ξn1, . . . , ξnk), ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå {1, 2, . . . ,M}k. ×èñëî
íåïîÿâèâøèõñÿ öåïî÷åê µ0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

µ0 =
∑

(s1,...,sk)∈{1,2,...,M}k

I{η(s1,...,sk) = 0},

ãäå η(s1,...,sk) =
∑n

j=1 I{(ξj1, . . . , ξjk) = (s1, . . . , sk)}. Î÷åâèäíî, µ0 < Mk.

Ïóñòü p⃗ = (p1, p2, . . . , pM ), H = H(p⃗) = −
∑M

i=1 pi ln pi,

Ĥ =
ln(Mk − µ0)

k
.

Â äîêëàäå áóäåò îáñóæäàòüñÿ ïîäõîä À.Ì. Çóáêîâà ê îöåíèâàíèþ øåííîíîâ-
ñêîé ýíòðîïèè, îñíîâàííûé íà òåîðåìå Øåííîíà-Ìàêìèëëàíà-Áðåéìàíà è
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ðàçìåùåíèé. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíà Ĥ åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ ýíòðîïèåé H ðàñïðåäåëåíèÿ ξ11.
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Çàìåòèì, ÷òî Ĥ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì îò µ0 â ïîëèíîìèàëüíîé ñõå-
ìå ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðàÿ íå ðàññìàòðèâàëàñü â [1]. Ìû ïðåäñòàâèì
ðåçóëüòàòû î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè Ĥ, èçëîæåííûå â [2].

Êðîìå òîãî, ìû ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíûé r-êðàòíûé êðèòåðèé χ2

(ñì. [3]) è â ñëó÷àå r = 2 èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà âåðîÿòíî-
ñòè îøèáêè êàê ôóíêöèè îò ðàçìåðîâ ãðàíèö ïðÿìîóãîëüíîé êðèòè÷åñêîé
îáëàñòè. Óñòàíîâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò íàéòè àñèìïòîòèêó õâîñòîâ
äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññà Áåññåëÿ. Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû
ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4].

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Êîë÷èí Â.Ô., Ñåâàñòüÿíîâ Á.À., ×èñòÿêîâ Â.Ï. Ñëó÷àéíûå ðàçìåùå-
íèÿ. Íàóêà, Ì. 1976

[2] Ñàâåëîâ Ì.Ï. Îá îäíîì ôóíêöèîíàëå îò ÷èñëà ïîÿâèâøèõñÿ íåïåðå-
êðûâàþùèõñÿ öåïî÷åê èñõîäîâ ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìû è åãî ñâÿçè ñ ýí-
òðîïèåé. Ìàòåì. çàìåòêè, 114(3), 2023 (â ïå÷àòè).

[3] Çàõàðîâ Â.Ê., Ñàðìàíîâ Î.Â., Ñåâàñòüÿíîâ Á.À. Ïîñëåäîâàòåëüíûé
êðèòåðèé χ2 Ìàòåì.ñá. 79(121): 3(7), 1969, 444�460.

[4] Ñàâåëîâ Ì.Ï. Äâóõýòàïíûé êðèòåðèé χ2 è äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðîöåññà Áåññåëÿ. Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí., 65(4), 2020, 841�850.

Ýâîëþöèÿ ÷àñòèö íà ãðàôå, âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû Ñåâàñòüÿíîâà,

òåëåôîííûå ñèñòåìû

Â.À. Òîï÷èé, Í.Â. Ïåðöåâ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (Îìñêèé ôèëèàë), Îìñê,
ÐÎññèÿ

Ïðè èññëåäîâàíèè æèâûõ ñèñòåì ïîÿâëÿþòñÿ ìîäåëè ó êîòîðûõ èìååòñÿ
íåñêîëüêî óçëîâ ñ ñîâîêóïíîñòüþ ÷àñòèö, ðàçâèâàþùèõñÿ íà îñíîâå îäíîé
èç ìîäåëåé âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû íàïðàâëåííûìè êàíàëà-
ìè äëÿ ïåðåõîäîâ ÷àñòèö ìåæäó óçëàìè, ÷òî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ýâîëþöèþ ÷àñòèö íà îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå. Ïåðåõîäû ÷àñòèö â êàíàëû
ðåãóëèðóåòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè ìåõàíèçìàìè. Â êàíàëàõ ïðîèñ-
õîäèò òîëüêî ïåðåìåùåíèå ÷àñòèö ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ
è âîçìîæíîñòüþ ãèáåëè. Íà âñåõ ýëåìåíòàõ ãðàôà ðàñïðåäåëåíèÿ õàðàêòå-
ðèñòèê ýâîëþöèè ÷àñòèö ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòèöà ïðè ïåðåõîäàõ
ïî ýëåìåíòàì ãðàôà ìåíÿåò ñâîé òèï. Åñëè ïðåâðàùåíèÿ ÷àñòèö â óçëàõ ñî-
îòâåòñòâóþò ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó èëè îïèñûâàåòñÿ ïðîöåññîì Áåëëìàíà-
Õàððèñà, òî óñëîâèÿ íà ïåðåõîäû ÷àñòèö â êàíàëàõ ïðèâîäÿò ê èòîãîâî-
ìó ïðîöåññó Ñåâàñòüÿíîâà (ñì. Á.À. Ñåâàñòüÿíîâ, Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû.
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Ì.: Íàóêà, 1971). Èññëåäîâàíèÿ êðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ äëÿ îïèñàííîé ìîäå-
ëè ïðîâîäèëîñü â ðàáîòå Â.À. Òîï÷èÿ è Í.Â. Ïåðöåâà (Siberian Electronic
Mathematical Reports, 2023, 20:1, 465�476). Äëÿ ïðèëîæåíèé ÷àñòî âàæíà
íåîäíîðîäíîñòü õàðàêòåðèñòèê ýâîëþöèè ïî âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå àíàëèç
ñèñòåì âîçìîæåí òîëüêî ñ ïîìîùüþ èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îäíî-
ðîäíûå ïî âðåìåíè ìîäåëè õîðîøî îïèñûâàþòñÿ òðàäèöèîííûìè ïðåäåëü-
íûìè òåîðåìàìè äëÿ ïðîöåññîâ Ñåâàñòüÿíîâà.

Ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëè, ãäå â êàæäûé óçåë âõîäèò âíåøíèé
Ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ÷àñòèö. Äàëåå ÷àñòèöû ìîãóò ëèáî ãèáíóòü ëèáî ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì ïåðåõîäèòü â ñîñåäíèå ýëåìåíòû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà.
Ýâîëþöèÿ ÷àñòèö íà êàæäîì ýëåìåíòå ãðàôà îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíè-
åì äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: äîïóñòèìîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè
æèçíè ÷àñòèöû è åå äîïóñòèìûì âðåìåíåì ïðåáûâàíèÿ íà ýòîì ýëåìåíòå.
Ðåàëèçóåòñÿ ñîáûòèå, ïîÿâèâøååñÿ ðàíüøå.

Äàííóþ ìîäåëü óäîáíåå èññëåäîâàòü â òåðìèíàõ òåîðèè ìàññîâîãî îá-
ñëóæèâàíèÿ. Óçëîâîå ñâîéñòâî ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âõîäÿùåì
Ïóàññîíîâñêîì ïîòîêå â óçåë ïðè ëþáîì ðàñïðåäåëåíèè âðåìåíè ïðåáûâà-
íèÿ çàÿâêè â íåì, ÷èñëåííîñòü çàÿâîê áóäåò Ïóàññîíîâñêîé. Äàííûé ðå-
çóëüòàò âîñõîäèò ê ðàáîòå Á.À. Ñåâàñòüÿíîâà (ÒÂÏ, 1957, 2:1, 106�116).
Äëÿ âûáðàííîé ìîäåëè îïèñàíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëåííîñòè
÷àñòèö íà âñåõ ýëåìåíòàõ ãðàôà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé äîïóñòè-
ìûõ âðåìåí ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèö íà ýëåìåíòàõ ãðàôà è èõ ïðîäîëæèòåëüíî-
ñòè æèçíè. Â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö íà
ýëåìåíòàõ ãðàôà áóäåò Ïóàññîíîâñêèì ñ ïàðàìåòðàìè, îïèñàííûìè â ÿâíîì
âèäå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, ïðî-
åêò FWNF-2022-0003.

Àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòè íåâûðîæäåíèÿ ïî÷òè êðèòè÷åñêèõ

âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ â ñëó÷àéíîé ñðåäå

Â.Â. Õàðëàìîâ

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â. À. Ñòåêëîâà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê,
Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Ðàññìîòðèì äâà ñåìåéñòâà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

{fy, y ∈ Y }, {fy,i,n, y ∈ Y, 0 ≤ i < n},

ãäå (Y,G) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ξ = {ξi, i ∈ N}
íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ ñî çíà÷å-
íèÿìè â (Y,G) áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àéíîé ñðåäîé.

1. Ïîëîæèì Fk−1 := fξk ïðè êàæäîì k ∈ N.

2. Ðàçûãðàåì íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (ñ.â.) Yi,k ñ ï.ô. Fk−1,
i, k ∈ N.
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3. Ïîëîæèì Z0 = 1, Zk :=
∑Zk−1

i=1 Yi,k ïðè k ∈ N.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Z = {Zk, k ≥ 0} áóäåì íàçûâàòü âåòâÿùèìñÿ ïðî-
öåññîì â ñëó÷àéíîé ñðåäå (ÂÏÑÑ).

Ïîëîæèì

Xi := logF ′
i−1(1), S0 := 0, Sk := X1 + . . .+Xk, i, k ∈ N.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sk, k ≥ 0} áóäåì íàçûâàòü ñîïðîâîæäàþùèì ñëó÷àé-
íûì áëóæäàíèåì (ÑÑÁ) äëÿ ÂÏÑÑ Z.

Óñëîâèå 1.

EX1 = 0, DX1 ∈ (0,∞).

Åñëè óñëîâèå 1 âûïîëíåíî, òî ÂÏÑÑ Z áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèì.
Êîçëîâ Ì. Â. â ðàáîòå [1] ïîëó÷èë àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå P(Zn > 0) äëÿ
êðèòè÷åñêîãî ÂÏÑÑ ñ äðîáíî-ëèíåéíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé. Îáùèé
ñëó÷àé áûë ðàññìîòðåí Geiger J., Kersting G. â ðàáîòå [2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èçó÷àåì ïåðåõîäíûå ÿâëåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè
íåâûðîæäåíèÿ ÂÏÑÑ. Ïåðåõîäíûå ÿâëåíèÿ äëÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ áåç
ñðåäû áûëè èçó÷åíû â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå Ñåâàñòüÿíîâûì Á. À. â ðàáîòå
[3], â äèñêðåòíîì ñëó÷àå Íàãàåâûì Ñ. Â. è Ìóõàìåäæàíîâîé Í. Â. â ðàáîòå
[4]. Äëÿ ÂÏÑÑ Äüÿêîíîâîé Å. Å. â ðàáîòå [5] èññëåäîâàëèñü ïåðåõîäíûå
ÿâëåíèÿ â ñëó÷àå ïðîöåññîâ ñ ìèãðàöèåé è èììèãðàöèåé.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñóùåñòâåííî äðóãóþ ìîäåëü äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ïåðåõîäíûõ ÿâëåíèé.

1. Ïîëîæèì Fk−1,n := fξk,k−1,n ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k ≤ n.

2. Ðàçûãðàåì íåçàâèñèìûå ñ.â. Yi,k,n ñ ï.ô. Fk−1,n ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ
i è k ≤ n.

3. Ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n îïðåäåëèì íàáîð {Zk,n, k ≤ n}. Ïîëîæèì
Z0,n = 1, Zk,n :=

∑Zk−1,n

i=1 Yi,k,n ïðè k ∈ N.

Íàáîð ñ.â. {Zk,n, 0 ≤ k ≤ n,Z0,n = 1} íàçîâ¼ì âîçìóù¼ííûì âåòâÿùèìñÿ
ïðîöåññîì â ñëó÷àéíîé ñðåäå Ξ (ÂÂÏÑÑ).

Óñëîâèå 2. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

Qn(C, δ) :=

n⋂
k=1

{∣∣∣∣∣
k∑

i=1

ai,n

∣∣∣∣∣ ≤ Ck1/2−δ

}
, ai,n := logF ′

i−1,n(1)− logF ′
i−1(1).

Ïðè íåêîòîðûõ δ ∈ (0, 1/2), C > 0

√
n (1− P (Qn(C, δ))) → 0, n → ∞.

Èç óñëîâèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ÑÑÁ äëÿ Zk,n è Zk îãðàíè÷åíà
ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê 1.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
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Òåîðåìà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1 è 2 è íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ ïðåä-
ïîëîæåíèé ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

P(Zn,n > 0) ∼ P(Zn > 0) ∼ Υ
e−c−

√
πn

, n → ∞,

ãäå Υ è c− � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
�19-11-00111-Ï, https://rscf.ru/project/19-11-00111/ â Ìàòåìàòè÷åñêîì èí-
ñòèòóòå èì. Â.À. Ñòåêëîâà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.

Áëàãîäàðíîñòè Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí Øêëÿåâó À. Â. çà ïîñòî-
ÿííóþ ïîääåðæêó ðàáîòû.
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Âðåìÿ âûðîæäåíèÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ñ ÷àñòèöàìè äâóõ

ïîëîâ ñ áîëüøèì íà÷àëüíûì ÷èñëî ïàð

À.Â. Øêëÿåâ

Êàôåäðà òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ñòàòèñòèêè, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé
ôàêóëüòåò,

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà,
Ðîññèÿ

Ðàññìîòðèì âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ñ ÷àñòèöàìè äâóõ ïîëîâ, ââåäåííûé D.
Daley â [1]. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü åãî äâóïîëûì âåòâÿùèìñÿ ïðî-
öåññîì (ÄÂÏ). Ïóñòü f(t, s) � äâóìåðíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, L : N0 ×
N0 → N0, N0 = N∪{0}, � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ôóíê-
öèåé ïàðîñî÷åòàíèé. ÄÂÏ N = (Nn, n ≥ 0) îïðåäåëÿåòñÿ êàê îäíîðîäíàÿ
ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, çàäàííûìè ñîîòíîøåíèåì

P (Nn+1 = j|Nn = i) = P(L(U, V ) = j),
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ãäå âåêòîð (U, V ) èìååò ï.ô. f(s, t)i, s, t ∈ [0, 1]. Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî N0 = N .

Äàäèì áîëåå ïîíÿòíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðîöåññà. Ïóñòü (Xn,i, Yn,i),
n ∈ N0, i ∈ N, � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (í.î.ð.) ñëó÷àéíûå
âåêòîðû. Ïîñòðîèì ïðîöåññ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èçíà÷àëüíî â íåì åñòü
N ïàð, j-ÿ èç êîòîðûõ äàåò (X1,j , Y1,j) ïîòîìêîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîëà.
Èç ïîëó÷åííûõ x ÷àñòèö ïåðâîãî ïîëà è y ÷àñòèö âòîðîãî ïîëà îáðàçóåò-
ñÿ L(x, y) ïàð, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, âíîâü äàþò ïîòîìêîâ ïî òîìó æå
çàêîíó è òàê äàëåå. Îòìåòèì, ÷òî îäíà èç íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ ôóíêöèé
L èìååò âèä L(x, y) = min(x, y), ñîîòâåòñòâóþùèé ÄÂÏ ìû áóäåì íàçûâàòü
ÄÂÏ ñ èäåàëüíîé âåðíîñòüþ.

Áóäåì íàçûâàòü ÄÂÏ ñ èäåàëüíîé âåðíîñòüþ äîêðèòè÷åñêèì, åñëè A =
min(EX,EY ) < 1, êðèòè÷åñêèì, åñëè A = 1 è íàäêðèòè÷åñêèì, åñëè A > 1.
Îòäåëüíî âûäåëèì äâàæäû êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé, êîãäà EX = EY = 1.

Òåîðåìà. Ïóñòü {Nn} � ÄÂÏ ñ èäåàëüíîé âåðíîñòüþ ñ N0 = N , TN �
âðåìÿ äî âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà.

1. Ïóñòü ïðîöåññ äîêðèòè÷åñêèé, EX1+δ < +∞, EY 1+δ < +∞ ïðè íåêî-
òîðîì δ > 0. Òîãäà

TN − lnN = OP (1), N → ∞,

òî åñòü
lim sup
x→∞

lim sup
N→∞

P(|TN − lnN | > x) = 0.

2. Ïóñòü ïðîöåññ äâàæäû êðèòè÷åñêèé, EX2+δ < +∞, EY 2+δ < +∞
ïðè íåêîòîðîì δ > 0. Òîãäà

TN

N

P→ 2

µ
, N → ∞, µ =

√
σ2
1 + σ2

2 − 2ρ√
2π

,

ãäå σ2
1, σ

2
2 � äèñïåðñèè X è Y ñîîòâåòñòâåííî, à ρ = cov(X,Y ).

3. Ïóñòü ïðîöåññ äâàæäû êðèòè÷åñêèé, EX5/2+δ < +∞, EY 5/2+δ <
+∞ ïðè íåêîòîðîì δ > 0. Òîãäà

TN − 2N/µ√
N

d→ Z ∼ N (0, σ̂2), N → ∞, σ̂2 =
1

πµ3
((σ2

1+σ2
2)(π−1)+2ρ).

Ïåðâûé ðåçóëüòàò òåîðåìû ïðèíàäëåæèò ñòóäåíòó ÌÃÓÌ.Ð. Àáäþøåâó,
âòîðîé � ñòóäåíòêå ÌÃÓ À.Þ. Ìàðêèíîé (îáà ïîëó÷åíû ïîä ðóêîâîäñòâîì
àâòîðà), à òðåòèé � àâòîðó.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ïðîöåññà â ñëó÷àéíîé
ñðåäå. Ðàññìîòðèì âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ñ ÷àñòèöàìè äâóõ ïîëîâ, ââåäåííûé
S. Ma â [2]. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü åãî äâóïîëûì âåòâÿùèìñÿ ïðî-
öåññîì â ñëó÷àéíîé ñðåäå (ÄÂÏÑÑ).
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Ïóñòü f(t, s; y) � äâóìåðíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ (ïî ïåðâûì äâóì
ïåðåìåííûì) c ïàðàìåòðîì y, L : N0×N0×R → N0 � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, êî-
òîðóþ áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé ïàðîñî÷åòàíèé. ÄÂÏÑÑ N = (Nn, n ≥ 0)
îïðåäåëÿåòñÿ êàê îäíîðîäíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿ-
ìè, çàäàííûìè ñîîòíîøåíèåì

P (Nn+1 = j|Nn = i,η) = P(L(U, V, ηn+1) = j|η),

ãäå âåêòîð (U, V ) ïðè óñëîâèè η èìååò ï.ô. f(s, t; ηn+1)
i, s, t ∈ [0, 1]. Ïðè

ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî N0 = N .
Îïÿòü æå åñòåñòâåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðåäëàãàåò ðàññìàòðèâàòü (Xn,i, Yn,i)

� êîëè÷åñòâà ïîòîìêîâ îäíîé ïàðû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîëà è ïîëàãàòü

Nn+1 = L

(
Nn∑
i=1

Xn+1,i,

Nn∑
i=1

Yn+1,i, ηn+1

)
.

Ñëó÷àéíûå âåêòîðû (Xn,i, Yn,i) ïðè ôèêñàöèè ñðåäû ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè è èìåþùèìè ðàñïðåäåëåíèå f(s, t; ηn).

Íàçîâåì ôóíêöèþ ïàðîñî÷åòàíèé L(x, y; z) ïî÷òè ëèïøèöåâîé, åñëè íàé-
äåòñÿ ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ g : R+ × R+ × R → R+, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì
g(x, cy, z) = cg(x, y, z), äëÿ êîòîðîé ïðè âñåõ x, y, z

|L(x, y, z)− g(x, y, z)| ≤ c(|x|1−δ + |y|1−δ)

ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ c è δ ∈ (0, 1).
Ðàññìîòðèì ÄÂÏÑÑ {Nn} ñ ïî÷òè ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé ïàðîñî÷åòà-

íèé L. Ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξi = ln g(Eηi
Xi,1,EYi,1, ηi)

è íàçîâåì Sn =
∑n

i=1 ξi, n ≥ 0, ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì, ñîïðîâîæäàþùèì
ÄÂÏÑÑ {Nn}. Áóäåì íàçûâàòü ïðîöåññ äîêðèòè÷åñêèì ïðè Eξ1 < 0, êðè-
òè÷åñêèì ïðè Eξ1 = 0 è íàäêðèòè÷åñêèì ïðè Eξ1 > 0.

Òåîðåìà. Ïóñòü {Nn} � ÄÂÏÑÑ ñ N0 = N , TN � âðåìÿ äî âûðîæäåíèÿ
ïðîöåññà.

1. Ïóñòü ÄÂÏÑÑ äîêðèòè÷åñêèé, ïðè÷åì EX1+δ
1,1 < +∞, EY 1+δ

1,1 < +∞
ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì δ. Òîãäà

TN − lnNEξ1 = OP (1), N → ∞.

2. Ïóñòü ÄÂÏÑÑ êðèòè÷åñêèé, ïðè÷åì EX2
1,1 < +∞, EY 2

1,1 < +∞. Òî-
ãäà

TN

ln2 N

d→ Z, N → ∞,

ãäå Z èìååò îòðèöàòåëüíîå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì ôîð-
ìû 1/2 è ïàðàìåòðîì ìàñøòàáà (2σ2)−1, ãäå σ2 = Eξ21 .

Ïåðâàÿ ÷àñòü íàñòîÿùåé òåîðåìû ïîëó÷åíà àâòîðîì, âòîðàÿ � àñïèðàí-
òîì À.Ï. Æèÿíîâûì ïîä ðóêîâîäñòâîì àâòîðà.
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Î ÷èñëå îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðàçìåðû êîìïîíåíò

À.Ë. ßêûìèâ

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåêëîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Ïóñòü Sn - ñîâîêóïíîñòü îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà X èç n ýëåìåíòîâ â ñå-
áÿ. Ãðàô îòîáðàæåíèÿ σ ∈ Sn ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì Γ(X,σ),
âåðøèíû êîòîðîãî x, y ∈ X ñîåäèíåíû äóãîé (x, y), åñëè y = σ(x). Êàæ-
äûé ãðàô Γ(X,σ) ñîñòîèò èç ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, ïðè÷¼ì êîìïîíåíòà ñî-
ñòîèò èç îäíîãî êîíòóðà è äåðåâüåâ, êîðíÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû
êîíòóðà, íàçûâàåìûå öèêëè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè. Âñå äóãè äåðåâüåâ îðèåí-
òèðîâàíû â íàïðàâëåíèè ê êîðíÿì. Ïóñòü Sn(A) - ñîâîêóïíîñòü îòîáðàæå-
íèé èç Sn, ðàçìåðû ñâÿçíûõ êîìïîíåíò êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
A ⊆ N . Ïðè ýòîì ðàçìåðîì êîìïîíåíòû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî å¼ âåðøèí. Òàêèå
îáúåêòû ðàññìîòðåíû À.Í. Òèìàø¼âûì â 2019 ãîäó [4]. ×åðåç π(k) îáîçíà-
÷èì ïóàññîíîâñêóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ ïàðàìåòðîì k ∈ N è ïîëîæèì
qk = P{π(k) < k}.

Òåîðåìà. Ïóñòü ìíîæåñòâî A èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ïëîòíîñòü ϱ âî
ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ò.å., |k : k ∈ A, k ≤ n|/n → ϱ ïðè n →
∞. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî |k : k ≤ n, k ∈ A,m − k ∈ A|/n → ϱ2 äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé C ∈ [1,∞) ðàâíîìåðíî ïî m ∈ [n,Cn]. Òîãäà

|Sn(A)| = (1 + o(1))

√
π

Γ(ϱ/2)
ec(A)−ϱγ/2nn−(1−ϱ)/2L(n),

ãäå γ - ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, c(A) =
∑

k∈N\A(1/2−qk)/k è ôóíêöèÿ L(n) ìåä-

ëåííî ìåíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè÷¼ì L(n) = exp
((∑

k∈A, k≤n 1/k − ϱ lnn
)
/2
)
.

Ïóñòü ñëó÷àéíîå îòîáðàæåíèå σn = σn(A) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå íà èçó÷àåìîì ìíîæåñòâå îòîáðàæåíèé Sn(A). ×åðåç ζin îáîçíà÷èì
÷èñëî êîìïîíåíò ðàçìåðà i ýòîãî ñëó÷àéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü (ηi, i ∈ A)
åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ
ïàðàìåòðàìè λi = qi/i. ×åðåç dTV (X,Y ) îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ïî âàðèà-
öèè ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ X è Y , ïðèíèìàþùèìè
çíà÷åíèÿ èç Zk

+ = {(x1, . . . , xk), xi ∈ N ∪ {0} ∀ i = 1, . . . , k}, à èìåííî:

dTV (X,Y ) = sup
B⊆Zk

+

|P{X ∈ B} − P{Y ∈ B}|.
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Äàëåå èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò Å. Ìàíñòàâè÷þñà [1] äëÿ ñëó÷àéíûõ àíñàìáëåé,
à òàêæå òåîðåìó 1, âûâîäèì ñëåäóþùóþ îöåíêó.

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ íåêî-
òîðîãî a > 0 ïðè n → ∞

dTV ((ζmn, m ∈ A,m ≤ r), (ξm,m ∈ A,m ≤ r)) = O(1)
( r
n

)a
ðàâíîìåðíî ïî r ∈ [1, n] ∩A.

Ïóñòü Vn(A) åñòü ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé èç Sn, ðàçìåðû êîíòóðîâ
êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü
A-îòáðàæåíèÿìè. Îíè ââåäåíû â 1972 ãîäó â ðàáîòå Â.Í. Ñà÷êîâà [2]. Äàëåå
ìû ñðàâíèâàåì, êàêèõ îòîáðàæåíèé áîëüøå (ñ ó÷¼òîì ñîîòâåòñòâóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ èç ñòàòüè [5].)

Â çàâåðøåíèå äîêëàäà îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
îäíèì èç ìíîãî÷èñëåííûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è å¼ ïðèìå-
íåíèÿõ, â ÷àñòíîñòè, â êîìáèíàòîðíîì àíàëèçå, â êîòîðûõ ðàáîòàë Áîðèñ
Àëåêñàíäðîâè÷ - ñì., íàïðèìåð ðàáîòó [3].

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
�19-11-00111-Ï,
https://rscf.ru/project/19-11-00111/ .
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ïðîñòðàíñòâàõ

E.B.ßðîâàÿ

Êàôåäðà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò,
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà,

Ðîññèÿ

Â ñòàòüå Á.À.Ñåâàñòüÿíîâà �Âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíûå ïðîöåññû äëÿ ÷à-
ñòèö, äèôôóíäèðóþùèõ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ ïîãëîùàþùèìè ãðàíè-
öàìè� (Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí., 3:2 (1958), 121�136), ïî-âèäèìîìó,
âïåðâûå ðàññìîòðåí âåòâÿùèéñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äèôôóçèåé ÷àñòèö.
Òàêîå îáîáùåíèå çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèëî îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ âåòâÿùèõñÿ
ïðîöåññîâ è ïðèâåëî ê âîçíèêíîâåíèþ òàêîãî íàïðàâëåíèÿ, êàê âåòâÿùèåñÿ
ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ.

Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àé-
íûõ áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñàíû â
òåðìèíàõ ðàçìíîæåíèÿ, ãèáåëè è òðàíñïîðòà ÷àñòèö ïî ìíîãîìåðíûì ðå-
øåòêàì. Òî÷êè ðåøåòêè, â êîòîðûõ ìîæåò ïðîèñõîäèòü ðîæäåíèå è ãèáåëü
÷àñòèö íàçûâàþòñÿ èñòî÷íèêàìè âåòâëåíèÿ. Ïåðåìåùåíèå ÷àñòèö ïî ðåøåò-
êå îïèñûâàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ñèììåòðè÷íûì ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì. Ìû
ïðåäïîëàãàåì íàðóøåíèå ñèììåòðèè áëóæäàíèÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.
Ïîâåäåíèå ìîìåíòîâ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóê-
òóðîé ñïåêòðà ýâîëþöèîííîãî îïåðàòîðà ñðåäíèõ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö è
òðåáóåò äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðÿäà ìîäåëåé ïðèâëå÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè
îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíûõ
òåîðåì ïðåäëàãàþòñÿ äâà ïîäõîäà: îäèí èç êîòîðûõ îñíîâàí íà ïðîâåðêå
óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ åäèíñòâåííîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîãî âåðîÿò-
íîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö ñâîèìè ìîìåíòàìè, à äðóãîé
� íà àïïðîêñèìàöèè íîðìèðîâàííîãî ÷èñëà ÷àñòèö â òî÷êå ðåøåòêè íåêîòî-
ðûì íåîòðèöàòåëüíûì ìàðòèíãàëîì (ñì., Í. Â. Ñìîðîäèíà è Å. Á. ßðîâàÿ,
ÓÌÍ, 77:5(467) (2022), 193�194), ïîçâîëÿþùèé äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ýòèõ
âåëè÷èí ê ïðåäåëó â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì â äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ íà õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñðàâíåíèþ
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö â êàæäîé òî÷êå ðåøåò-
êè è èõ ìîìåíòîâ äëÿ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïðè ðàçëè÷íûõ
ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ïàðàìåòðàìè ìîäåëè.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
�23-11-00375, https://rscf.ru/project/23-11-00375 â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòè-
òóòå èì. Â.À. Ñòåêëîâà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.
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