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Общая характеристика работы 

 

Актуальность темы. После работ Е.Т. Джейнса (конца 50-х годов XX ве-

ка), А. Дж. Вильсона (конца 60-х годов ХХ века), И. Пригожина с коллегами, 

Г. Хакена (70-е годы XX века) в литературе достаточно прочно укрепилась 

концепция о плодотворности перенесения термодинамического формализма на 

различные макросистемы (в частности, встречающиеся экономике, биологии, 

социальной сфере). В России систематические исследования в этом направле-

нии были предприняты Л.Н. Розоноэром в начале 70-x гг. XX века. В последние 

несколько десятков лет в России в этом направлении работают, например, 

В.П. Маслов, Ю.С. Попков. Упомянутая концепция часто используется для на-

хождения равновесия макросистемы. А именно, по аналогии с феноменологи-

ческой термодинамикой, вводится вероятностное распределение на множестве 

состояний, в которых может пребывать макросистема. Такое распределение 

может, например, совпадать с инвариантной мерой эргодической динамической 

системы, порождающей рассматриваемую макросистему, или с финальным 

(равным стационарному) распределением эргодического (например, марковско-

го) случайного процесса, порождающего рассматриваемую макросистему. Если 

размерность макросистемы увеличивается, то, как правило, распределение со-

средотачивается в окрестности наиболее вероятного макросостояния. Таким 

образом, с ростом времени наблюдения за макросистемой и размерности мак-

росистемы следует ожидать нахождения макросистемы с большой вероятно-

стью в окрестности наиболее вероятного состояния, которое, естественно, в 

связи с этим называть равновесием макросистемы. Задача нахождения наиболее 

вероятного макросостояния часто сводится (асимптотически по размерности 

системы) к задаче максимизации энтропийно-подобного функционала при ог-

раничениях (в термодинамике таким образом можно получить статистики 

Больцмана, Ферми–Дирака, Бозе–Эйнштейна). Отметим, что в диссертации 

уделяется особое внимание тому случаю, когда эволюция макросистемы опи-

сывается законами аналогичными законам стохастической химической кинети-

ки (равноправие агентов), причем число химических реакций и размерность 

пространства макросостояний системы могут расти с ростом числа агентов в 

системе. 

Большой класс макросистем имеет в своей основе эволюционную динами-

ку, приводящую к равновесию, которое также может быть проинтерпретирова-

но, как равновесие Нэша (в некоторой потенциальной игре в условиях конку-

рентного рынка). Такая ситуация имеет место, например, с наиболее популяр-

ными сейчас в мире моделями равновесного распределения потоков в транс-
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портной сети (модели типа Бэкмана и их обобщения). Однако, такого рода мо-

дели (макросистемы), часто вводятся стационарно (без явного описания эволю-

ционной динамики), и, как следствие, имеют слабые места. С этими слабыми 

местами можно разобраться, только если придумать разумную динамику (в том 

числе стохастическую), дающую предписанный стационар. Весь этот круг во-

просов связан с изучением динамики макросистемы при различных скейлингах 

(предельных переходах). В частности, одним из наиболее перспективных на-

правлений современной численной оптимизации в пространствах огромной 

размерности являются субградиентные стохастические методы (типа зеркаль-

ного спуска), которые, как оказываются, в ряде случаев также могут быть про-

интерпретированы с помощью указанного выше формализма. Таким образом, 

возможность придумать и исследовать разумную динамику для той или иной 

заданной стационарной макросистемы в ряде случаев одновременно означает 

возможность эффективно вычислить равновесие этой макросистемы. 
 

Цель работы. Основной целью диссертационной работы является исследова-

ние равновесий макросистем. Уточним сказанное. Отыскание достаточных ус-

ловий, при которых можно говорить о существовании (единственности) равно-

весия. Разработка эффективных вычислительных алгоритмов поиска равнове-

сий макросистем. Изучение сохранения (наследования) свойств макросистем 

при различных скейлингах, в частности исследовании перестановочности пре-

дельных переходов по времени и размерности макросистемы (числу агентов). 

Изучение теоретико-игровых аспектов концепции равновесия макросистемы. 

Оценки скорости сходимости к равновесию и плотности концентрации инвари-

антной меры в равновесии. Изучение конкретных макросистем, возникающих 

при математическом моделировании транспортных потоков (модель расчета 

матрицы корреспонденций и модель равновесного распределения потоков на 

графе транспортной сети), интернета (модель ранжирования web-страниц), эко-

номики (кинетика социального неравенства), социологии (модель миграции на-

селения), биологии (модель хищник–жертва). 
 

Общая методика исследования. В первой главе диссертации при изучении 

равновесий макросистем широко используется классический вариант эргодиче-

ской теории марковских процессов (фундаментальной монографии А.А. Боров-

кова (1999) здесь оказалось более чем достаточно), для получения стационар-

ной (инвариантной) меры. Далее активно используется техника изучения явле-

ния концентрации этой меры: от формулы Стирлинга и метода Дарвина–

Фаулера (базирующемся на аппарате производящих функций и асимптотиче-

ском оценивании интегралов методом Лапласа или методом перевала из 
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ТФКП), до современных геометрических теорем о концентрации меры (бази-

рующихся на таких понятиях как кривизна Риччи многообразия и изоперимет-

рические неравенства). Для оценок скоростей сходимости в эргодической тео-

реме среди прочего используются современные варианты неравенства Чигера 

(Фан Чанг, 2005) и дискретная кривизна Риччи (Жульен–Оливье, 2007). Во 

многом следуя Е.Т. Джейнсу, А.Дж. Вильсону и Ю.С. Попкову с помощью до-

вольно стандартной техники гладко-выпуклой оптимизации (принципа Ферма и 

Лагранжа) мы сводим задачу поиска равновесия макросистемы (для важного 

класса макросистем) к задаче энтропийно-линейного программирования. 

Во второй главе диссертации для построения эффективного итерационного 

алгоритма решения задачи энтропийно-линейного программирования активно 

используется второй метод Ляпунова (см., например, Б.Т. Поляк, 1983) и метод 

внутренних штрафных функций (барьеров), используемый в отделе Ю.Г. Евту-

шенко в ВЦ РАН уже более 20 лет. Также в случае огромных размеров макро-

системы применяются идеи стохастического квазиградиентного спуска, восхо-

дящие к работам начала 70-х Ю.М. Ермольева. Однако нами эти идеи приме-

няются в более современных вариантах, встречающихся, например, в работах 

А.С. Немировского, Ю.Е. Нестерова. 

В третьей главе (также как и во второй) используется второй метод Ляпу-

нова и некоторая техника работы с равновесиями макросистем из главы 1. Кро-

ме того, используются идеи метаигрового синтеза (двухуровневой оптимиза-

ции) в задаче о платных дорогах. Также в этой части мы существенным образом 

опираемся на недавно предложенную (например, Немировским–Юдитским–

Шапиро и др.) технику доказательства сходимости итерационного метода зер-

кального спуска решения задачи стохастической выпуклой оптимизации с 

оценкой скорости сходимости. 
 

Научная новизна. Как уже упоминалось, исследование всевозможных макро-

систем является довольно популярным направлением математического модели-

рования на западе. Подтверждением этому могут служить, например, известные 

в России монографии А.Дж. Вильсона (1978), К.В. Гардинера (1986), В. Вайд-

лиха (2000) (мы лишь указали наиболее доступные российскому читателю кни-

ги). Акцент в этих работах делается, прежде всего, на интересные приложения. 

Кульминацией исследований был результат о том, что в случае выполнения ус-

ловия детального равновесия (баланса) эргодическая марковская динамика, ле-

жащая в основе макросистемы, приводит к единственному равновесию, поиск 

которого сводится к решению задачи энтропийно-линейного программирова-

ния. Попытка обобщить этот результат привела В.В. Веденяпина и Я.Г. Бати-

щеву около 10 лет назад к условию унитарности или (ШБП) условию (см. ни-
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же). Отметим, что это условие было обнаружено путем анализа с помощью 

второго метода Ляпунова (с функцией Ляпунова, совпадающей с той самой эн-

тропией, которую надо максимизировать, чтобы найти наиболее вероятное 

макросостояние) системы дифференциальных уравнений типа химической ки-

нетики, полученной при скейлинге (предельном переходе по числу агентов – 

размерности макросистемы) из марковской динамики, лежащей в основе мак-

росистемы. У Батищево–Веденяпина на этом пути были предшественники, из 

которых мы упомянем здесь лишь А.Н. Горбаня с концепцией обхода равнове-

сия. В 2004 году при подготовке докторской диссертации С.А. Пирогов незави-

симо получил условие унитарности, но в отличие от Батищевой–Веденяпина он 

делал сначала предельный переход по времени (получая инвариантную меру), и 

уже потом исследовал концентрацию этой меры, осуществляя предельный пе-

реход по размерности макросистемы. При выполнении условия унитарности 

эти предельные переходы оказались перестановочными. Тогда же С.А. Пирого-

вым был придуман пример, показывающий, что условие унитарности не явля-

ется необходимым условием существования и единственности равновесия. От-

метим, что приблизительно в то же время сотрудники ИППИ РАН А.Н. Рыбко, 

С.Б. Шлосман, А.А. Владимиров изучали макросистемы, пришедшие из теории 

сетей массового обслуживания, в которых в результате всех предельных пере-

ходов возникает не равновесие, а некоторые предельные процессы. Это важное 

обстоятельство подчеркивает некоторую частность изучаемого нами объекта – 

концепции равновесия макросистемы. Другими словами, совсем не обязательно 

у динамической системы, задаваемой эргодическим марковским процессом, с 

огромным числом состояний на больших временах будет наблюдаться что-то 

похожее на равновесие. 

В диссертации получено условие, обеспечивающее существование и един-

ственность равновесия, отличное от условия унитарности. Полученное условие 

также не является необходимым. Также в диссертации объясняется (в общем 

случае), почему получилась такая завязка функции Ляпунова детерминирован-

ной динамики, полученной при скейлинге, на функцию характеризующую по-

ведение инвариантной меры. Кроме этого, в работе показывается, что при весь-

ма естественных условиях время сходимости к равновесию оказывается очень 

маленьким. Для понимания этого обстоятельства динамика макросистемы 

представляется в виде случайного блуждания на графе. Далее используются из-

вестные способы оценивания времени выхода таких марковских цепей на ста-

ционарное распределение, восходящие к работе Дайера–Фрайза–Каннана, 1989. 

Работа посвящена приближенному вычислению объема выпуклого тела за по-
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линомиальное время. Отметим, что в свое время эта работа была удостоена 

премии Фалкерсона. 

Наряду с новыми результатами теоретического характера, в диссертации 

приводятся конкретные примеры макросистем, равновесия которых считаются. 

Как правило, все эти примеры мотивированы приложениями, в особенности 

транспортными. 

Большой научной новизны в главе 2 нет. Тем не менее, в главе резюмиро-

ваны (представлены единообразно) многие известные алгоритмы решения за-

дач энтропийно-линенйого программирования (Брэгмана–Шелейховского, 

MART, GISM, Ю. С. Попкова и др.). Описанные в этой главе идеи улучшения 

этих (известных) алгоритмов путем введения рандомизации и т.п. также далеко 

не новы. Однако мы постарались использовать (адаптировать) применительно к 

данной специальной задаче самые современные достижения численной опти-

мизации, использующиеся, например, в работах А.С. Немировского с коллега-

ми, Ю.С. Нестерова и др. 

В третье главе новым является эволюционно-макросистемная интерпрета-

ция конструкции равновесия Нэша–Вардропа до этого использовавшейся толь-

ко стационарно. Равновесие Нэша–Вардропа отвечает равновесному распреде-

лению потоков на графе транспортной сети. Такая эволюционная интерпрета-

ция, среди прочего, позволила усилить известный парадокс Брайеса (1968), от-

ражающий хорошо известный факт, что равновесие по Нэшу не обязано быть 

оптимальным по Парето. При этом оно может быть устойчивым равновесием 

Нэша (Э. Мулен, 1985), т.е. разумная динамика наилучших ответов, приводит 

именно к такому равновесию. А также такая интерпретация позволила объяс-

нить (мотивируя) эвристический способ отбора Бар-Гира–Швецова (2010) 

единственного равновесия Нэша–Вардропа в случае, когда имеет место не 

единственность равновесий. 
 

Теоретическая и практическая значимость. Диссертационная работа в ос-

новном носит теоретический характер, хотя во многом мотивированна совер-

шенно конкретными приложениями. Здесь хотелось бы отметить, что на наш 

взгляд, наиболее значимо. 

Прежде всего, это сама идея, что если есть некоторая стационарно задан-

ная макросистема, т.е. отсутствует фактор времени, то введение (иногда искус-

ственное) этого фактора путем подбора разумной динамики, дающий предпи-

санный стационар, может быть крайне плодотворна при различных обобщениях 

известных моделей (макросистем). Рассмотрим пример стационарно заданной 

макросистемы – энтропийная модель А.Дж. Вильсона расчета матрицы коррес-

понденций крупного города, разбитого на районы, на основе информации о 
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том, сколько людей и в каком районе живет и работает. Эта модель плохо ка-

либровалась на основе данных, полученных по Москве в ноябре 2011 г. В Ла-

боратории прикладного моделирования транспортных систем ИПМ им. М.В. 

Келдыша РАН (зав. лаб. В.П. Осипов) возникли гипотезы о том, как стоит под-

править модель. Узнав об этом, нами сначала была предложена разумная дина-

мика, дающая обычную энтропийную модель в качестве равновесия. Затем ста-

ли смотреть на наиболее важные факторы, которые не учитывались в этой ди-

намике. Внеся их в старую динамику, мы получили новую динамику, которая 

приводила уже к некоторому обобщению энтропийной модели (полученная мо-

дель соответствовала одной из гипотез). Предложенное обобщение оказалось 

более адекватным имеющимся данным. Сейчас эта модель тестируется в НИ и 

ПИ Генплана г. Москвы, как структурный блок (первый из четырех) общей че-

тырех стадийной модели Москвы. 

Заметим, что именно эволюционность (наличие фактора времени) в изуче-

нии макросистем отличает наш подход от широко распространенного подхода 

анализа стационарно заданных макросистем (В.П. Маслов, Ю.С. Попков). Под 

“стационарно заданными” мы имели в виду, что инвариантная мера определя-

ется исходя из каких-либо разумных соображений, например, симметрии. 

Другой пример необходимости введения динамики, дают макросистемы, 

имеющие игровую природу, т.е. равновесие в этих системах может быть проин-

терпретировано, как равновесие Нэша. Введение динамики позволяет, в случае 

если таких равновесий много, выбрать единственное. Важно отметить, что про-

цедура отбора как раз и включает в себя использование концепции равновесия 

макросистемы. Именно это обстоятельство и отличает предложенную процеду-

ру от ряда других. 

Важной идеей является возможность получения эффективных численных 

методов решения задач выпуклой оптимизации, пришедших из теории игр, с 

помощью изучения возможных разумных стохастических динамик нащупыва-

ния равновесия Нэша. Безусловно, это идея не нова, но в диссертации вскрыва-

ются некоторые содержательные аспекты очень популярного сейчас метода 

решения задач оптимизации огромной размерности – стохастического зеркаль-

ного спуска. 

Хотелось бы также обратить внимание на обнаруженную в диссертации 

“двойственность” энтропийно-подобного функционала. Этот функционал вы-

ступает как функция Ляпунова детерминированной кинетической динамики, 

полученной в результате скейлинга из исходно стохастической динамики мак-

росистемы, а также как функция характеризующая концентрацию инвариант-

ной меры (подобно неравенствам о больших уклонениях в теории вероятно-
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стей) той же самой стохастической динамики. Это наблюдение выглядит пер-

спективно с точки зрения с возможности характеризовать (изучать) аттракторы 

диссипативных динамических систем, с помощью множества концентрации ин-

вариантной меры стохастической макросистемы, породившей изучаемую де-

терминированную диссипативную систему. 

Более того, можно отметить, что содержащиеся в диссертации результаты 

с определенного ракурса показывают ограниченность возможности описания 

окружающей действительности с помощью детерминированных дифференци-

альных уравнений. Приведем характерный пример. В известной детерминиро-

ванной биологической модели В. Вольтерра наблюдаются колебания хищников 

и жертв, в то время как в стохастическом варианте этой макросистемы, из кото-

рого, собственно, и получается детерминированный, в конечном итоге, все 

хищники погибают от голода. С другой стороны знание ограничений позволяет 

лучше использовать и интерпретировать результаты, полученные из анализа 

систем обыкновенных дифференциальных уравнений (СОДУ) и уравнений в 

частных производных, описывающих какое-то явление. 
 

Публикации. По материалам диссертации опубликовано 33 печатные работы 

(среди которых 4 статьи из списка ВАК, одна монография, одно учебное посо-

бие и один электронный препринт, выложенный на arxiv.org). 
 

Апробация работы. Результаты работы докладывались на нескольких десятках 

конференций, среди которых 10 международных конференций (в том числе в 

качестве приглашенного пленарного докладчика), а также семинаре ВЦ РАН 

И.С. Меньшикова (2009), семинаре-конференции по трафику РАН под рук. 

акад. В.В. Козлова в Президиуме РАН (2010), в МФТИ на Стохастическом се-

минаре кафедры МОУ ФУПМ (2011), в Независимом Московском Университе-

те на Транспортном семинаре и на семинаре Стохастический анализ в задачах 

(2012). 
 

Структура и объѐм диссертации. Диссертация состоит из введения, трѐх глав, 

двух приложений и списка литературы. Общий объѐм работы составляет 

страниц, включая список литературы из             наименований. 

 

Содержание работы 
 

Во введении сформулированы цели работы, обосновывается еѐ актуальность, 

дан краткий обзор работ связанных с темой диссертации, приводятся основные 

результаты и их предпосылки. 
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В главе 1 вводится понятие равновесия макросистемы, приводится ряд приме-

ров, формулируются общие теоремы. 

В начале главы разбираются мотивировочные примеры. Приведем некото-

рые из них. 

 

Пример. PageRank 

Хорошо известно, что поисковая система Google была создана в качестве 

учебного проекта студентов Стэнфордского университета Лари Пейджа и Сер-

гея Брина. В 1996 году они работали над поисковой системой BackRub, а в 1998 

году на еѐ основе создали новую поисковую систему Google. Ими был предло-

жен определенный способ ранжирования web-страниц. Этот способ, также как 

и довольно большой класс задач ранжирования возникающих, например, при 

вычислении индексов цитирования ученых или журналов, сводится к нахожде-

нию левого собственного вектора Tp


 некоторой стохастической матрицы P : 
T Tp p P
 

. Обоснование этому дает теория цепей А. А. Маркова (1906). Точнее, 

эргодическая теорема для конечных однородных неразложимых (из любого со-

стояния со временем с не нулевой вероятностью можно попасть в любое дру-

гое) и апериодических марковских цепей (для справедливости последнего ут-

верждения выполнение условия апериодичности не требуется): 

! :Tp


 
T Tp p P
 

 и если    1T Tp n p n P 
 

, n , то 

   1 limT T T

n
p p n p


 
  

 (все вектора являются распределениями вероятностей); 

 
1

1
lim на шаге  попали в состояние 

n

m
n

k

I k m p
n



 ,  
1, истина

0, ложь

A
I A

A


 


. 

Цель настоящего примера предложить другое обоснование ранжирующему 

вектору p


 (
T Tp p P
 

), базирующееся на концепции равновесия макросистемы. 

Имеется ориентированный граф ,G V E  сети Интернет (вершины – web-

страницы, ребра – ссылки: запись  ,i j E  означает, что на i -й странице име-

ется ссылка на j -ю страницу), M  – число пользователей сети (это число не 

меняется со временем, 1M V  ),  1P E P     , где E  – единичная мат-

рица,   
1

: , ,ijp k i k E i j


   , иначе = 0,  0,1  (часто полагают 0.85  ). 

Пусть  in t  – число посетителей web-страницы i в момент времени t. За один 

такт времени каждый посетитель с вероятностью ijp   переходит по ссылке на 

web-страницу j. Считаем стохастическую матрицу P  неразложимой и аперио-

дической. Ниже приведен основной результат, позволяющий по-другому ин-

терпретировать вектор p


 (PageRank): 
T Tp p P
 

, согласно которому и происхо-

дит ранжирование web-страниц. 

Утверждение 1. 0, ..., 0, 0:q q qq V T t T        
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1 , 0, ..., 0.99

qk

k

Vn t
P k q

Mp M

 
    




, 

где T Tp p P
 

 (решение единственно в классе распределений вероятностей в виду 

неразложимости). При этом здесь для удобства считаем 
1 2 ... .

V
p p p    

Сделаем одно полезное в дальнейшем замечание. Осуществим в уравнении 

Колмогорова–Чэпмена (формуле полной вероятности), задающем марковскую 

динамику в дискретном времени,    1T Tp n p n P 
 

 предельный переход к не-

прерывному времени (скейлинг): шаг по времени 0t    и :ij ijp t  , i j . 

Тогда уравнение Колмогорова–Чэмпена перейдет в уравнение: 

 
 

T

Tdp t
p t

dt
 




 (уравнение Колмогорова–Фѐллера), 

где   ijij
   при i j  (интенсивности переходов) и  

:

ijii
j j i




   , 1,...,i n . 

Матрицу   называют инфинитезимальной матрицей. Асимптотика по времени 

и числу агентов (в рассмотренном выше примере это число пользователей) ре-

шений именно такого типа СОДУ и есть предмет дальнейших исследований. 

Заметим, что в рассматриваемых нами далее макросистемах, при задании ин-

финитезимальной матрицы используется принцип “равноправия агентов”. Впо-

следствии это будет выражено в (по сути комбинаторных) формулах для интен-

сивностей переходов. Эти формулы “пришли” из стохастической химической 

кинетики (агенты = молекулы, возможные переходы – химические реакции). 

Заметим также, что эргодическая теорема для марковских процессов в непре-

рывном времени упрощается – исчезает условие апериодичности. 

Важно заметить, дабы не возникло путаницы, что если мы захотим выпи-

сать уравнение Колмогорова–Фѐллера для PageRank модели, то размерность 

этой системы (вектора  p t


) будет существенно выше M . Поскольку состоя-

нием марковского процесса будет определенный способ распределения M  

одинаковых пользователей по V  различным web-страницам. 

 

Пример. Обобщение энтропийной модели А.Дж. Вильсона расчета матри-

цы корреспонденций 

В некотором городе имеется n  районов, 0iL   – число жителей i -го рай-

она, 0jW   – число работающих в j -м районе (число рабочих мест),  x 0ij t   – 

число жителей, живущих в i-м районе и работающих в j-м в момент времени 

0t  . Со временем пронумерованные жители (количество которых не меняется 

и равно 
1 1

n n

i j

i j

M L W
 

   ) меняют места жительства (квартиры). Считается, что 

отмеченные изменения могут происходить только за счѐт обмена квартирами, 

т.е. 
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 x 0ij t  ,  
1

x
n

ij i

j

t L


 ,  
1

x
n

ij j

i

t W


 , , 1, ...,i j n , 21 n M  .          (A) 

Пусть в момент времени 0t   r-й житель живет в k-м районе и работает в 

m-м, а s-й житель живет в p-м районе и работает в q-м. Тогда 

   , ; ,k m p q t t o t     – есть вероятность того, что жители с номерами r  и s  

(1 r s M   ) поменяются квартирами в промежутке времени  ,t t t  . 

Естественно считать, что вероятность в единицу времени обмена местами 

жительства зависит только от мест проживания и работы обменивающихся. 

Например, можно считать, что расстояние от района i  до района j  есть 0ijl  , а 

            1

, ; , , ; ,

суммарные затраты суммарные затраты
до обмена после обмена

exp 0k m p q k m p q km pq pm kqt M R l R l R l R l        
 

, 

где коэффициент 0   характеризует интенсивность обменов, функция 

   ln 2R l l l   , 0  , 0   (заметим, что при весьма общих предполо-

жениях считают, что 1  ), 0   отражает затраты в пути (первое слагаемое) 

и, одновременно, возможность найти подходящую работу на расстоянии поряд-

ка l  от места жительства: чем больше l , тем больше территория для поиска 

2 l l  , тем больше вероятность успеха (найти подходящую работу), тем 

меньше должны быть затраты  R l  (второе слагаемое). В классической стати-

ческой энтропийной модели (второй половины 60-ых годов XX века) А. Дж. 

Вильсона 0  . Однако по Москве наблюдается заметно лучшее соответствие 

реальных данных рассматриваемой модели, если допускать 0  , и оптималь-

но его подбирать.  

Согласно эргодической теореме: 

      
,

1, 1
A lim x , , 1,...,

n n

ij ij iji j t
x P t x i j n

  
    

        
,

1 ,
1

1, 1
1, 1

exp ln !
n n def n n

ij ij ij ij ij i j
i j

Z l l x x p x


 




 
 

     , 

где статсумма Z  находится из условия нормировки получившейся 

“пуассоновской” вероятностной меры. Отметим, что стационарное (инвариант-

ное) распределение   ,

1, 1

n n

ij i j
p x

 
 удовлетворяет условию детального равнове-

сия (частный случай более общего условия инвариантности): 

     11 , ; ,1 1 ,..., 1,..., 1,..., 1,..., 1,...,km pq km pq pm kq nn k m p qx x p x x x x x x         

  ,

, ; ,1, 1

n n

pm kq ij p m k qi j
x x p x 

 
 . 

Распределение   ,

1, 1

n n

ij i j
p x

 
 на множестве (A) сконцентрировано при 1M   

(см. ниже) в окрестности наиболее вероятного значения  
,

*

1, 1

n n

ij i j
x

 
, которое на-

ходится, как решение задачи энтропийно-линейного программирования: 
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,

1, 1

, ,

A1, 1 1, 1

ln ln min
n n

ij
i j

n n n n

ij ij ij ij ij
xi j i j

x x e l l x


 
 

   

     . 

Решение этой задачи можно представить как 

  exp 1 lnL W

ij i j ij ijx l l


          , 

где множители Лагранжа (двойственные переменные)  
1

n
L

i i



 и  

1

n
W

j j



 опреде-

ляются из равенств системы (A). На практике мы имеем информацию о 

 
1

,
n

i i i
L W


 и  

,

1, 1

n n

ij i j
l

 
. Решив задачу (A), мы найдем 

     
,

,

1 1, 1
1, 1

, ;
n n

n nn

km i i iji i j
k m

x L W l
  

 

. 

Такой способ расчета матрицы корреспонденций с 0   в литературе часто на-

зывают (энтропийной) гравитационной моделью: 

    expij i j i j ij ijx AB LW l l
 

   , 

где  
1

n

i i
A


 и  

1

n

j j
B


 определяются из соотношений: 

    
1

1

exp
n

i j j ij ij

j

A B W l l
 







 
   
 
 ,     

1

1

exp
n

j i i ij ij

i

B A L l l
 







 
   
 
 . 

Приведем теперь оценку концентрации стационарного распределения 

  ,

1, 1

n n

ij i j
p x

 
 в окрестности наиболее вероятного значения  

,
*

1, 1

n n

ij i j
x

 
. Для этого, 

предварительно, введем такую перестановку  ij  , что      2

* * *

1 2
...

ij ij ij n
x x x   , а 

затем введем обозначение      k ij k
n t x t , 21,...,k n . 

Утверждение 2.   20, ..., 0, :q q qq n T Poly M t T        

 

 
*

1 , 1,..., 0.99
qk

ij k

nn t
P k q

x M

 
    
 
 

. 

 

Предположим, что некоторая макросистема может находиться в различных 

состояниях, характеризуемых вектором n


 с неотрицательными 

целочисленными компонентами. Будем считать, что в системе происходят 

случайные превращения (химические реакции). Пусть n n    
 

,  , J  


 

– все возможные типы реакций (конечный набор). Введем, следуя М. А. Леон-

товичу (1935), интенсивность реакции: 

         
1

, ,
: 0

... 1 ,
i

i

i

i i i

i

n n n M K n n
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где 0K





  – константа реакции (в общем случае  K n







 – функция , см. напри-

мер, п. в) теоремы 1). При этом часто считают  ii
n t M . Таким образом 

   
,

n
 

 


 – вероятность осуществления в единицу времени перехода 

n n    
 

. На макроуровне все это соответствует принципам химической 

кинетики (закон действующих масс Гульдберга–Вааге, 1864). 

Следующая теорема отображает (немного уточняя) известные результаты 

а) В. В. Веденяпина (1999), б) В. А. Малышева, С. А. Пирогова, А. Н. Рыбко 

(2004) и в) обобщает результаты В. Вайдлиха (2000) и др. на случай, когда рас-

сматривается более общая схема, чем модель миграции населения. 

 

Теорема 1. а)    , , 0n t n 
   

                                                               (inv) 

тогда и только тогда, когда вектор 


 ортогонален каждому вектору семей-

ства  
 , J 

 


 


. 

б) Пусть выполняется условие унитарности или динамического равнове-

сия, которое, следуя В.В. Веденяпину, будем далее называть условием Штю-

кельберга–Батищевой–Пирогова: 

0:    
  

   : , : ,

j j

j j

j jJ J

K K
  


     

 
 

  


 
    

.              (ШБП) 

Тогда мера   !i in

i ii
n e n

  



, где 

*

i i M  , а *


 – произвольное решение 

(ШБП), будет инвариантной относительно предложенной стохастической 

марковской динамики. Эта мера на множестве (inv) экспоненциально быстро 

концентрируется, с ростом M , в окрестности наиболее вероятного состоя-

ния, которое и принимается за положение равновесия макросистемы. Задача 

поиска наиболее вероятного макросостояния асимптотически эквивалентна 

задаче максимизации энтропийного функционала (воспользовались формулой 

Стирлинга     ! 2 1 1
n

n n n e   ):     ln 1i i i

i

E n n n    


 на множе-

стве, задаваемом условием (inv). Отметим, что условие (ШБП), называемое 

также условием унитарности, обобщает хорошо известное в физике и эконо-

мике условие детального равновесия: 

 0: , j j

j j

j j

J K K
  


          


 

  
. 

в) Пусть 

   , ; , 0,1i i i i

i i

J          


,  


 


  , 

      : 1 : 1
exp 1

i i
i i i ii i

K n u n u n 

    
   

 
 


,   0i iu n  . 

Тогда мера       
1

exp !i i ii i
n U n n


  


, где    

1

2
in

i i iU n u





   будет инва-

риантной относительно предложенной стохастической марковской динамики. 
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Эта мера экспоненциально быстро концентрируется, с ростом  i

i

M n t , в 

окрестности наиболее вероятного состояния, которое и принимается за по-

ложение равновесия макросистемы. Задача поиска наиболее вероятного мак-

росостояния асимптотически эквивалентна задаче максимизации энтропий-

ного типа функционала: 

      lni i i i

i

E n n n U n  


 

на множестве, задаваемом условием (inv). 

Замечание. В пунктах б) и в) предполагалось, что марковский процесс не-

разложим (неприводим) в классе (inv): из любого состояния можно со временем 

прийти в любое другое (по-прежнему оставаясь на множестве (inv)). Отсюда 

следует единственность инвариантной меры. Это условие не выполняется, на-

пример, для хорошо известной модели хищник–жертва, в которой имеется по-

глощающие состояния: без хищников. 

Схема доказательства п. б). Будем считать, что ограничения (законы со-

хранения) (inv) задаются системой ( ) : An d


, где klA A  – матрица макси-

мального ранга. Обозначим через   множество неотрицательных целочислен-

ных векторов n


, удовлетворяющих An d


. Тогда равновесие  * *

1

m

i i
n n





 нахо-

дится как решение задачи  
( )

max
n

E n
 

 


 (поскольку функционал строго вогну-

тый и считаем 
* 1in  , то целочисленностью переменных можно пренебречь – 

то есть произвести релаксацию задачи). Используя принцип Лагранжа, можно 

показать, что решение этой задачи представляется в виде 

 * * *expi i i ki k

k

n n y A y
 

   
 



, 

где двойственные переменные (множители Лагранжа) 
*y


 определяются из сис-

темы  An y d
 

. Исследуем концентрацию меры   1

m

i i
p n


 в окрестности наи-

более вероятного значения  *
1

m

i i
n


. Для этого, прежде всего, заметим, что из оп-

ределения  *
1

m

i i
n


 следует 

   
  

 
*

1 *

1
1

ln
0A

m

m im i

i i ii
i i

p n
n n n

n







     


 . 

Поэтому 

     
1

0,1 :A
m

i i
n 


     

     
     

22 *
*

1*

21 1
1

ln 1
ln ln

2

m

m i imm i i i

i ii i
i i

p n n n n
p n p n

n

 


 


    
  


 . 

Но 
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2 2

2 21
1

1
ln ln 1

m
m

i i i ii
ii i i

p n n n
n n n






   
     

   
 . 

Следовательно, приходим к «неравенству о концентрации меры»: 

0L  ,    
1

:A
m

i i
n


   

 
 

2
*

*
1 2max ,

m
i i

i i i

n n
L

n n


       *

1 1
e

mm L

i ii i
p n p n

 
 . 

Отметим, что ряд макросистем, рассмотренных в главе 1, демонстрирует 

ситуацию, когда число состояний dimm n


 и число реакций J  растут вместе 

с ростом числа агентов M . Это обстоятельство, равно как и зависимость 

 K n







, не позволяет напрямую использовать аппарат, разработанный в статьях 

Батищевой–Веденяпина (2005), Малышева–Пирогова–Рыбко (2004), связанный 

с анализом системы обыкновенных дифференциальных уравнений, возникаю-

щей при каноническом скейлинге (см. ниже) стохастической марковской дина-

мики. Отметим также, что в приведенных выше рассуждениях нам даже не по-

требовалось существование при термодинамическом предельном переходе 

M  , J   “ненулевого” (“близкого к равномерному”) финального рас-

пределения. Как следствие концентрация получилась не такая плотная, как в 

моделях, в которых это условие выполняется (см., например, модель Вильфредо 

Парето “Кинетика социального неравенства”). □ 

Пусть теперь dimm n


 и число реакций J  не зависят от числа агентов 

M , и в начальный момент времени 0t   для любого i  существует предел 

   0 lim 0i i
M

c n M


 . Тогда в произвольный момент времени 0t   для любого i  

существует не случайный предел    
п.н.

limi i
M

c t n t M


 . Описанный выше приѐм 

называется каноническим скейлингом. В результате такого скейлинга прихо-

дим к «динамике квазисредних» (терминология В. Вайдлиха): 

 
 ,

i
i i

J

dc
K c

dt

 


 

 


 
 





, j

j

j

c c
 


                             (ДК) 

Это технически нетривиальное утверждение следует из результатов 

Т.Г. Куртца (1986). 

Систему (ДК) можно получить и по-другому. А именно, как приближен-

ную динамику средних    i ic t E n t M    . Приближенную в том смысле, что 

при выводе (ДК) используется приближение:      i iF c t E F n t M     для 

«достаточно хороших» функций F  (например, полиномов). Это верно в случае 

пикообразного распределения  in t . 

Можно показать (следуя Батищевой–Веденяпину, 2001), что если выпол-

няются условия (ШБП), то траектория (ДК) сходится к неподвижной точке. 

Какой именно, зависит, вообще говоря, от «точки старта»; но можно сказать и 

точнее: к той единственной неподвижной точке из семейства неподвижных то-
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чек, которая принадлежит аффинному многообразию (inv), инвариантному от-

носительно (ДК). Для этого, вводится (минус) энтропия: 

    ln 1i i i

i

H c c c   


, 

и показывается, что она является функцией Ляпунова для системы (ДК). Обра-

тим внимание, что инвариантная мера  n


 (при каноническом скейлинге) “по-

родила” функцию Ляпунова  H c


. Подобные закономерности наблюдаются 

для рассматриваемых моделей и без условия (ШБП). 

 

Теорема 2. Пусть инвариантная вероятностная мера представляется в 

виде:        exp 1n M M H n M    
 

, 1M  , где  H c


 строго вогнутая 

функция. Тогда  H c


 – функция Ляпунова системы (ДК). 

Схема доказательства. Введем производящую функцию (А.В. Калинкин, 

2002): 

    , n

n

F t s P n t n s  




   
, 1s 


, 1 2

1 2 ...n nns s s  


, 

на которую можно выписать следующее уравнение в частных производных: 

   
 

 1 2

1 2

...1

, 1 2

, ,

...

i

i

J

F t s F t s
s s K M

t s s

 
  

 
 

 



 
 

   


  




 
 

.                        (УЧП) 

Отметим, что если взять частные производные is   от обеих частей (УЧП), 

полагая  1,...,1
T

s 


, то получим в пределе при M   (попутно считая, что 

существуют пределы  lim i
M

n t M


, см. п. в) теоремы 1) систему (ДК). Посколь-

ку  
  ln ,

,
M s H

F s M e d
 




  
   

, то 
     

 
1 2

1 2

1 2

...
...

1 2

,
,

...

F s s
M C s M

s s s

 
 

  

 
    


  





 


 , 

где  s
 

 определяется, притом единственным образом, из системы 

 ln grads H 
 

, а   0C    – не зависит от 


 (воспользовались методом Лапла-

са асимптотического оценивания интеграла). Следовательно, 

 
 

    

 
 

, grad

, ,

0 1
H s

J J

s
s s K e K s

s


      

 
   






 

      
 

 


      

 
  

    
  

  
 

 
 

 ,

, grad
J c s

dH c
H s K s

dt




  

   
 

  



  

    
 

– полная производная функции  H c


 в силу системы (ДК) в точке  s
 

. □ 

Естественно теперь задаться над вопросом: А что будет, если условия 

(ШБП) не выполняются, однако система (ДК) имеет на внутренности пересече-

ния неотрицательного ортанта и инвариантного аффинного многообразия (inv) 

единственную неподвижную точку? Оказывается, имеет место 
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Теорема 3. Если эта точка экспоненциально глобально устойчива, то 1) 

все законы сохранения (ДК) определяются (inv); 2) около положения равнове-

сия инвариантная мера будет экспоненциально быстро концентрироваться (с 

ростом M ); 3) скорость сходимости к равновесию (mixing time) оценивается 

как   poly M ; 4) элементы корреляционной матрицы случайного вектора 

 n t


 равномерно ограничены по времени; 5) предельные переходы lim
M

 и lim
t

 

перестановочны: lim lim lim lim
M t t M   

  . 

 

Обратим внимание, что модель хищник–жертва является хорошим приме-

ром того, что может быть, если не выполняется условие устойчивости равнове-

сия. В этой модели аттрактором (ДК) является цикл, которому соответствует 

инвариантная мера вида “кратера вулкана”. Однако, как уже было ранее отме-

чено, lim
M

 и lim
t

 не перестановочны. 

Результаты главы 1 и ряда других работ наталкивают на гипотезу: аттрак-

тор динамической системы (ДК), который как мы отмечали выше может быть 

сколь угодно сложным множеством (например, в приложениях типичны случаи 

предельных циклов, нескольких положений равновесия, и даже хаотических ат-

тракторов), является таким множеством, в малой окрестности которого на 

больших временах с большой вероятностью будет пребывать рассматриваемая 

макросистема. 

Причем тут возможны разные варианты поведения. Например, в случае 

двух притягивающих равновесий динамика системы “притянется” к каждому из 

них с вероятностями, зависящими от точки старта, и далее система может пре-

бывать в малой окрестности равновесия длительное время, до большой флук-

туации (вероятность такой флуктуации может быть ничтожна мала на фиксиро-

вано конечном временном отрезке), которая сможет перебросить еѐ в другое 

положение равновесия (Вентцель–Фрейдлин, 1979). Другой тип поведение: по-

стоянно циркулировать (перемешиваться) по аттрактору. Возможен, конечно, и 

симбиоз отмеченных типов поведения. 

 

В главе 2 исследуется способы численного решения задачи энтропийно-

линейного программирования. Напомним (см. главу 1) , что именно к таким за-

дачам часто сводятся задачи поиска равновесия макросистемы. 

 

Рассматривается общая задача энтропийно–линейного программирования: 

 
1

A
ln max

m

m

k k
x

k

x x e




  
 

; A :   T 0lx q x   
  

,   0wF x d Gx  
   

.      (ЭЛП) 

Для отыскания единственного решения (ЭЛП) было предложено семейство 

двойственных барьерно-мультипликативных итерационных алгоритмов, кото-

рое содержит алгоритмы Брэгмана–Шелейховского, MART, GISM, Ю. С. Поп-

кова и др.: 
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1 1

1

1

1

1

exp , 1,..., ;

, 1,..., ;

, 1,..., ,

l w
n n n

k pk p qk q

p q

m
n n n

p p p p pk k

k

m
n n n n

q q q q q qk k

k

x t g k m

h q t x p l

h d g x q w





 

  

  

 









  
     

 


 
     

 
  
     
  

 





 (ИП) 

где шаги 
,

, 1

l m

pk p k
T t


 , 

,

, 1

w m

qk q k
G g


 , 0  , 0   – достаточно маленькие, а два-

жды гладкие функции   
1

l

p p
h


 ,   

1

w

q q
h


  – монотонно возрастают и равны 

нулю в нуле. Например, часто выбирают 

   ln 1p ph y y q    , 1,...,p l ;  q qh y y d  , 1,...,q w . 

Однако, как правило, разумно (с точки зрения эффективности счета) обнулять 

на каждом шаге большую часть случайно выбранных компонент этих векторов, 

причем вероятностный отбор осуществляется исходя из текущего состояния 

итерационного процесса (отметим, что согласно алгоритму Кнута–Яо, задача 

разыгрывания случайной величины, принимающей n  различных значений тре-

бует в среднем  2log 1 2n    подбрасываний симметричной монетки, значит 

может быть довольно быстро решена), при этом после обнуления большинства 

компонент и соответствующего вытягивания по оставшимся (чтобы сохранить 

приблизительно длину) получившейся вектор должен быть довольно близким к 

градиенту. То есть разумно осуществлять в двойственном пространстве своеоб-

разный стохастический субградиентный спуск. 

Глобальная сходимость итерационного процесса была установлена в при 

следующих предположениях: 

1) 0 : 0 , 0m l wz q Tz d Gz     
    

; 

2) Строки матриц T  и G  линейно независимы в совокупности. 

При этом было замечено, что предположение 2 не всегда выполняется в 

прикладных задачах (см., например, модель ранжирования web-страниц Дж.А. 

Томлина). Оказывается, что от предположения 2 можно отказаться. А именно, 

если справедливо только предположение 1, то найдутся такие достаточно 

маленькие шаги (в зависимости от начального приближения), что 

итерационный процесс (ИП) будет сходиться (глобально, поскольку начальное 

приближение может быть любым допустимым ограничениями задачи) к 

единственному решению задачи (ЭЛП). Доказательство в целом аналогично 

случаю регулярных ограничений. Однако, в случае зависимых ограничений 

решение двойственной задачи, вообще говоря, будет не единственно (более 

того, множество решений будет представлять собой линейно-выпуклое 

множество). Поэтому исследовать итерационный процесс следует в должным 

образом факторизованном пространстве. 

Итерационные алгоритмы (ИП) особенно эффективны: 
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 для сильно разреженных матриц T  и G ; 

 при l w m  . 

При этом время работы (число арифметических операций типа умножения двух 

чисел с плавающей точкой) детерминированного алгоритма (ИП) оценивается, 

соответственно, как  m l w    и   m l w   . Стохастические варианты, о 

которых мы говорили выше, работают заметно быстрее. 

Текст соответствующих компьютерных программ, написанных на МаtLab, 

имеется в приложении 2. 

 

В главе 3 излагается модель Бэкмана равновесного распределения потоков, в 

которую вводятся две возможные динамики. Исследование возникающих мак-

росистем позволяет глубже понять окрестности понятия равновесия Нэша–

Вардропа. 
 

Предварительно опишем модель Бэкмана равновесного распределения по-

токов на графе транспортной сети. 

Ориентированный граф  ,V E   – транспортная сеть города: V  – узлы се-

ти (вершины), E V V   – дуги сети (рѐбра графа). Пусть   , : ,W w i j i j V    

– множество пар источник – сток;  1 2, ,..., mp v v v  – путь из 
1v  в 

mv , если 

 1,k kv v E  , 1,..., 1k m  , 1m  ; wP  – множество путей, отвечающих коррес-

понденции w W , то есть если  ,w i j , то wP  – множество путей, начинаю-

щихся в вершине i  и заканчивающихся в j ; 
ww W

P P


  – совокупность всех 

путей в сети  ; px  [автомобилей/час] – величина потока по пути p , 

 :px p Px  


;  pG x


 – удельные затраты (временные, финансовые) на проезд 

по пути p ; ey  [автомобилей/час] – величина потока по дуге e : 

 e ep p

p P

y x x





, где 
1,   

0,   
ep

e p

e p



 


 ( y x
 

,  
,ep e E p P


 

 ); 

 e ey  – удельные затраты на проезд по дуге e  (как правило, возрастающие, 

выпуклые, гладкие функции), естественно считать, что     p e e ep

e E

G y xx  





. 

Заметим, что в приложениях часто требуется учитывать и затраты на прохож-

дения вершин графа, в свою очередь, эти затраты могут зависеть от величин 

всех потоков, по путям, проходящим через рассматриваемую вершину. Пусть 

также известна матрица корреспонденций wd , w W . Тогда вектор x


, характе-

ризующий распределение потоков, должен лежать в допустимом множестве: 

0: ,
w

p w

p P

X x d w Wx


 
    
 




. 
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Это множество может иметь и другой вид, если дополнительно учитывать, на-

пример, конечность пропускных способностей рѐбер (ограничения сверху на 
ey ). 

Рассмотрим игру, в которой каждому элементу w W  соответствует свой, 

достаточно большой ( 1wd  ), набор однотипных “игроков”, “сидящих на кор-

респонденции w”. Множеством чистых стратегий каждого такого игрока явля-

ется 
wP , а выигрыш (потери со знаком минус) определяются формулой  pG x


. 

Игрок “выбирает” путь следования 
wp P , при этом он пренебрегает тем, что от 

его выбора также “немного” зависят wP  компонент вектора x


 и, следователь-

но, сам выигрыш  pG x


. Можно показать, что отыскание равновесия Нэша–

Вардропа * Xx 


 (макро описание равновесия) равносильно решению задачи 

нелинейной комплементарности (принцип Вардропа): 

 для любых , ww W p P   выполняется     * * *min 0
w

p p q
q P

x G Gx x


  
 

 . 

Действительно допустим, что реализовалось какое-то другое равновесие 
* Xx 
 , которое не удовлетворяет этому условию. Покажем, что тогда найдется 

водитель, которому выгодно поменять свой маршрут следования. Действитель-

но, тогда 

существуют такие , ww W p P    , что     * * *min 0
w

p p q
q P

x G Gx x


  


 
   . 

Каждый водитель (множество таких водителей не пусто 
* 0px  ), принадлежа-

щий корреспонденции w W , и использующий путь wp P  , действует не ра-

зумно, поскольку существует такой путь такой путь wq P  , q p  , что 

   * *min
w

q q
q P

G Gx x







   . Этот путь q  более выгоден, чем p . Аналогично показы-

вается, что при * Xx 


 никому из водителей уже не выгодно отклоняться от 

своих стратегий. Но это по определению и называется равновесием Нэша, ко-

торое ввел в своей кандидатской диссертации в коне 40-х годов XX века Джон 

Нэш, получивший именно за эту концепцию в 1994 г. нобелевскую премию по 

экономике. Мы также добавляем фамилию Дж.Г. Вардропа, которой чуть позже 

Нэша привнес к этой концепции условие “конкурентного рынка”: игрок, при-

нимающий решение, пренебрегает тем, что его решение сколько-нибудь значи-

тельно поменяет ситуацию на “рынке”. Когда игроков двое, трое (ситуации, 

рассматриваемые Нэшем), то, очевидно, что так делать нельзя. Но когда игро-

ков (водителей) десятки и сотни тысяч … Все эта конструкция неявно предпо-

лагает, что 
* *0 1p px x   . Поэтому, не боясь сильно ошибиться, можно искать 

решение задачи нелинейной комплементарности, не предполагая целочислен-

ности компонент вектора * Xx 


. Такая релаксация изначально целочисленной 

задачи заметно упрощает еѐ с вычислительной точки зрения! 

Хотя мы и смогли выписать условие равновесия в виде задачи нелинейной 

комплементарности, это не сильно продвинуло нас в понимании того, как его 

находить. Пытаться честно решить задачу в таком виде – вычислительно бес-
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перспективная задача. С другой стороны современные вычислительные методы 

позволяют эффективно решать задачи выпуклой оптимизации. Постараемся 

свести нашу задачу к таковой. 

Для этого, прежде всего, заметим, что рассматриваемая нами игра принад-

лежит к классу, так называемых, потенциальных игр. В нашем случае это озна-

чает, что существует такая функция    
0

ep pp P
x

e

e E

x z dz










  


, что 

   p px x G x  
 

 для любого p P . Оказывается, что * Xx 


 – равновесие 

Нэша–Вардропа тогда и только тогда, когда оно доставляет минимум  x


 на 

множестве X . Действительно, предположим, что * Xx 


 – точка минимума. 

Тогда, в частности, для любых w W , , wp q P  (
* 0px  ) и достаточно маленько-

го 0px   выполняется: 

   * *

0p p

p q

x x
x x

x x
 

 
  

 

 
. 

Иначе, заменив *x


 на 

* * 0,...,0, ,0,...,0, ,0,...,0

p

p p

q

x x Xx x  

 
    
 
 





 
, 

мы пришли бы к вектору *x


, доставляющему меньшее значение  x


 на мно-

жестве X : 

   
   

 
* *

* * *

p p

p q

x x
x x

x x
x x x 

 
    

 

   
. 

Вспоминая, что    p px x G x  
 

, и учитывая, что q  можно выбирать произ-

вольно из множества wP , получаем: 

для любых , ww W p P  , если 
* 0px  , то выполняется    * *min

w
q p

q P
G Gx x




 
. 

Но это и есть по-другому записанное условие нелинейной комплементарности. 

Строго говоря, мы показали сейчас только то, что точка минимума  x


 на 

множестве X  будет равновесием Нэша–Вардропа. Аналогично рассуждая, 

можно показать и обратное: равновесие Нэша–Вардропа доставляет минимум 

 x


 на множестве X . Таким образом, мы имеем дело с потенциальной игрой. 

Введем теперь в эту стационарную модель динамику. Пусть свой путь на 

 1n  -м шаге игрок, сидящий на корреспонденции w , выбирает согласно сме-

шанной стратегии (в независимости от всех остальных): с вероятностью 

        Prob 1 max ,1 exp , ,w w

p n p p nn x n n G x n T Z w W    


 
выбрать путь wp P  (0 1n  ), а с вероятностью 1 n  – действовать согласно 

стратегии, использованной на предыдущем n-м шаге. Здесь  px n  – количество 
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игроков, сидящих на корреспонденции w  и выбравших на n -м шаге стратегию 

wp P , а      
1

max , exp
w

w

n p p

p P

Z x n G x n T
n

 
  

 



. Множитель   max ,1px n n  

характеризует желание имитировать, а также надежность использования этой 

стратегии. Параметр   характеризует «консерватизм» («ленивость»), чем мень-

ше  , тем более консервативный игрок; «температура» T  характеризует отно-

шение к риску («горячность»), чем больше температура, тем более «горячий иг-

рок», склонный к более рискованным действиям. 

Как показали разнообразные численные эксперименты, часто вполне ра-

зумно выбирать 1n n  . При таком выборе 
n  наблюдается сходимость к рав-

новесию Нэша–Вардропа при наиболее общих условиях относительно T  (вне 

зависимости от точки старта). Стоит также обратить внимание на высокую эф-

фективность предложенной процедуры «нащупывания равновесия» с точки 

зрения количества итераций. Иначе говоря, на предложенный итерационный 

процесс можно смотреть просто как на эффективный способ численного нахо-

ждения равновесия Нэша–Вардропа. В экспериментах со студентами 5-го курса 

ФУПМ, проведенных несколько лет назад в Лаборатории Экспериментальной 

экономики ФУПМ МФТИ, также наблюдалась сходимость к равновесию и ко-

лебания около него. Колебания можно объяснить, например, тем, что n  .  

Предложенную схему можно трактовать как стохастическую динамику 

наилучших ответов в эволюционной (популяционной) игре, при этом имеется 

много общего с концепциями «quantal response equilibria» (используется похо-

жая рандомизация) и «minority games» (наблюдаются похожие колебания около 

положения равновесия). Близкой к предложенному итерационному процессу 

является концепция генетических алгоритмов и эффективный приближенный 

вероятностный алгоритм Григориадиса–Хачияна, являющийся предтечей со-

временных исследований по методу стохастического зеркального спуска. 

Имеет место следующее утверждение, при доказательстве которого ак-

тивно используется недавняя работа Немировского–Юдитского–Шапиро и др. 

по стохастическому зеркальному спуску. 

Пусть 0T   – достаточно мало, 
1

n

n






  ,  
2

1

n

n






  . Тогда 

    . . * 0п н

n
x n x x




  
 – одно из равновесий. 

Если равновесие *x


 единственно, то   * *0x x x
  

. 
 

Пример (парадокс Брайеса, 1968). Пусть корреспонденция 14 6x   (тысяч 

автомобилей/час). Вес ребра (удельные затраты на проезд по этому ребру) есть 

время движения по ребру (в минутах), если поток через ребро есть ijy  (тысяч 

автомобилей/час). Например, в случае 2: 24 124 1324y x x   (см. рис. 1). 

Естественно считать, что время движения – возрастающая функция потока. 
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Оба равновесия Нэша–Вардропа (в случаях 1 и 2) являются «притягиваю-

щими» положениями равновесия описанной выше динамики (положили 1  , 

15 35T  ), см. рис. 2–4 (для случая 2). 
 

 
                       Случай 1 

 
                       Случай 2 

Рис. 1 
 

Случай 1: 
124 134 3x x  . 

Полное время в пути 83T   мин 

Случай 2: 
124 1324 134 2x x x   . 

Полное время в пути 92T   мин 
 

Кажется удивительным, но в парадоксе Брайеса в случае строительства 

“паразитной” дороги участники движения, действуя согласно описанной выше 

динамики (каждый преследует свои интересы), действительно “приходят” к 

единственно возможному “плохому” равновесию Нэша–Вардропа – не опти-

мальному по Парето. Такие ситуации уже давно наблюдались в реальной жизни 

(например, в Германии и Голландии). Пару лет назад был поставлен экспери-

мент, описанный в приложении 1, на базе парадокса Брайеса над студентами 5-

го курса физтеха в Лаборатории экспериментальной экономики ФУПМ МФТИ, 

который подтвердил, что после введения “паразитной” дороги, водители–

студенты сходились, причем довольно быстро, к “плохому” равновесию и пре-

бывали там большую часть времени эксперимента. 

Примечательно, что в повторяющихся потенциальных играх (наш случай), 

какая-либо разумная динамика нащупывания равновесия Нэша также является 

(иногда, довольно эффективным, как в случае зеркального спуска) вычисли-

тельным способом поиска равновесия. А именно, часто эту динамику можно 

проинтерпретировать как субградиентный спуск, с функцией  x


, убываю-

щей (в среднем) на траекториях. 

К сожалению, в случае не единственности равновесия, предложенная ди-

намика ничего не говорит о том, какому из равновесий стоит отдавать предпоч-

тение, то есть оно с большей вероятностью реализуется. Причина в том, что по-

является зависимость от точки старта   * 0x x
 

. Чтобы разобраться с этой си-

туацией, сначала рассмотрим из-за чего может возникать не единственность. 

В виду ограниченности и замкнутости множества X  из того, что равнове-

сие Нэша–Вардропа доставляет минимум  x


 на множестве X  сразу следует: 

равновесие Нэша–Вардропа всегда существует. Более тонко обстоит дело с 

единственностью. Далее мы приведем лишь достаточные условия. Если для 
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любого e E  имеет место   0e
   , то    

0

ey

e

e E

V y z dz





 – строго выпуклая 

функция. Следовательно, равновесие *y


, как точка минимума  V y


, – единст-

венно. Отметим, что это еще не означает единственность равновесия *x


, что 

демонстрирует следующий пример. 

Пример (пенсне В.И. Швецова). На рис. 2 показано равновесное распре-

деление потоков для любого значения параметра  0, 0.5x  и любой строго 

монотонной функции затрат, одинаковой для всех дуг графа. Обратим внима-

ние, что здесь, как и во многих других модельных примерах, для наглядности 

умышленно нарушают условие 
* *0 1p px x   . 

 

 
рис. 2 

 

Предположим, теперь что свой путь на  1n  -м шаге игрок, сидящий на 

корреспонденции w , выбирает согласно смешанной стратегии (в независимо-

сти от всех остальных): с вероятностью 

     Prob 1 exp , ,w w

p p nn G x n T Z w W   


  

выбрать путь wp P  (0 1  ), а с вероятностью 1   – действовать согласно 

стратегии, использованной на предыдущем n-м шаге. Здесь 
w

nZ  находится из 

условия нормировки. Это хорошо известное logit-распределение или распреде-

ление Гиббса в статистической физике. Оно может быть проинтерпретировано, 

как выбор каждым игроком наилучшей стратегии вчерашнего дня, если игрок 

“переносит” затраты вчерашнего дня   pG x n


 на день сегодняшний, но до-

пуская при этом случайные флуктуации   p pG x n 


, где p  – независимые 

случайные величины, имеющие одинаковое двойное экспоненциальное распре-

деление, также называемое распределением Гумбеля. Это распределение воз-

никает именно в таком контексте совсем не случайно, и связано это с тем, что 

оно max-устойчиво. Тогда тот wp P , который доставляет минимум 

  p pG x n 


 как раз имеет указанное выше logit-распределение. 

Оказывается, имеет место следующий факт. Если для любого e E  имеет 

место   0e
   , то введенная стохастическая динамика “сходится” на 

больших временах к некоторому стационарному, не изменяющемуся со време-

нем, распределению вероятностей на множестве X . Это распределение веро-



 26 

ятностей называют «стохастическим равновесием в транспортной сети». В 

предположении, что 0T   и 0   – должным образом малы, это стационар-

ное распределение сконцентрировано в малой окрестности такого равновесия 

Нэша–Вардропа: 

  
*

*

:
arg min ln 1

w

p p w
x X x y

w W p P

x x x P
  

 

   


, 

где *y


 – единственное решение задачи 

   
,

0

min
ey

e
y x x X

e E

V y z dz
 



    


. 

Скажем, в примере, В.И. Швецова это равновесие, в котором на каждом из 

4-х возможных путей одинаковый поток 0.25. 

В заключение скажем (во многом следуя У. Сэндхольму, 2002) несколько 

слов о платных дорогах, которые, на наш взгляд, могут частично решить про-

блему пробок в Москве, подобно Сингапуру. В перспективе плату за проезд по 

дорогам можно будет рассчитывать исходя из информации о треках автомоби-

лей. Планируется оснастить все автомобили GPS (ГЛОНАСС) навигаторами, 

позволяющими определять каждые 5 минут положения автомобиля с точно-

стью до нескольких десятков метров. Каждая дорога имеет свой тариф: за разо-

вый проезд по дороге начисляется плата, подобно плате за разговор по мобиль-

ному телефону. В конце месяца приходит счет.  

Введем Центр (государство). Обозначим через 
с

e  плату (штраф), взимае-

мую с каждого водителя за проезд по ребру e . Положим  :с с

e e E  


. После 

того, как игрок Центр выбирает ту или иную допустимую стратегию с


, из-

держки на маршрутах, вообще говоря, возрастают 

     c

p ep e e e

e E

G x y x  


  
 

, 

что приводит к перераспределению потоков по маршрутам: изменению рядом 

игроков–водителей своих стратегий (маршрутов). Это перераспределение пото-

ков происходит до тех пор, пока не будет достигнуто новое равновесное рас-

пределение по путям  * сx 
 

 (  * сy 
 

 по дугам). Этому равновесию соответст-

вуют свои суммарные издержки всех пользователей сети в единицу времени 

      * *с с с

p p

p P

L G x x  



   

. 

Задача Центра так подобрать с


, чтобы 

     maxс opt opt

p p p p
x X

p P p P

L G x x G x x


 

  

  
. 

Вектор optx


 – называют системным оптимумом. Естественно, что в системном 

оптимуме системе “не хуже”, чем в равновесии. Насколько большой может 

быть “цена анархии” 
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* *

p p

p P

opt opt

p p

p P

G x x

G x x











  

зависит от того, как себя ведут функции  e ey , и “не зависит” от размеров 

графа транспортной сети. Далее приводятся (следуя Т. Роугардену, 2002), в ря-

де случаев не улучшаемые, оценки сверху для цены анархии (оценка цены 

анархии приводится для худшего случая, который во всех случаях достигается 

на графах с небольшим числом вершин): 

 

 e ey  Цена анархии 

ay b  1.333 
2ay by c   1.626 

3 2ay by cy d    1.896 

Полином степени 1n  logn n  

 

На практике довольно часто отдают предпочтение функциям вида: 

    40

max1e e e ey a y y    , 

называемым BPR-функциями. 

Несложно заметить, что решить задачу Центра с единственным ограниче-

нием 0с 


 оказывается довольно не сложным делом. Причем решение с


 ока-

зывается не единственным и может оказаться довольно большим. Однако здесь 

не учитывается, что назначая непомерно большие платы за проезд, мы вынуж-

даем пользователей вообще отказаться от перемещений на данном виде транс-

порта (личных автомобилях). В принципе, это тоже один из способов побороть 

пробки (оптимально расщеплять потоки по типам перемещений), но тогда нуж-

но предложить альтернативу, в виде общественного транспорта или велосипед-

ных дорожек. Примечательно во всем этом то, что платы достаточно (можно) 

взимать с дуг (дорог), а не с путей. Это крайне важно для практики и, вообще 

говоря, сразу может быть и не очевидно! 

 

Результаты, выносимые на защиту 
 

1. Получено условие, обеспечивающее существование и единственность 

равновесия макросистемы, отличное от условия (ШПБ). Полученное ус-

ловие также не является необходимым. При этом показывается, что при 

весьма естественных условиях время сходимости к равновесию оказыва-

ется очень маленьким.  

2. Рассмотрен один пример введения динамики в макросистему, имеющую 

игровую природу, т.е. равновесие в этой макросистеме может быть про-

интерпретировано, как равновесие Нэша. Введенная динамика позволяет, 
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в случае если таких равновесий много, выбрать единственное. Важно от-

метить, что процедура отбора как раз и включает в себя использование 

концепции равновесия макросистемы. 

3. Обнаружена некоторая двойственность энтропийно-подобного функцио-

нала. Этот функционал выступает как функция Ляпунова детерминиро-

ванной кинетической динамики, полученной в результате скейлинга из 

исходно стохастической динамики макросистемы, а также как функция 

характеризующая концентрацию инвариантной меры (подобно неравен-

ствам о больших уклонениях в теории вероятностей) той же самой сто-

хастической динамики. 

4. Предложено обобщение и новая интерпретация известной энтропийной 

модели расчета матрицы корреспонденций и модели ранжирования web-

страниц PageRank. Также была обобщена модель миграции населения. 

5. Единообразно представлены многие известные алгоритмы решения задач 

энтропийно-линенйого программирования (Брэгмана–Шелейховского, 

MART, GISM, Ю.С. Попкова и др.), возникающие при поиске равновесий 

макросистем. 
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