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AVANT-PROPOS

Les méthodes opératorielles sont des méthodes qui permettent de
ramener des équations différentielles a des équations algébriques. D’ou
Iintérét particulier qu’elles présentent pour les mathématiciens appliques.

Cet ouvrage est consacré a une méthode opératoriclle assez générale
qui englobe de nombreuses méthodes opératorielles connues et qui permet
de résoudre d’un méme point de vue aussi bien les problémes classiques
d’équations différentielles aux dérivées partielles que des probléemes nou-
veaux de physique mathématique, y compris des problemes faisant interve-
nir les équations non linéaires aux dérivées partielles.

Nous passerons a I'exposition de cette méthode générale apres avoir
préalablement étudie le calcul opeératoriel (essentiellement les opérateurs
autoadjoints) inspiré par la méthode de Heaviside.

Le théoreme fondamental releve de la théorie des opérateurs et sera
prouveé au dernier chapitre bien que son énonce figure dans I'Introduction.
Ce théoréme peut déboucher, en particulier, sur les théoremes d’existence
et d’unicité des solutions des équations hyperboliques, elliptiques et para-
boliques a coefficients variables et ramener ces dernieres a des équations
intégrales du deuxiéme ordre a noyaux différentiables, c’est-a-dire fournir
une solution réelle de ces équations. On entend par la qu’en dégageant la
partie non différentiable (ou rapidement oscillante) de la solution, on peut
ramener ipso facto le probleme a un probleme facilement resoluble sur
ordinateur. La comparaison de la partie rapidement oscillante avec la
solution exacte, conduite a laide de I'experience numérique pour la
dimension un dans le § 8 de I'Introduction, met en évidence leur bonne
coincidence. Mais l'ordinateur est impuissant a réaliser cette expérience
méme en dimension deux a cause du grand nombre d’opérations. Dans ce
cas le seul recours est de trouver une représentation asymptotique con-
venable et de ramener le probléme primitif a une équation intégrale. Donc
la solution approchée construite dans le théoreme fondamental est dans un
certain sens le complément naturel de I’ordinateur: ensemble ils donnent la
solution numeérique.

Cet ouvrage doit en principe étre accessible aux étudiants de fin du
second cycle des facultés de mathématiques et de physique et de mathéma-
tiques appliquées en ce sens qu’il n’implique que les connaissances
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d’Analyse classique. Les notions de groupe, d’anneaux, d’algebre, les
¢léments d’analyse fonctionnelle (chapitre I), la théorie des distributions et
des espaces de Sobolev (chapitre II), la théorie des équations différentielles
linéaires et des équations aux différences (§§ 1, 2, 3 de I'Introduction) et
des équations différentielles non linéaires (§ 8 chapitre I), la théorie des
équations non linéaires du premier ordre aux dérivées partielles (chapitre
VI) sont développés dans la mesure nécessaire a l'apprehension de cet
ouvrage.

La lecture de ces passages n’est pas superflue méme pour ceux qui sont
familiers avec ces notions dans la mesure ou leur exposé rompt parfois
avec la tradition et est appelé a servir de référence. Le lecteur qui aura
digéré cet ouvrage sera a méme de promouvoir ses propres recherches en
théorie des équations différentielles linéaires et non linéaires et des équa-
tions différentielles-fonctionnelles aux dérivées partielles. D’autre part,
P’analyse des problémes abordés peut servir de tremplin a I’étude sous un
certain angle de la théorie des représentations, de la topologie et de la
théorie des faisceaux. S’agissant des applications des méthodes décrites a la
physique, elles ne sont visiblement pas épuisées par les exemples exhibés
dans cet ouvrage. On les retrouve aussi dans la représentation asymptoti-
que des solutions dans la théorie de bande du solide, la collision des

, ’

molécules, la théorie des résonateurs laser, les équations d’une réaction en
chaine en chimie, les problemes de réfraction et de diffraction, la deduction
d’équations intégrales de type Lippmann-Schwinger et Faddéev, le calcul
des corrections quasi classiques des équations de Thomas-Fermi, des
corrections des équations du plasma électronique, les équgoans de Hartree
en optique électronique, ainsi que dans une foule d’autres problemes de
physique mathématique moderne.

Cet ouvrage est congu pour toucher le plus grand nombre possible de
lecteurs. Sa lecture peut étre abordée de deux ma ieres. Le lecteur qui
voudrait éviter les fines estimations et les passag%/gla limite et maitriser
les techniques asymptotiques peut sauter la partie consacrée a l’analyse
fonctionnelle. La conception de cet ouvrage permet d’assimiler le calcul
opératoriel en passant directement a I’étude des méthodes de réduction des
problémes a une équation intégrale et de mise en évidence de la partie non
différentiable de la solution (chap. V).

Le lecteur désireux d’étudier les méthodes opératorielles progressive-
ment et en profondeur devrait commencer par le chapitre I et n’attaquer
'Introduction qu’apres le chapitre IV.

Mais le moyen le plus efficace de posseéder cette matiere est de
commencer par I'Introduction et de lire successivement chaque chapitre.

Nous tenons a avertir le lecteur que ces procédés ne sont pas simples
dans la mesure ou nous développons un nouveau calcul opératoriel: le
calcul des operateurs ordonnes.

Cet ouvrage a son origine dans les legons lues par ’auteur durant trois

’

ans a la faculté de mathématiques appliquées de I'Institut de construction

’

de machines électroniques de Moscou aux éleves de troisieme, quatrieme et
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cinquiéme années, ainsi qu’aux éléves de cinquieme année de la faculté de
physique de I’Université d’Etat de Moscou.

L’expérience acquise dans la lecture de ce cours a montré contre toute
attente que le calcul operatoriel, s'il était accompagné de la résolution
de quelques exercices, s’assimilait plus aisément méme que les problémes
relevant de la traditionnelle analyse fonctionnelle, les estimations fines, les

espaces fonctionnels et les passages aux limites.
SiI’on établit un paralléle entre I'Introduction (colonne de droite) et un
cours hypothétique de calcul différentiel (colonne de gauche), on obtient le

schéma suivant.

§§ 1, 2, 3. Anneau des polynomes.

§§ 4, 5. Regles de dérivation for-
melle des polynomes. Formules de
dérivation des polynémes: formules
de dérivation du produit, d’une
fonction composée, développement
en série de Taylor.

§ 6. Systeme d’axiomes. Formules
de dérivation de fonctions quelcon-
ques sous forme de théorémes.

§ 7. Exemple simple.
§ 8. Application des formules de
dérivation a la déduction d’une
nouvelle solution d’un probléme
classique de physique.

§ 9. Equation différentielle élémen-
taire. Notion fondamentale de poly-
nome caractéristique. Interprétation
physique des conditions initiales.
Théoréme fondamental d’existence.
Formule d’intégration dans un cas
particulier.

§§ 1, 2, 3. Méthode de Heaviside.
Calcul des opérateurs a coefficients
constants.

§§ 4, 5. Regles du nouveau calcul
opératoriel sur I'exemple de séries
entiéres formelles d’opérateurs or-
donnés. Formules de commutation
des séries. Formules pour une fonc-
tion composée. Développement en
série de Newton.

§ 6. Systeme d’axiomes. Calcul opé-
ratoriel de fonctions quelconques
d’opérateurs ordonnés sous forme
de théoremes.

§ 7. Exemple simple.

§ 8. Application du calcul opérato-
riel a I'obtention de nouveaux effets
physiques lors de I’étude du proble-
me classique de déduction de
Iéquation des ondes a partir des
équations des oscillations du
réseau cristallin.

§ 9. Probleme fondamental. Notion
fondamentale de caractéristiques
pour une fonction d’un ensemble
ordonné d’opérateurs. Interpréta-
tion physique des conditions d’ab-
sorption. Théoréeme fondamental
et formule explicite de la solution
du probleme fondamental dans un
cas particulier (la formule générale
est exhibée dans le dernier cha-
pitre).

Le chapitre I est consacré a I’analyse fonctionnelle traditionnelle, de
plus on developpe progressivement le concept de «complétion» par des
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limites de méme que dans la théorie de Cantor les nombres réels sont les
complétés de suites de nombres rationnels. Ceci nous permet de nous
passer totalement de la théorie de la mesure (notamment de la mesure de
Lebesgue). La théorie des fonctions est batie sous cet angle au chapitre II
et cette approche rejoint celle des physiciens qui congoivent la fonction de
Dirac comme la limite de fonctions en cloche.

Le chapitre III traite du calcul des fonctions d’un parametre. On y
introduit les notions d’opérateurs générateur et régulier qui généralisent
celles des opérateurs hermitien et normal. Pour les opérateurs réguliers on
prouve un théoréme mettant en évidence la communauté de leurs proprié-
tés dans le cas d’un spectre discret: la régularit¢é d’un opérateur est une
condition nécessaire et suffisante de complétude de ses €léments propres et
associés. On en déduit ensuite le calcul classique des opérateurs hermitiens.

Au chapitre 1V, on étudie en détail le calcul des fonctions de deux
opérateurs ordonnés non commutables, leur spectre commun et leur
décomposition spectrale. On se penche ensuite sur les fonctions de plu-
sieurs opérateurs réguliers pour lesquelles on établit les formules déduites
axiomatiquement dans I'Introduction. Ce faisant, on construit le calcul des
opérateurs non commutables sur une base fonctionnelle.

Au chapitre V, on deéveloppe le T-produit des opérateurs hypoellipti-
ques et sa décomposition spectrale. La suite de 'ouvrage est consacrée au -
développement de la théorie des opérateurs canoniques et a son applica-
tion a la démonstration du théoreme fondamental.

Le chapitre VI mérite qu’on s’y arréte. Il est nécessaire poyr parachever
la construction de I'opérateur canonique complexe, mais if’est en aucune
fagon lié a la technique des opérateurs ordonnés. Sa lecture peut étre
entamée d’entrée de jeu. Ce chapitre est consacré a la résolution
d’équations généralisant celles de Hamilton-Jacobi. On y introduit la
notion de variété lagrangienne a germe complexe powrinterpréter géomeé-
triquement les solutions de ces équations.

On pourrait proposer I’analogie suivante. Leget-d’une pierre dans une
mare fait apparaitre des ondes qui se propagent en cercles. La réflexion de
ces ondes donne naissance a un phénomene qu'’il est tres difficile d’interpre-
ter géométriquement. De méme ’équation de Hamilton-Jacobi (une solu-
tion particuliere de cette équation donnera précisément ces cercles) admet
une solution simple et dérivable pour les ¢ inférieurs a un certain t,. Pour
t>t, on assiste a une superposition des ondes réfléchies plusieurs fois.
Pour comprendre les fonctions a plusieurs déterminations, il faut procéder
a une uniformisation du genre de celle effectuée a I'aide des feuilles de
Riemann pour les fonctions analytiques présentant des points de branche-
ment. Or justement la construction d’un objet dans I’espace des phases
d’une variété lagrangienne a germe complexe permet de «démeler» les
solutions a plusieurs déterminations des équations de type Hamilton-
Jacobi (avec absorption). La notion d’«indice» — d’un nombre entier
permet en quelque sorte de numéroter ces solutions (feuilles) sur une
variété lagrangienne a germe complexe.
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Par ailleurs, les indices des chemins fermés sur une variété lagrangienne
a germe complexe sont une importante caractéristique de cet objet (sa
classe caractéristique).

Au chapitre VII, on construit opérateur canonique complexe et on
prouve le théoréme fondamental.

Les recherches effectuces ont été inspirces par la remarque suivante de
R. Feynman *): les opérateurs deviennent commutables si ’on indique leur
ordre d’action.

La théorie des variétés lagrangiennes a germe complexe a vu le-jour
apres les travaux de J. Leray sur le probléme de Cauchy.

Cet ouvrage n’aurait jamais vu le jour sans le dévouement de mes
eleves qui ont recopié les cours et préparé le manuscrit. Les chapitres I a
IV ont été rédigés avec le concours de V. Doubnov et E. Vorobiev, les
chapitres V a VII, de V. Danilov et M. Karassev, le chapitre VII, de
V. Belavkine et A. Tchébotariev. Les calculs du §4, chap. VI, ont été
réalises par A. Proudkovski. Les remarques judicieuses de A. Kirillov, les
consultations de A. Samarski, les discussions avec D. Anossov et
V. Koutcherenko et les conseils de P. Mossolov et E. Gorine sur le
manuscrit m’ont ét¢ d’une trés grande utilité. A. Davtian a assumé
I'ingrate tache de préparer cet ouvrage a la traduction en francais.

A toutes ces personnes je voudrais exprimer ma profonde gratitude.

V. Maslov

*) Dans I'article Operational calculus relating to quantum electrodynamics. Phys. Rev.,
84, 1951.




INTRODUCTION AU CALCUL OPERATORIEL

es équations différentielles
ode opératorielle de Heaviside

Désignons par C* (R) (ou simplement C®) I’ensemble des fonctions

indéfiniment différentiables @ (x), x€]— o0, 00 ]. Nous définissons sur C*
une opération (un opérateur) de dérivation d/dx désignée par D: ‘

d
D¢ (X)=E<P(X)=(P' ().

§ 1. Résolution d
ordinaires par la méth

Il est évident que pour tout polynéme P, (x) est défini un opérateur

P (D):C*—=C% de la forme
P, (D)= Y aD', aD’=a;,
i=0
oua;,i=0,1,....n sont des nombres complexes. Aut1ér/nent dit,
P.(D)o(x) E Y a0
i=0

Notons K, [ D] 'ensemble des opérateurs de la ferme P, (D); pour tout
e et le produit de ces

¢0=9.

couple d’élements de K,[D] sont définis la so

¢lements: é -
Y aDi+ Y bD'= X (a;+b,) D',
i=0 i=0 i=0

( Z am")(éo bij>= Y Y ab D

i=0 i=0 j=0
Appelons K, [x] I'ensemble des polyndmes sur le corps des complexes:

P,eK,[x], P,(x)= Y ax'.
i=0
A chaque polynome P,€K,[x] on peut associer biunivoquement un
opérateur P, (D)€K,[D]. P,(D)=ay+a, D+ ... +a,D". (Pour prouver la
biunivocite, il suffit de montrer que si Y, a,f"(x)=0 pour tous les

n=0
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feC°°, alors a,=0. Ceci est évident.) Le polynome P (x) associ¢ a
I’opérateur P (D) sera appelé symbole de I'opérateur P (D). Cette correspon-
dance envoie la somme et le produit de deux polynomes dans la somme et
le produit des opérateurs correspondants. On dira alors que K, [x] et
K, [ D] sont isomorphes.

Le théoréme fondamental de l'algébre nous dit que tout polynome
P,(x)€K,[x] peut étre mis sous la forme

=a, ﬁ (x_

- 13

k=n, (L.1)

(g

ou o; sont ses racines complexes, k; les multiplicités respectives de ces
racines. Les ensembles K, [x] et K, [ D] étant isomorphes, tout opérateur
P, (D) est justiciable de la représentation

~a, [T 0=, (1.2

ou a; est 'opération (I’opérateur) de multiplication par la constante o;.
Intégrons maintenant une équation différentielle ordinaire a coeffi-

cients constants:
n

P,(D)y(x)= ¥} 4y’ (x)=f(x), feC=. (1.3)

i=0

Supposons pour simplifier que toutes les racines o; du polynome P, (x)
sont simples. L’équation (1.3) peut alors €tre mise sous la forme:

U (D—-a) y(x)=1(x)/a,.

Pour intégrer ’équation (1.3) nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 1.1. Soit P, (D)eK,[D], feC*®. Alors
P, (D)e™ f(x)=e™ P, (D+a) f(x). (1.4)

Prouvons ce lemme par récurrence. Calculons De™ f (x)

De™ f (x)=ae™ f (x)+e™ f (x)=e™ (ouf (x)+f (x *(D+a)f(x).

Supposons maintenant que la formule (1.4) est vraie pour I'opérateur
D"!' et montrons qu’elle Iest pour I'opérateur D". On a
D= f(x)=D [ D" flx)] = DF x) ou F(x)=D""'e™f(x). D’apres
I’hypothése de récurrence, e f(x)=e*(D+a)" ' f(x). On a par
ailleurs
DF (x)=De*[(D+a)""! f(x)] =

=ae™[(D+a)" ' f(x)]+e*D[(D+a) ' f(x)]=
=e™(D+a)" f(x).

2 Méthodes opératorielles




18 INTRODUCTION AU CALCUL OPERATORIEL

Donc, pour tout entier m
D™e™ f(x)=e™ (D + )" f(x). (1.5)

L’égalité (1.5) entraine immédiatement (1.4). CQ.F.D.
Considérons maintenant I’équation

(D-a) y(x)=f(x), feC*. (1.6)
En appliquant le lemme, on obtient
(D—a) y(x)=(D—a)e™e™ = y(x)=eDe” ™ y(x).
Donc, I’équation (1.6) équivaut a I’équation
De = y(x)=f(x)e”™. (1.6")

On sait que la solution générale de ’équation Dy (x)=f(x) est
y(x)=[f(x)dx+C, ol C est une constante. Posons '

j.f(x)dx+C=%f.(x). (1.7)

A noter que 1/D envoie un élément fe C* dans une classe tout entiere
. 1 . 1 . s
de fonctions T feC®; 51 yoeB f, alors ZGE f si et seulement si

z—y,=const.
La solution de ’équation (1.6) (et (1.6")) peut maintetﬁnt étre mise sous
la forme

1
=™ —e " f(x). 1.8
y= ) (1.8)
Revenons a I’équation (1.3). On a

P,(D)y(x)=a, [] (D—a.-)y(X)=a..(D—°h)‘l_1 (D—a) y(x)=
i=1 i=2
=a"emee—a1x l:[ (D_ai)y(x)=
i=2
...=a,e"* De~™* .. e De” " y(x)=f(x).

En appliquant successivement (1.8), on obtient la formule

y=e"""‘l—e"°""‘...e"“"—l—e‘“"‘f—()—CZ w | f(x). - (1.9)

D a, P,(D)

Nous avons obtenu une formule exprimant la solution de I’équation
(1.3) en fonction des intégrales du second membre. Donc, I'existence de la
solution est acquise. On s’assure immédiatement que la réponse ne dépend
pas de I'ordre de numérotation des racines a, ..., &, du polynéme P, (x).
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Dans la forme d’écriture adoptée, on voit que la solution générale de
Iéquation (1.3) définie par (1.9) dépend au plus de n constantes (en fait,
exactement de n constantes).

La formule (1.9) définit une application d’un élément feC> dans une
classe de fonctions. Si I’équation P,(x)=0 admet des racines simples
%y, .., O, la différence de deux éléments de cette classe est de la forme
CeM*+ce" 4. +ce™, ol ¢y, ..., c, sont des constantes. La formule
(1.9) est valable, de par la maniére dont elle a été établie, pour le cas de
racines multiples : la différence de deux éléments est alors de la forme

P (x) e+ P, (x) **+.. .+ P, (x) e,
ou Py, P,, ..., P, sontdes polynémes convenables.
On désignera par 1/P, (D) I'application (ou 'opérateur) obtenue.

Montrons que pour que I’équation (1.3) admette une solution unique, il
suffit de se donner les conditions initiales :

y0)=c,; ..., y*V(0)=c,_,. (1.10)

A cet effet, il suffit de montrer que le probléme
P,(D) y(x)=0, (1.11)
y(0)=0, ..., y*=D(0)=0 (1.12)

admet une seule solution y(x)=0. On remarquera que le probléme
(D—a) y(x)=0, y(0)=0 admet une seule solution y(x)=0. Transformons
maintenant I’équation (1.11):

P, (D) y(X)=H (D—o)!iy(x)=(D—a,) W(x)=0.

Il est évident que W (x) est combinaison linéaire des dérivées de la fonction
y(x) d’ordre <n—1. Donc, en vertu de la condition (1.12), W(0)=0 et,
par suite, W(x)=0. Il est clair qu’en poursuivant cette procédure, on
obtient y(x)=0.

Exhibons encore une méthode de calcul de la classe des fonctions

P D) f utilisant un prolongement de I'application K,[x]-K,[D] au
cgrps des fonctions rationnelles de x.

Soit R (x)=P(x)/Q (x), ou P(x) et 0 (x) sont des polynomes. Associons
a la fonction R (x) I'application (Popérateur) R (D) qui envoie fe C* dans
la classe des fonctions P(D)m f=C®. La fonction R(x) sera appelée
symbole de I'application (de I'opérateur) R (D). Verifions que I'application
R(D) ne dépend pas du procédé de représentation de son symbole R(x)
par la fraction P(x)/Q(x). En effet. soient P (x)=P(x) S(x),

2+
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Q (x)=0Q(x) S(x), ou S(x) est un polynéme. Montrons que pour tout

JEC™, on a I'égalité

1 - 1
P(D =P (D)—— . 1.13
( )Q(D)f ( )§(D)f (1.13)

1 .
Soit yeP(D)Q—(D—)f. Alors y(x) est de la forme y(x)=P (D) z(x), ou z(x)
est solution de I’équation Q (D) z(x)=f(x). Désignons par u(x) une solu-
tion quelconque de I’équation S(D)u(x)=z(x). Alors Q(D)u(x)=

=Q(D)S (D)u(x)=Q(D)z(x)=f(x), de sorte que ue_Q_l f- On a par

(D)
ailleurs y(x)=P (D) z(x)=P (D) S(D) u(x)=P (D) u(x). Donc
1
yEP(D)—F
Q (D)

_ 1 — x
Réciproquement, soit yeP (D) ——f. Alors y(x)=P (D)u(x), ou
(D)

u(x) est solution de I'équation Q (D) u(x)=f(x). Posons z(x)=S(D) u(x).
Alors z(x) est solution de Péquation Q(D)z(x)=f(x), et y(x)=

1 1

=P(D)z(x)eP(D)—— f(x); donc, ye P(D)——f. C.Q.F.D.

(D) z(x) ()Q(D)f() ) ()Q(D)f 3

Désignons I’ensemble des opérateurs R(D) par F[D]. Munissons
I'ensemble F[D] de I'addition induite par I'opération correspondante sur
le corps F[x] (F[x] est le corps des fonctions rationnelles). Posons par
définition R(D)=R, (D)+R, (D) si et seulement si B(x)=R, (x)+R,(x).
On a alors le lemme suivant:

Lemme 1.2. Soient R,(x) et R,(x) des #léments du corps F[x],
R(x)=R, (x)+ R, (x). Pour qu’une fonction y appartienne a la classe R (D) f,
il est nécessaire qu’elle se représente sous la forme y(x)=y, (x)+y, (x), ou
y,€R, (D) f, y,€R, (D) f.

Démonstration. Soient R, (x)=P, (x)/Q, (x), R, (x)=P, (x)/Q, (x),
ou P,(x), P,(x), Q;(x), Q,(x) sont des polynomes. Alors
R(x)=R, (x)+R, (x)=P (x)/Q (x), ou P (x)=P,(x) Q,(x)+Q, (x) P;(x),
Q0 (x)=0, (x) 0, (x).

Désignons la classe des fonctions y(x) par R, (D) f(x)+R, (D) f(x).
Montrons que R (D)f<R, (D)f+R,(D)f. Soit y(x)€R(D)f(x). Alors
y_(x)=[P1 (D) Q, (D)+ Q, (D) P, (D)] z(x), ou z(x) est solution de I’équa-
tion

0, (D) 9, (D) z(x)=f(x). (1.14)
Posons P, (D) Q, (D) z(x)=y, (x), P, (D) Q, (D) z(x)=y,(x). La fonction
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u; (x)=Q, (D) z(x) est solution de I'équation Q, (D) u (x)=f(x), et la
fonction u, (x)= 0, (D) z(x), de I"équation Q, (D) u, (x)=f(x). Donc

Yy (x)ER (D) f(x), y,(x)eR,(D)f(x),
CQ.F.D.

Exhibons maintenant une méthode de calcul de 1/P, (D) a l'aide de la
correspondance R (x)—R (D). Décomposons a cet effet e symbole 1/P, (x)
en fractions élémentaires :

m m

1 a; -
P,,(x)=Z(x—a,-)*-" Zk"_"’

i=1 i=1

ou o; sont les racines complexes de multiplicité¢ k; du polynéme P, (x); a;
des polynémes complexes. Du lemme 1.2 il s’ensuit que

lfcm = B
R ) o
i=1

Cela signifie que toute solution ¥y (x) de I’équation (1.3) se représente sous
la forme

m

1 1
y(x)= Za,-(D)e“""B...Be_’i‘f(x), (1.15)

k
ce qui résulte immédiatement de (1.6), (1.6") et (1.8). Dans le cas particulier
ou les racines sont simples, ( 1.15) devient

i=1

n

yx)= ¥ [a,.e“f* j e~ f(p) dp+C,-e“""]. (1.15')
0

i=0

On s’assure*) immédiatement que la solution genérale de I’équation (1.3)
contient exactement n constantes. De 1a il s’ensuit que (1.15) est la solution

générale ( C’est-a-dire un élément de la classe f ] de I'équation (1.3).

P (D)
On peut se servir aussi de la formule (1.9) pour trouver une solution de I’équation
homogene.

Exemple. Trouver la solution générale de I’équation
(D—o;)(D—ay) y(x)=0, oy FA,.

*) Ceci résulte immédiatement du fait que toute solution de I"équation (1.3) se représente
par la somme d’une solution de cette équation et d’une solution de I'équation homogene. Par
ailleurs, tout terme de la décomposition 1/P, (D) en fractions élémentaires, appliqué a la
fonction identiquement nulle, est solution de I’équation homogéne P, (D)y=0, puisque P, (D)
peut étre mis sous la forme P, (D)(D—0,)%, ou (D — )P est le dénominateur de ce terme.
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La formule (1.9) nous donne

y(x)=eazx_;_ e~ 2% e“l"% e 0=

= dlzx_l_ e Mt C, =eﬂle e C =
D D
=" C, [ e % dx + C, e = C( e + C,e™?".

Illustrons le cas des racines multiples par un exemple.

Exemple. Trouver la solution générale de I’¢quation
(D—a)* y(x)=0.

L’égalité (1.9) entraine

,V(x)=f—’”l—e_“eul—e"“e‘"—l——e'“"0=e‘"‘ 1— 1— —1—0=e°"(C0+C,x+C2x2).
D D DDD
Remarque. Considérons maintenant ’équation
P,(D)y(x)=P,(x), P,(0)#0, (1.16)

ou P, (x) est un polyndme de degré k. Désignons par P,  (x) la somme des s+1 premiers
termes du développement de Taylor en x=0 de la fonction 1/P, (x). L’¢galité

P —|=1
)| Faulod P,(x)/,_o k!

k=s+1
entraine immédiatement /
P,(x) P, (x)=1+x*'P,_, (x), (1.17)
ou P,_, (x) est un polynéme de degré <n—1. '
Montrons que e
y0=P, DPx (1.18)

est solution de I’équation (1.16) pour s k. En effet, grace é{l.ﬁ) on obtient

P,(D)y(x)=P,(D) P, ,(D) P, (x)=(1+P,_, (D) D**Y) P, (x)=P, (x)+P,_, (D) D**' P, (x).

Or le dernier terme est nul pour s= k. Donc, la formule (1.18) nous donne pour tout s=k
une solution de I'équation (1.16), et de plus toute solution de I’équation (1.16) est définie par
la formule

y(x)=P, (D) P, (x)+¢(x), ot @€

0.
P, (D)

§ 2. Equations aux différences
Considérons Popérateur de translation et désignons-le par €*”:

P f(x) € f(x+h),

ou h est un réel.
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Cette définition est justifiée par le raisonnement euristique suivant: soit f(x) une
fonction analytique dans un 2h-voisinage d’un point x, x€]— oo, oof. Alors

Sx+h)= ZFIW (x).
k=0
Par ailleurs, en développant formellement ¢"” en série entiére, on obtient

c K D* 3 K
e""f(x)=z v f(x)=ZFj""(x)=f(x+h).

k=0 k=0

Donc, le développement taylorien de la fonction f(x+h) est le développement en série
formelle de I'exponentielle ¢'P.

Considérons I’équation
Y ay(x+kh)=f(x), feCg, (2.1)
k=0
ou Cg est I'espace des fonctions indéfiniment dérivables a support borné
sur R (c’est-a-dire a support compact). Mettons cette équation sous la
forme

P,(€")y (x)=1(x),

ou
P (@)= T a ..

k=0
Supposons pour simplifier que les racines du polynéme P, (x)= Y a,x*

k=0
sont toutes distinctes. On a alors

1 A,
P, (x) =Zx—a,.’ (4}

i=1

ou A; sont des constantes.
Si y(x) est solution de I’équation

(P —a)y(x)=f(x), (2.3)
elle est solution de I’équation
(ehD_ Cl) eilnae._ilnay (x)=f(x).
I1 est aisé de vérifier que

(@) y (x)=en " (P~ 1) 5" (x)




*
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Donc, (2.3) peut étre mise sous la forme

no 1 o
yx)=—e* f ).

%

("P—1)e

0
Remarquons maintenant que la série — Y &P est la série entiere
k=0
formelle de (€"® — 1)~ 1. Il est immédiat de s’assurer que

0

X 1 _Xlng
o B y(x)=—;zek“’e 3 £(x)+y, (%),

k=0
1 Jilne( —ﬂlnu flnu
y(x)=—aeh f(x+kh)e & +y, (x)er
k=0

ou y,(x) est solution de Péquation homogene (" —-1)y,=0;
y, (x+h)=y, (x). Donc, y, (x) est une fonction périodique de période h.
Exactement comme dans le paragraphe précédent, on établit que la
solution générale de I'équation (2.1) se représente sous la forme

@

n

A.
y(x) =2mf(x)- (2.4)

Pour la fonction y (x) définie par (2.4), posons

ar 1
y(x) - Pn (ehD)f(x)' P

V4
Le probléme est donc ramené a I’équation (2.3). j"

Exercice. On demande une solution particuliere ie équation différentielle aux
différences
Y (x)+y (c+1)=xke™,
ot o satisfait la relation o =ie*?.

§ 3. Intégration des systémes d’équations
différentielles par la méthode de Heaviside

Tout systtme d’équations différentielles linéaires a coefficients cons-
tants peut étre mis sous la forme

B(D) Y (x)=F (x), (3.1

ou Y(x)=(y (x), ---» ¥ (X)), FX)=(f; (x), ..., f,(x)) sont des fonctions

vectorielles, B(D) des n x n-matrices dont les élements sont les opérateurs
étudiés au § 1.
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Il est immeédiat de voir que les opérateurs B(D) forment une algebre *)
(non commutative) qui sera désignée par M [D]. Notons M [x] I’algebre

des matrices dont les éléments sont des polynomes P (x Z ax'. 11 est
i=0
évident que Iisomorphisme P (x)—P (D) des algebres K, [x] et K, [D],
défini au § 1, peut étre prolongé en un isomorphisme des algebres M tx] et
M[D].
Soient -
BeM[x], B(x)=|PY(x)|.

Désignons par A, (x) les cofacteurs de la matrice B (x) et considérons la
matrice AeM[x]’ A(x)=|A;|*=|A;|- Du cours d’algebre linéaire on
sait que

all =145 -

A(x)B(x)=EA (x), (3.2)

ou E est la matrice unité, et A (x)=det B (x). L’analogue de (3.2) pour les

opérateurs est
A (D) B(D)=EA(D). (3.3)

Grace a (3.3), le systeme (3.1) se raméne a la forme
A(D)B(D) Y(x)=A(D) F(x).
Posons A (D) F (x)=G (x). Alors
EA(D) Y(x)=G (x), (3.4)
ou .
A(D)y;(x)=g;(x), i=1, ..., n. © (3.4

Nous avons déja étudié de telles équations et nous savons que leurs
solutions sont

1
yi(x)=mgi(x), i=1, ..., n (3.9)

Des raisonnements précédents il s’ensuit que si une fonction vectorielle
Y (x) est solution du systéme (3.1), ses composantes, les fonctions y; (x),
sont solutions des équations (3.4). A noter toutefois que si y,(x) est la
solution generale des equations (3.4), la fonction Y (x)=(y, (x), ..., y,(x))
n’est généralement pas solution du systéme (3.1). Pour qu’elle le soit, il faut
imposer des conditions aux constantes d’intégration figurant dans les
solutions des équations (3.5). Si

1
Zi (X):A(D) f;‘(x)s

*) Cf. § 1 chap. 1.
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alors
Y(x)=A(D) Z(x),
ou Z(x)=(z, (x), ..., z,(x)) est visiblement solution du systeme (3.1):
B(D) Y(x)=B(D) A(D) Z (x)=EA(D) Z (x)=F (x).

Il est immédiat de voir qu'on a obtenu la solution générale du systeme
(3:1).

Exemple. Intégrer le systeme d’équations
Dy, (x)+y; (x)+ Dy, (x)=0,
D%y, (x) =y (x)+ Dy, (x) +y, (x)=0.
Mettons ce systéme sous la forme
(D+1)y, (x)+ Dy, (x)=0,
(D*—1) y, (x)+(D*+1) y, (x)=0.

Il est aisé de voir que dans ce cas A(D)=(D+ 1)>. La solution est donc de
la forme
y, (x)=ae ™ +bxe™,
Y, (x)=ce ™ +dxe™".
En portant ces fonctions dans la premiére équation et en simplifiant par
e~ *, on obtient P
b—c—dx+d=0,

Cest-a-dire que d=0, b=c. En portant y, (x) et y,(x) dans la deuxieme
équation, on obtient des conditions identiques sur les coefficients. On a en

définitive 3

y; (x)=ae *+bxe ™, ;’/
Yy (x)=be™*. ¢ -

* * *

On constate donc que la méthode opératorielle de Heaviside permet de
ramener un systéme d’équations différentielles ordinaires et d’équations
différentielles-fonctionnelles a2 un probléme d’algebre linéaire dont les
méthodes sont bien élaborées et largement répandues. Mais méme si elles
ne D'étaient pas, il serait logique de ramener le probléme a un probleme
d’algebre et d’étudier ce dernier. Cette voie serait la plus payante.

Si les coefficients sont variables, la situation se complique notablement,
car le probléme d’algébre auquel conduit la méthode opératorielle exposée
plus bas n’a pas encore été étudié, de sorte que par methode opératorielle
on entend dans la suite non seulement la réduction du probléme différen-
tiel 4 un probléme d’algébre, mais aussi la méthode de résolution de ce
dernier.
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§ 4. Algebre des séries entiéres convergentes
d’opérateurs non commutables

Le calcul opératoriel de Heaviside permet d’intégrer des équations
différentielles linéaires a coefficients constants. Soit I'équation a coeffi-
cients variables :

Si 'on désigne encore par D l'opérateur de dérivation, cette équation se

met sous la forme
P(x,D)y(x)=f(x),

ou P est un polynéme en le deuxiéme argument :
) n
P (x,p)= ), a;(x)p’.
j=0

La non-commutativité des opérateurs de dérivation et de multiplication
par x est une source de grosses difficultés. Ceci ressort de I’exemple
¢lémentaire suivant. Soit P (x, p) =xp; comment comprendre alors P (x, D)
si la substitution de x et de D dans des ordres différents nous donne des
résultats différents :

xDy(x)=xy"(x), Dxy(x)=(xy) =y(x)+xy (x) ?
Il est évident que la notation P(x,D) & Y a,(x) D', ou P(x,&)=

=) a;(x)& n’a pas de sens si 'on ne sous-entend pas que I'opérateur D
agit le premier. Si donc I’on indique I'ordre d’action des opérateurs x et D,
on définit sans ambiguité ’opérateur

P (ch, Il)) =Y a, () D",

La généralisation naturelle de la notation d’un polynéme de D dans la
méthode de Heaviside nous conduit a définir des polyndmes d’opérateurs
ordonnés.

Pour les coefficients constants, nous avons établi des régles d’addition
et de multiplication pour les polynémes de D. On a vu que ces régles
etaient confondues avec les «régles» habituelles pour les polynomes.

Dans ce paragraphe, nous introduirons des régles analogues pour les
polynémes d’opérateurs ordonnés. Ces régles nous conduiront a de nouvel-
les notions algébriques qui seront axiomatisées plus bas.

Nous étudierons immédiatement les polyndmes d’ordre infini, plus
exactement les séries entiéres d’opérateurs. Nous avons vu sur I'exemple de
la méthode de Heaviside que parfois (cf. par exemple § 2) la solution
pouvait étre représentée par une série entiére convergente. Le lecteur non
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initié a la notion d’opérateur borné peut comprendre par opérateur une
matrice ordinaire.

Par ailleurs, nous avons vu aux §§ 1 a 3 que la notion de polynomes de
D ne suffit pas en général pour intégrer des équations différentielles. Donc,
ici aussi nous devrons généraliser les régles obtenues au cas de fonctions
plus générales d’opérateurs ordonnés (§ 6).

Soit Op une algebre unitaire non commutative dont les éléments A4, B,
C,... seront appelés opérateurs, et soit l'algébre des séries enticres
formelles des variables x, y, z,. .. (ces variables sont en nombre infini, mais
chaque élément de I'algébre o est une série entiére qui n’en contient qu’un
nombre fini).

Désignons par & I'ensemble des series entiéres formelles des éléments
de P'algébre Op. Ces séries se définissent comme les séries entieres formelles
de variables permutables avec les changements naturels dus au fait que
deux monodmes, par exemple A%B et ABA, dont l'ordre des facteurs est
différent sont supposés différents. L’ensemble & est muni naturellement de
la multiplication; explicitons-la sur exemple du produit de deux
monomes :

242BC-3CABA=6A>BC*ABA.
Cette multiplication n’est pas commutative sur &, '
Convenons de désigner les nombres par les lettres a, b, c. Pour que les
formules soient plus suggestives, nous exhiberons les définitions ou les
régles du calcul opératoriel, par exemple, seulement podr le cas de trois
opérateurs non permutables; la généralisation a un nombre quelconque
d’opérateurs sera évidente.

Nous introduirons quelques notations et définirons ensuite les opéra-
tions sur les séries enticres formelles des opérateugs”de I'algebre Op. Ces
opérations dépendront du procédé qui a servi a #fdonner les éléments de
Op. é -

Coiffons les opérateurs A, B, C de numéros qui indiqueront leur ordre

d’action. Ainsi
1 2 3

A, B, C

signifiera que l'opérateur A agit le premier, 'opérateur B, le second,
PPopérateur C, le troisieme. Considérons I'application suivante p de o/ dans
s
o fx, 3, 2)= Y aux'yz,
i,j,k=0
alors
1 2 3 o © o
u:f(x’ Vs Z)_'f(AaB,C = Z aijkaBJA"

i,j,k=0

1 2 3
Désignons par QI(A, B, C) 'image de & par I'application . Les opéra-
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tions algebriques de .« induisent par I'application p des opérations algébri-

1 2 3
ques sur QI(A, B, C) qui font de cette derniére une algebre de toute
evidence commutative.

1 2 3 1 2 3

Remarque. L’inclusion QI(A, B, C) <& induit sur QI(A, B, C) une

multiplication qui n;est3 pas confondue avec la multiplication définie plus
1

haut sur A\ A4, B, c). Contrairement a la multiplication  sur

1 2 3
A (A, B, C), la multiplication sur & n’est pas commutative.

Exemple.
12 2

1 232 1
(A+B) =A>+2AB+ B*=A%+2BA + B>.
1 2

1 22
A noter que bien que A+ B=A+ B, I'élément (A+B) de l'algebre
1 2
A (A, B) n'est pas confondu en général aveg (4 +B)*:

1 22
(A+B)Y=A4%>+ AB+BA +BZ%(A+B) .
Jusqu’ici 4, B, C étaient des symboles formels. Tenons maintenant
compte de I'existence de relations dans Op: deux polynoémes différents
contenant des ¢léments de Op peuvent étre égaux en tant qu’opérateurs.
On dira qu’ils sont équivalents et on les reliera par le signe ~. Supposons
maintenant que Op est une algébre normée et soit 4’ la sous-algebre des
series enticres convergentes de A.
S] 1 2 3 4 1 3 2 4
f(A, B, C, D) ~f(A, B, C, D),
i1 2 2 3
on désignera par f (A, B, C, D) chacune des deux séries équivalentes.
1 1 2 13 23 23 13
Exemple: (A + B) C désigne AC+ BC ou AC + BC.
L’application p possede les propriétés suivantes :
1 2 3 ny ny n3
1) f(A, B, C)~f(A, B, C),sin <n,<n,*).
2) Si B=0, alors

(1" 3)2 e
f\4,¢) B~0, 3 a,C*BA’~O0.

ny ny ny
*) La notation f(A, B, C) se comprend comme suit. Si f(x, y, z)= Y ay XYzt alors
("‘ " "~‘) def . . o
A4, B,C) =3 C1...1B/1...14'1.. .1,
i,j.k
ou les unités occupent dans chaque mondme toutes les places a I'exception des n,-iéme,
ny-iéme et ny-iéme a droite.




30 INTRODUCTION AU CALCUL OPERATORIEL

3) Si A et B commutent, alors
1 2 3 2 1 3
f(A, B, C) ~f(A, B, C)
donc, chacune de ces séries peut étre désignée par f (A, B, C). Cette
notation ne donne pas lieu a une contradiction si B=A4:

1 1 2 L 2

(44,0 =g(a.0),

ou g (x,z)=f(x,x,z).
Soit 0 -
f(x,y, z)= Z aijkxlyjzk-
i,j,k=0
1 3

Nous pouvons remplacer x et z par les opérateurs 4 et B respectivement et
laisser y a titre de variable formelle:

1 3 %
= =
f(A, Y, B) & ) aijkBkylA .
i,j,k=0
Considérons I'opération de substitution de I'expression operatorielle agis-

1 3
sant en second a y dans f(A, Y, B). Soit ¢ (C, D, ..., E) un éléement de
k

?

A (C, D e 5 E), ou certains opérateurs peuvent étre confondus entre eux
ainsi qu'avec A ou B. Posons par definition

- 1 2 k 3 @ /
f(A, [cp(c, D,...,E)]],B)= Y, a,B*HA,

i,j,k=0

k

ou H est un élément de &’ égal a (p(C, D, ..., E), H/ est la puissance
j-ieme de H au sens de la multiplication (non comfimutative) de &’. En
d’autres termes, les indices chapeautant les opéraf€urs de ’expression entre
crochets ne définissent pas Iordre d’action de§ opérateurs extérieurs a ce
crochet (et inversement). Pour cette raison, ce crochet sera dit crochet
autonome.

On definit de fagon analogue Iopération de substitution d’une expres-
sion opératorielle agissant en premier, en troisiéme, en quatrieme, etc.

Exemples. 1) Soit ¢* une série entiére convergente:

ao
x/
i=0

Alors

Jj Ak 1
(] [e*] = ZZB':, ZZk'(n B Z(’”B) —ohs

j=0k=0 n=0k=0
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2) Développons le produit

[

T=e32 Z 2nBn A" eAZ
n!

n=0

en série entiere de bindmes homogenes de A4 et de B a 'aide de la méthode
opératorielle. On a

21 3 2 1. 2 1 4 321 4 32 1
e 2BA A~ B A(2B+ A . B 2BA A __ ,B*+2BA+ A% _
T=e%[2B4] 4’ =[¢®"] [e4(2B+4)] = [P*] £2B4 [e4’] = e

(l Z)Zn 0 n
1 2 : : : : : :
=e§2+25;+;2=e(,{+3)2= A+'B _ L' ;nBiAZn—i,
ni n:

ou Cj, est le nombre de combinaisons de 2n éléments i a i.

3) [[/11+123]]2=(:4+123) (31+;3)=A2+AB+BA+BZ.

4) /liﬁ[(A+B)]]2 é=;1(:1+;)(;+;3) (53

Introduisons enfin le symbole (I’opération) d’exclusion du crochet auto-
nome (I’opération «prime »). Soit

f5p D)= Y ageiyi.

ijk

Alors, par exemple, par
3
1 27 1 2 4
f(A, |Lp (B, o D)]], E) (4.1)
on comprendra une série entiére convergente de &’ déduite par la procédu-
2
1 3 1 2 3
re suivante. Considérons tout d’abord f(A, I]:(P (Bl, C, D)]] ) E), ou
B, est un opérateur qui est supposé ne commuter a aucun des opérateurs
3 1 2
A, C, D, E. Désignons par S I’élément (p(Bl, C, D) e’ . Alors

2
f(/li,llw(;p é 12))]] 135) =Y a,E*'S'A.

i,j.k
Dans chaque terme de la derniere somme, déplagons maintenant
I'opérateur B, (qui figure dans §’) a droite de fagon qu’il agisse immédiate-
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ment aprés A'. Désignons la série entiére convergente ainsi obtenue par
3 ’
/(1.Lo(5,. c.0)].5).
Pour déterminer la série (4.1), il reste seulement a remplacer B, par B.
Exemple. 5.
U:A +l;é‘2:|]=(,31+232 (:1+Ilié .
Considérons un exemple ou la seule introduction de I'application p

permet d’établir une formule utile. Prenons pour Op l'ensemble des
homomorphismes de I'espace vectoriel Cg’ et posons

XoE)=Ep (&), Po@E)=—ido)ds, ¢eCq.

Soient par ailleurs 4 un opérateur de Op; f(x,y), S(x,y) et g(x,y) des
polynomes

f=Y apdy, gay)= X cpxly’;

j,1=0 i 1=0
QS &Sy S (x,y)eC™.
~
Alors
3
2 1 2 2 3 m 4 . 2 1 2 1
[[f(x, P)]] ﬂieis(x'y)g(x, A)] — Z aj'lXJ[[PleiS(X,y)]] g (X, A) .
j,1=0 7
De la, grace a I'identité . /
e’ -
2 1 2 oS :
P! eiS(X.y)zeiS(x'Y) ‘[P+&(X, y)]l 5 (42)
on obtient

[Ge., )] Lesteg(x, A)]

m 4. 4 aS 1 2 1
5 et re oG9
im0 1.6

3
=eis(§.y)f(x, |[ P+§)-(S—(X, y)]l )g(x’ A)~

(La formule (4.2) pour les opérateurs P et X peut étre établie de fagon
analogue a (1.4).) Nous avons ainsi prouve le
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Théoréme 4.1. Soient X, P les operateurs introduits ci-dessus: alors

[Gx. )DL (x, P~

3
Ne.'s(;.y)f<)‘; ﬂ:P+——X y)]l )g(X P) (4.3)

r
Exercice. Substituons formellement P a y dans 4.2):

zS(X P) lS(X P)[[P+ (X P):” (4.4)

En appliquant formellement les régles et les notations relatives a I’ application p, on déduit de
(4.4) une formule analogue a (4.3).

L’opérateur f (X P) de la formule (4.3) s’appelle hamiltonien. La
formule (4.3) sera dite formule de commutation du hamiltonien &
Pexponentielle.

i 2 n+1 n+2
Théoréme 4.2. Si f (A, Bs 154 )~0 alors
1 n+2 n+l n+2
o4, )f(A Cy..., C,, B)~0

pour tout ¢ (x, y).
Démonstration.

W AG )

n+4 n+2 n+3

f(A c,,..., C, B)~

PR . ‘e, '8 )]~

~o (45

Corollaire. Lg relation

LG, )T Les® o (x, )] ~o

est equivalente a la relation

3
f(; [[P+S’(X)]]) g()Z(, ,:1) ~0.

On démontre ceci en se servant du théoréeme 4.2, de la formule de
commutation du hamiltonien a I'exponentielle et de la relation évidente

e 5WesWy (x, [p+ 5 x)]) o(x, 4) ~(x, tp+s 000) o(x, ).

3 Méthodes opératorielles
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Exhibons maintenant deux relations qui sont trés importantes en
théorie des équations différentielles.

Remarquons préalablement qu’en calcul des opérateurs non permuta-
bles les dérivées aux différences jouent un grand role, car elles remplacent
en quelque sorte les dérivées classiques en Analyse. Exhibons les dérivées
aux différences que nous utiliserons ultérieurement.

Soit f(x,, X;, ..., x,) une fonction de n variables. L’opérateur de
dérivation aux différences 8, transforme cette fonction en la fonction a
n+ 1 variables suivante:

s T3 Xy s iesin X )— JXT 5 Kign, < » o3y %)
By (6 X 2y oy %) ETL TR T S T B
X1 ™ X

dans laquelle le premier argument se «dédouble». L’opérateur de dériva-
tion aux différences 8; par rapport au j-iéme argument se définit de fagon
analogue. Si l’operateur d; est apphque plusieurs fois, il agit sur n’importe
lequel des j-iemes arguments qui se sont dédoublés lors des dérivations
précédentes (on laisse au lecteur le soin de s’assurer que le résultat sera le
méme quel que soit le j-iéme argument choisi).

Exemples. Si f est une fonction d’une seule variable x, alors

s, ) =TI,
X =X
8f(x’, x”, x") =
) P I

T W) W g @)

si f(x, y) est une fonction de deux variables, flots

SO's ¥ Y= YYESE" ¥ )= f(x" YY)
(x"=x) (" =) '

Au lieu de 8, et 8, on se servira des notations 6/0x et 8/dy.

81 SJ(X,, x"’ y,’ ,V”)=

Theoréme 4.3. On a la formule suivante de permutation des arguments

LA )] - )] ~L . 8] 5604, 4 5. 3),

3
ou [A,> B]=[AB— BA] est le commutateur des opérateurs A et B, et 8,8, f
la dérivee seconde aux différences mixte de la fonction f.
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Démonstration. Des propriétés de I"application p il s’ensuit que

AB—-BA f( ( +f( (A B)
[[ . (A A) (B—B)
(AB BA) f( f(flh;i +f(:1,;3 —_[(/51,13 R

(- Gi3)
2/ 8) (i B) s () (i
M=l s ~

A—A iy

) ) )G
. g

AL G LG LG

Remarque. On obtient des formules analogues en permutant deux
quelconques des opérateurs. Par exemple :

1 2 4 3 2 4 1 5 2 4 6
4, B, c)- ABC) [BA]SSZj A, A, B, B, C).
Theoreme 4.4. On a la formule
2 , 2 ,
L Cas )] <L Cos 3T 4
- S #
Ll a8l (v e, Lavsell, Lassed)].

Deémonstration. I suffit de montrer que

1 2 3 1 S 2 4
f(A+B)~[[f(A+B):|].+ [[[A, B] BZf(AJrB, A+ B, A+B)]] .
On a la relation f@~fx+y)+(z—x—y) df(x+y, z). En remplagant
1 3 2
X, y et z respectivement par A, B et A+ B, on obtient

sl ) ]+ [(atn-i-5) i, a2)].

3%
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Le théoréme 4.3 et la remarque nous donnent maintenant

sas~L(as8) ] +[(as5-5) ss(a+n a+8)] -
—[[,lqaf(;H;?, AiB)]] ~[[f(:1+123)]] +
JCais- ) s(asn arn)] -LiesCass ar8)]+

L av8) #fatn atn a+s)].

Nous avons utilisé le fait que la dérivée aux différences mixte par rapport
aux deux premiers arguments de la fonction
fz+o)—fB)

ztv—y

g(x, y, z, v)=x3f(z+v, y)=x
est égale a
8,8,9(x1, X35 ¥y15 Y23 2, V)=
fez+o)—fly,) f+v)—f(y) |,
2 (X Xp)
z+v—Yy, z+v—Yy,

(1 = %) (¥; — ¥2)

=8f (yy, V3> 2+0).

Pour achever la démonstration, il reste a remarquer gte [A, 4+ B]~
~[A4, B] et que

[(aip-5) sfCass ain)]-LisrCaspoasn)] -

_(4tp-8) sf(a+n. 43B) —,345]94159, 45B) =

(avp-478) or(asn ats) o

en vertu du théoréme 4.2 (ou, plus exactement, en vertu de sa généralisa-
tion évidente). C.Q.F.D.
Le corollaire suivant est utile.

Corollaire. On a la décomposition
i 2y 2 103
j(A+B)——-f(A+B) +5[A, B] ]”’(A%—B)—FR2 (4.5)
ot le reste R, est defini par la formule
2 1 4 1 4 1 4 3 a4
R2=[A, [4, B]] 63j(A+B, A+B, A+B, A+B) +

4 1 6

3 1 21 1 5 6
+[[A, B], B] ,83f(A+B, A+B, A+B, A+B)+
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3 6 1 5 1 8 2 1 7
+[A, B] [A, B] 8‘f(A+B, A+B, A+B, A+B, A+B)+
3 6 1 2 1 8 4 8 5 7
+[A, B] [A, B] 8“]‘(A+B.A+B,A+B,A+B,A+B)+
2 5 1 4 1 6 1 8 3 8 7 8
+[A, B] [A, B] 5“[(A+B,A+B,A+B,A+B,A+B . (4.6)
I1 est aisé d’écrire le terme suivant de la décomposition (4.5):

f(A+B)=f(;1+;) 4—-;—[A,2 B] f”(:1+133) +
+é<[A,2[A, B]] +[[A, B],ZB])j’”(:HI;) +

+é[A,zB] Zf“*’ (:1 +133) +R,;, (4.7)

ou le reste R, s’exprime en fonction des commutateurs du troisiéme ordre
comme dans (4.6).

Theoréme 4.5. On a la formule
2 ; 1 2 1 2 8 4 1 3 24 82 6 1 3 5
f(C,A+B)=f(C, A)+38—f(C,A,A +BB§—£(C,A,A,A+B).
X2 X2

Démonstration. On a Iidentité

¢
P (xy, X35 X3) =@ (xy, X,, y3)+ (x3 — y3) o (x5, %55 X3, V3)-
3

6 1 5 3
Faisons la substitution x,-C,, x,-»C,, x,»A+B, y3—A. Alors, pour
tout TeOp, on a

2 6 1 5
Tq)(Cl, Cys A+B)=
~70(C, 00 ) 7 22(¢ €054 a08) (dm3) -
’ 24 §¢ a 5

2;‘(9(2‘1, éz, /31) +Tng~( 6c,, éz; A, A+B). (4.8)
3

Si, en particulier, ¢ ne dépend pas du second argument, la fonction
@ (x;, ¥, X,) est equivalente a f (x,, x,) et C, ~C, T~ 1, on déduit de (4.8)
que

HEatD) ()3 3 (80 aln).
2
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Appliquons encore la formule (4.8) au dernier terme dans le cas ou

P (Xy5 %55 x3)=r;f (%45 X3 X3), T~B, C;~C, C,~A.

dx,
On obtient alors immédiatement la décomposition cherchée a partir de
(4.8). CQ.F.D.

§ 5. Spectre d’un couple d’opérateurs ordonnés

Arrétons-nous tout d’abord sur les spectres de matrices. Soit A une
matrice. Désignons par K 'ensemble des polynomes P a coefficients dans
C tels que P(4)=0 (0 représente la matrice nulle).

Définition. On appellera spectre o (4)<=C de la matrice A 'intersection
des ensembles des zeros des polynomes de K : (zeo)<>(P(z)=0 pour tout
P€K). ;

Soit k, () la multiplicité d’un zéro A du polynome P (z)€K. On appelle

multiplicitée d’un point A du spectre le nombre inf k,(A).
PeK
Soient A, A,, ..., A les valeurs propres de la matrice A, et

Q (z)=[] (z—*,)", son polynome caracteristique.

1
Du cours d’Algebre linéaire on sait que Q (4)=0. On en deduit que le

spectre d’une matrice est confondu avec I’ensemble de ses valeurs propres
et les points A, sont de multiplicité k;. Posons s=3 poxf simplifier. Pour
tout polynome P (z), on a

ki-1

. .
P(z)= z a PO (kl)(z—)ul)'+(z—7»,/)"’ P./(2);

i=0
ou P, (z) est un polynome dont les coefficients dépendent de A,. De fagon
analogue gt

. ,
P (z)= 2 q PP (A,) (z—A,) +(z=N\)2P,(2),

i=0
k3—1

I .
P,(2)= 2 P P9 (M) (z—Ay) +(z—13)3 Py (2),
i=0
ou P, (z) et P4(z) sont des polynomes; les coefficients de P, dépendent de
A, et de A, ; comme (4 — X, )1 (44,2 (A— A,)3 =0, il vient
k1—1

1 .
P(4)= z PO AR+

i=0
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ky—1

1 .
+(A—-A )k Z i—!P‘l" M) (A—-2y) +

i=0
k3—1

1 .
+(A—=A) (A-2,)2 Z = PO (M) (A-A).  (5.1)
i!
i=0
On constate que P(A) est égal a un polyndme de degré k, +k,+k,—1 et
que la matrice P(A4) ne dépend que des valeurs du polynéme et d’un
nombre fini de ses dérivées aux points du spectre. La formule (5.1) sera
appelée décomposition spectrale de I'opérateur P(A).
Soient A et B des ¢léments de Ialgébre (des opérateurs). Considérons

l’ensemzble K des polynomes P(zy, z,) a coefficients dans C, tels que
1

P\ 4, B) =0.
Généralisons la définition du spectre et de la décomposition spectrale

aux ensembles ordonnés d’opérateurs. Nous nous bornerons au spectre
1 2

d’un couple d’opérateurs A, B.
1 2 1 2
Definition. On appelle spectre o (A, B) < C? d'un couple ordonné A, B

Iintersection des ensembles de tous les zéros des polynémes de
i 2
K: (zl, Z,EC (A, B))@(P(z,, z,)=0) pour tout P(z,, z,)eK.

A noter que d’apres le théoreme 4.2, si Q (z;» z,)€K, alors
Q(z1, 2,) P(z,, z,)€K, ou P(z,, z,) est un polynome quelconque.

Soient 4, B, C des ¢léments de I’algebre (des opérateurs). Considérons
I'ensemble 2 (z,, z,) des polyndmes P(z,, z,) a coefficients dans C, tels que

2 ¥ 3
Ccp (A, B) =0.
1 3 1 3
Definition. On appelle spectre O'C(A, B) =C? du couple A, B relative-
2

ment a C I'intersection des ensembles de tous les zéros des polynomes de
P (24, z,):

1 3
(Zla ZZEUC(A, B))<:>(P(zl, 22)20)
pour tous P(z,, z,)€ 2 (z,, z,).

A noter que si Q(z,, z,) €2 (z,, z,), alors Q (24, 2)) P(2y, 2,) €2 (2, z,),
ou P(z,, z,) est un polynome quelconque.
Traitons maintenant I’exemple important de la décomposition spectrale

2 1 2
d’une fonction de la forme Cf (A, B). Considérons a cet effet la formule
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(4.3) de commutation du hamiltonien a I'exponentielle. Posons dans cette
formule X =x, P=—i0/0x; S(X, P)=5(x); g(X, P)=g(x). On obtient
alors au second membre ’expression

eis(i)f(;,[[PJraS/ax]]) g(JZC) =e"5"‘>[[f(>2<,[P+6S/5x]])]] g (x).

Le théoreme 4.5 nous dit que
1
2
f(x, U:P+6S/6x]]) g(x)=

=f(x, 08/0x) g(x)+

;)f(x, GS/lax) —fa(x, 8S/6x) J 00+

0S/0x— 8S/0x

s
24 6 1 3 .
+ PP (8%f/3p%) (x; 05/0x, 0S/0x, U:P+6S/6x]]) g(x).

Calculons le terme médian du second membre. Utilisons a cet effet I'égalité
évidente

2
0 (1 3)2 o, 0 5 0
i—\x=—x) o(x)=iyz—X @ (x)—2x — x@ (x)+x — o (x)=0.
0x Ox O0x 0x

J
1 3 2
Donc, le spectre de (x, x) relativement a ihd/0x est situ?&r la bissectrice
£or

de 'angle de coordonnées dans le plan R%. D’apres le th ¢me 4.2 on a

2
0 1 3

i—\x— x) =0 pour n=>2.
0x

‘/ » P}
De la il s’ensuit que pour toute serie finie P (x, 4/, on a la decomposition
spectrale

2 2 2 ¢ -
0 1 3 33) 9 d 33\ (1 3
i—P(x, x)~iP(x, x) —+i—P;(x,x) (x—x)~
Ox ox  0x
iP ( )a '[P’( ‘ =1 )a ]
iP (x5 X ox i| P, (x, x)xax - (x, x axx
. o .,
Donc ~iP (x, X) 6~+1P" (x, x).
4 1 4 3 X
2 f(x, GS/Ox)—f(x, 6S/6x)
p 1 3 ¢
0S/0x— 05/0x

(x)~

[a/‘ d +162f azs] )
. 27_p,,=%5.ax 2 op? A

as 2
gt %
op
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Un opérateur P tel que

Pq):a_f a_q)+_1.6_2§§[_ 0]
dp p=';_f Ox 2 0x* op?|p g_f ’

s’appelle operateur de transport (pour le hamiltonien f(p, x) et pour la
fonction donnée S (x)).

A signaler que dans les décompositions spectrales nous n’avons pas fait usage de la seule
notion de spectre. Il nous est important de connaitre aussi le nombre de termes a retenir dans
la série de Taylor. Dans le cas d’une matrice, ce nombre était lié a la notion de multiplicité du
spectre. Dans I'exemple traité, il est naturel d’admettre que la multiplicité du spectre situé sur
la bissectrice de I'angle de coordonnées est égale a deux. Le probleme de la multiplicit¢ du
spectre (c’est-a-dire du nombre de termes de la série de Taylor) est assez compliqué dans le
cas général. Dans les chapitres IIT et IV, il se raméne a I’étude des propriétés de I’espace de
Banach médian B4, mais nous entrons dans le domaine de I’Analyse harmonique ou cette
question a fait 'objet d’un examen approfondi.

Pour bien comprendre l'orientation de I'étude des propriétés des opérateurs dans les
chapitres III et IV, établissons quelques analogies entre I'exemple exhibé ci-dessus et la
décomposition spectrale des matrices.

1
1. Les fonctions sur lesquelles «agit» l'opérateur x doivent étre dérivables, car
'opérateur 9/0x agit en second. Dans l'espace des fonctions dérivables, I'opérateur de
multiplication par ™' «croit comme la puissance un de ¢ », puisque

+e™g ()| < (1+|e]) max (|g'] +g])-

Id Bt e
2;'(3 g(x))

2. La matrice 4 dont la longueur maximale des chaines d’éléments adjoints est égale a 1
vérifie la condition

e g| <(1+]t])|g

ou g est un vecteur et |g| son module.

3. La décomposition spectrale de la série convergente est limitée a deux termes dans les
deux cas. Nous verrons au chapitre IV qu’il existe un lien profond entre I'estimation de la
croissance de 'opérateur ¢ et le nombre de termes de la décomposition spectrale.

Remarque. Les deux propriétés suivantes des matrices seront importantes dans la suite:
1) Toute matrice 4 peut étre représentée par la somme

A=A, +iA,, (5.2)

ou A, commute & A4,; A, et A, possedent un spectre réel.

2) Le spectre d’une matrice peut étre défini comme suit. Soit K I'ensemble des polynémes
P(x, y) tels que P(A,;, A,)=0.Appelons spectre c(A) de la matrice A 'intersection des
ensembles des zéros des polynomes de K : x, yeo(A)aP(x y)=0 pour tous P(x, y)eK. Les
valeurs propres de 4 seront dans ce cas égales a x +iy, ou x, ye (4).

Cette interprétation du spectre d’une matrice nous permet de ne considérer que les
racines réelles des polynomes de deux variables. A la vérité, pour mettre A sous la forme (5.2),
il faut connaitre sa «décomposition spectrale», mais vu que notre objectif est I'’étude du
spectre non pas d’un mais de plusieurs opérateurs non permutables, nous aurons présent a
Iesprit (tout au moins dans le cas des matrices) que chacun de ces opérateurs peut étre
représenté sous la forme d’une fonction d’opérateurs permutables a spectre réel. La classe de
ces opérateurs sera étudiée plus en détail au chapitre III.
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§ 6. Algebres munies de p-structures

Le calcul développé ne peut encore étre appliqué a I'intégration des
équations différentielles a coefficients variables. On se propose d’introduire
axiomatiquement les étres algébriques qui apparaissent quand on étudie les
opérateurs sur les séries convergentes d’opérateurs ordonnés.

On commencera par les axiomes les plus simples puis on formulera les
axiomes plus compliqués p, et p,. On en déduira de nombreux théoremes
et on les illustrera ensuite sur un exemple simple au § 7.

Au § 8 on traitera en détail le probleme classique de déduction de
I’équation des ondes et on montrera sur cet exemple la puissance de la
méthode opératorielle et son adéquation aux phénomenes mathématiques
et physiques qui émergent au passage du systeme d’équations des oscilla-
tions d’un réseau a I’équation des ondes.

Pour élaborer 'analogue du calcul opératoriel pour les séries entieres
convergentes, il est plus commode d’adopter le point de vue axiomatique,
c’est-a-dire de postuler les points forts, de les appliquer a la démonstration
des formules fondamentales et ensuite de vérifier ces postulats pour les
opérateurs utilisés pour Iintégration des équations différentielles. Cette
abstraction est trés utile pour la manipulation des opérateurs ordonnés. On
se servira des notions élémentaires fondamentales de structures dl-
gébriques.

Soit & une algebre unitaire, en général non commutative, sur le corps
R. Les ¢lements de « seront appelés operateurs.

Soit ¥ * I’ensemble de toutes les fonctions f(x), xeR* (k quelconque)
indéfiniment dérivables croissant avec leurs dérivées pas plus vite que lx\’ a
infini (le nombre [ est propre a chaque fonction f). Les fonctions de &~
seront appelées symboles; un symbole dépendant de k variables sera dit
k-uple.

On dira qu’une algebre o est munie d’une WeStructure si pour tout sous-
ensemble fini d’operateurs A,, ..., 4, d’un ensemble M < & et toute
collection d’indices n,, ..., n, (verlﬁant la condition n;#n; si A4; et A; ne
commutent pas) est définie ’opération

Bi(x, =4y, ..., x,—A4,),

qui a tout symbole f(x,, ..., x,) associe un opérateur 4 € & noté

A= [[f Ay ...,Ak):ﬂ*),

et qui satisfait les axiomes suivants:

,) Axiome d’homogenéite: si o€ R, alors

LogCi, . i) <ol Cic 3]

*) On omettra le crochet [ ] si aucune confusion n’est a craindre.
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et en particulier, si f(x,, ..., x,)=0, alors

LG, 3)] <

H,) Axiome d’écartement des indices: soient Ny, ..., meetmy, ..., m
deux familles d’indices telles que (n;<n )3(m,.<mj) pour i#j; alors

LG ol-Le )]

et de plus, si n;=n; et A;=A;=A, alors

|70 T Y A I Y T e |

ou
g 00s X55 055 Xpgs Xyp1s oovs X)) =[f 015 Xgs .0y x,‘)]_‘.lzx‘.

Exemple. Soient 4, Be M. Alors

1 2 3 4 1 2

4sin A cos A sin Bcos B=sin2A sin 2B.
H3) Axiome de correspondance : ’application p envoie le symbole identi-

1
quement égal & 1 dans I'opérateur unité et l]:A]] =A.
Hy) Axiome de la somme : si n;#m; quels que soient i et j, alors

LG ) 4oE 8]
=|If(:111» ‘s /;kk)] +[[g (1';11, 1';',)]], B,eM.

Ks) Axiome du produit : si m;<n; pour tous i, j, alors

G20 G DG OILG, DT

Exemple. Dans I’exemple précédent
1 2

sin 24 sin 2B ={sin 2B] [[sin 2A4].

He) Axiome du zéro: si

. )]0

et py, ...y pp 1y, o, 1, des numéros tels que pi<nj, r;>n; pour tous i, j,
alors pour tout symbole 7 - X1, ) €t tous opérateurs By i35 By
Cis «v0n C s €M,

LG )G 5o

Des axiomes précédents, il s’ensuit que ’axiome de la somme est en fait
satisfait pour tous n, et m;. Plus exactement, on a le théoréme suivant.
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Théoréme 6.1 (premier théoreme de la somme). Pour tous n; et m;, on a
la relation

LG 3 w(B B
=[[f(/i1, cee /‘,{k)]]-’r[[g(Bll, 65 5 Bll):[l

Démonstration. Supposons pour fixer les idées que
n<m,<ng,,<m+1 pour tous s. (A noter que si ng=m,, c’est que B, et A;
commutem par définition de la p-structure.)

Considérons la somme

[Ch. o 4) +(B, . B, 6.1)

D’aprés I'axiome d’écartement, cette somme est égale a

[P I S 8] 62)

pour tous n] et m] tels que m;,, >n{, , >m;>n;. Par ailleurs, pour chaque
terme de cette somme, on a

f("fi, f(Al, )
(6.3)

('"1 my '"1 '"l

g\ B, ,..., B)=g\B,, ..., B

Pulsque n;#m; quels que soient i et j, la somme (6.2) e t égale d’apres
I'axiome de la somme a

[[f(A,,...,jk)}]+[[g("gl,...,"g,):|]. (6.4)
La proposition du théoréme résulte de la et de'w(?/

Théoréme 6.2 (deuxieme théoreme de la so

[Cats) a4 1,"’“,“,.. )]]—
B /A R o S |
3, f(Al,..., i 1,"711.-“---.,21)]].
(A ::B & [[A +B]] )

Démonstration. D’apres 'axiome p,, on peut sans nuire a la
généralité admettre que |n;—n,|>2 pour j#i. Alors

[[(A,. f(A,, R S )]]—

A f :311, ...,"'Al,._l,"'“,ﬂ, . )]]—
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[[Bf Ao A )]]_
[T A T S o S |

Les axiomes de la somme, d’écartement et de correspondance nous
donnent

[Cats)-"a =" T = e] - [T -[57] -
La+n]-Tal-[5]-4+5-4-5=0

En appliquant ’axiome du zéro on obtient ce qu’on voulait.

Théoréme 6.3 (theoreme du produit). Soient ny, ..., n, pys ...y Pp
Vi nonsy B des numeros tels que pi<nj, r;>n; pour tous i, j et soit

ny
[[f(Al, i )}] =F. Alors, pour tout symbole g(x,, ..., X;, Y15 -+ -y Yo )s
onala relatlon

LrCh ) o (BB, )]s
[[Fg B,. ..., B,,' )]]

Démonstration. D’apres K,, on peut sans nuire a la generahte
admettre qu’il existe un numéro n différent de n,, ..., n, et tel que
p;<n<r; pour tous i, j. Alors, I’axiome W, et le théoreme 6.1 nous donnent

[[f(A,,.. (% y g,,rcll,...,gm)]]—
[Fg B, ... B,Cyr ..., ¢ )]]=

MGG, 3 -P (s, 52 el

Pour achever la démonstration il suffit de se référer a .

Théoréme 6.4 (formule de changement des indices). Si n;=n,—1 et
|n,—n,|>2 pour 141, j, on a la relatlon

LG t,,,"; A )] -
N L R e 7 A ’;;‘,.ﬂ, ._.,A,)L
_[[[AJ, AJ Szf (A,,---,"l 1.,,1-,':i,_]Ai."i‘.+.l

nJ*I ni—2 nj+1 nJ+1
il cge yodlgn Bings i A)]] (6.5)

ou [Aj, A,-]=A,-A,~— A;A; est le commutateur des operateurs Ajet A;.
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Démonstration. Prouvons ce théoréme dans un cas ¢lementaire.
Posons A, =A et A,=B. La formule (6.5) devient alors

[CGe)] -G B)] -

14 D) o6 DD |
(i-2) G-

Utilisons les axiomes W, H,, M, et le théoreme 6.3 et mettons le second
membre sous la forme

R R
31( (4B +fs(f1,§ 4B J:

L A A
0 12 5 23\ 7] r 5 4 1 4\
_ ;f(A,Bl~f5(A,B N ZJ(A’B?—‘Z(A’B i
I A-A 4 L A—A a
- 4L -
P (éé-(iué GG ]
= +| 4 ] _
s s ]

] ( ] >f( f(;,; }]z[[_;g;,z G-
G HI-LG ]

C.Q.F.D. Cette démonstration est valable in extenso pour le cas general.
Exhibons une formule de calcul des opérateurs dont les symboles sont
des fonctions composeées.

Théoréme 6.5 (K-formule). Soient f un 1-uple, g un 2-uple, A, B des

1 2
opeérateurs de M tels que [A, B]e M et [g (A, B)] eM. Alors

j(@ G DL G DT 8] 2 G )
S Gan GG LEALLGHDL o
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Une généralisation naturelle de la formule (6.6) est

k+1
[t o TGRLE. S

Crvzs -oos
k+1 k+2Y) k+3

=[[f(é1 ; i oy Ck,g(A, B), C.,. ..., m)]]+

Iﬂ: k+5 5g k:ls k;—17 kl+39 5g (k/;3 kgt k£6)

x(é;l,z,...,ckg(“”‘”) LG
[P R

&f
I

5)].

}] . (6.7)

La formule (6.6) et sa géneralisation (6.7) seront appelees K-formules.
Déemonstration du théoreme 6.5. On a l'identite :

F@)=Fg (s %))+ (z—g(x;, xz))a (g (x15 x5); 2).

2

g=lLg\A, BJ1, et en utilisant le premier théoréme
obtient :

[f(g)]]=[[f(g(/11, ;))]] [(9 g( > (

En appliquant I'axiome K, et en permutant les indices de
ment au théoreme 6.4, on trouve

1
En ﬁ:ppliquant aux deux membres I"opération p: (z—»g, x> A, x2—>B) ou
12

de la somme on

3 2
()]
23
A et g conforme-

IIf(g):ﬂ =[f(g (A, B))]] +[[<g—g (jl 153 ) o <g (/11 ;;), ;>ﬂ=

dx

=[[f(g()4,zz))]] [[491(9(1 5 2)—9(3 : §I(

(1.2).0) ]+

JLed o GG 5]

L’axiome W, et le theoreme 6.3 nous donnent

GG Ca 26
X X

|
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En utilisant cette formule et en appliquant encore les théorémes 6.3 et 6.4.
on trouve

1 2 3 4 3 4 8 1 5 2
Ll <0G 5)] +l[(g (8o B) 2 GG B). g)]|+
5 8 3 7 9 6 3 4 6 62 1 9 2 8
+{[ [4 5] % (i 4 8) % (4 5. B) el (, (4 8). 4. g)]\
dx, dx, dx
Comme g (x,, X;)—4g(x;, x,)=0, pour achever la démonstration il reste a
se référer a axiome Y.
Théoréme 6.6 (développement en séric de Newton). Soient A, (A+B),
BeM, f un l-uple. Alors
m—1 2 2k 8kf (1 2k+1
If(A+B]=0f(AI+ X “iB...BaI A, ..., A ]] 4
k=1
2 2m 8’" (1 3 2m-1 2m+1
+B..B\a4 . 4, 4+B) [ (6
X

La remarque relative aux deux théoremes précédents est valable aussi pour celui-ci. Nous
laissons au lecteur le soin de formuler ce théoreme sous la forme generale.

Démonstration. Etablissons d’abord la formule
2 2r 1 2r—1 2r+1
[Tl...T,(P A5, oo, A A+B)]]= A
ﬂ:z 2r 1 2r-1 2r+1):n yd
=UT,...T,o\A4,, ..., A, A +

2 2r 2r+2 8@ (1 2r—1 2r+1 2r+3
+“Tl...T,B Ay A, A, A+B)|,  (69)

6')Cr+l

ouB, A, ..., A, A, A+B, Ty, ..., T,EM, (Pfun (r+ 1)-uple. Pour
simplifier on omettra T}, ..., T.5 Ays o oon Ay J;’ st-a-dire qu’on prouvera
que

2 §f (1 3
[f(A+B)]— [[f(A)]]=‘[B % (A, A+B)}\. (6.10)

La formule générale (6.9) s’établit comme la formule (6.10) mais avec des
calculs plus laborieux.
On a lidentite

. of
f(xz)”_f(xl)_(xz_xl) 6—‘ (xz’ X1)=0-
X

2 1
Appliquons I'opération p:(x,—>A +B, x,—A); l'axiome j,; nous dit que

D) () -t Ll ) | o
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De la il vient en vertu des axiomes W, M, et du théoreme 6.2:

[f(4+B)]-[f(4)]=
N AREIRI L TAN) N
dx dx
{lin) 2 G ][22 Gt 2]
dx dx
En appliquant encore le théoréeme 6.2, on est conduit a I’égalité
2 Bf 3 1
[[f(A+B)]]—[f(A)]]=I[B = (A+B, A)}}.

dx

Ce qui prouve la formule (6.9). En I’appliquant au dernier terme du second
membre de (6.8), on obtient par récurrence le développement annonce.
CQ.F.D.

Passons maintenant a la définition du spectre d’un couple d’opérateurs
dans une algebre a H-structure comme nous ’avons fait pour les series
antieres convergentes d’operateurs ordonnes.

Définition. Soient 4, B€ M. Deésignons par K I’ensemble de tous les
1 2

symboles f(x,, x,) que 'opération p: (x1—>A, x2—>B) transforme en 0:

(f ey xz)GK)¢>([[f(;1, 123)]] =0).

On appellera spectre o d’un couple A, B I'intersection des ensembles des
zéros de toutes les fonctions de K :

((x,, x;)€0) = (f(xy, X;)=0,  VfeK).

Théoréme 6.7. L’ensemble K est un ideal dans I'algebre des 2-uples.

Démonstration. Soit f(x,, x,)eK; montrons queg(xl,xz)fxl,
x,)eK pour tout ge #“(R"). Il nous faut donc prouver que si

[[f(A, B)]] =0, alors [[g(A, B)j(A, B)]]=0.-L’axi0me d’écar-

tement des indices nous donne

LoCa8) (e, 0)] [ G ) G B e

et de plus le second membre de (6.11) est nul en vertu de I’axiome du zéro,

2
puisque [[f(A, B):]] = [[f(A, B):[I =0 en vertu de I’axiome d’écartement
des indices. C.Q.F.D.

De nombreux corollaires (classiques) peuvent étre déduits de ce fait

4 Méthodes opératorielles
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fondamental. Arrétons-nous sur les deux plus importants. Renforgons
préalablement I'axiome K.

Ky) Si {f;(x;, ..., x,)} est une suite de symboles telle qu’au voisinage
de tout point fixe (x,, - xk) seul un nombre fini de termes de la série

Z ey, oo xk)} sont differents de O et seul un nombre fini d’ope-

nk
rateurs []: fi\4,, ..., Ak):[l sont différents de 'opérateur nul, alors
ny ni a0 ny ng
l[(ZfJ) F — }I=Z [[f,. - ...,Ak):l].
j=1 j=1

Théoréme 6.8. Si I'axiome W, est satisfait, le spectre de tout couple
d’operateurs de M n’est pas vide.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde en supposant que
o= (. Pour tout point fixe (x?, x3)€R?, on peut exhiber une fonction
f(x;, x,)€K strictement gosmve dans un voisinage U de (x?, xz) Tout
ensemble compact dans R* admet un recouvrement fini de tels voisinages;
donc, il existe une fonction de K strictement positive sur cet ensemble.
Recouvrons le plan R* de carrés g;;:

qi;=1{(x,, x2)€R2: —e4+iS<x,Si+1+¢, j—e<x,<j+1+¢}.
i,j=0, +1, +2, ..., a>0 est un nombre fixe.

Pour chaque carré g;; considerons une fonction f;; (x,, x,) €K stricte-
ment positive sur g;;. Soit par ailleurs @ (x), x€R, une fonction positive

indéfiniment différentiable telle que ¢ (x)=1 pour 0<x<1 et ¢ (x)=0
pour x < —¢/2 et pour x>1+¢/2. Alors, la fonction

fx)= Y fy; (%1, X)) @(x, =) 9(x;~))

ij=-o
est partout strictement positive et f,,(x,, xz)/f,(, x,)€K en vertu du
théoreme 6.7. Comme )_f;; (x;, x,)/f (x;, x,)=1,%n"obtient d’apres , et K,

[T D] G-

ou 1 (x,, x,) est une fonction identiquement égale a un et le 1 du second
membre est I’opérateur unité. Cette contradiction prouve le théoréme.

Définition. Le con;plementaxre du spectre ¢ sera appelé ensemble
1

resolvant du couple A, B et noté p\ 4, B

Exhibons maintenant un critére qui nous servira a déterminer le spectre
uniquement a 'aide de fonctions monodimensionnelles (c’est-a-dire ordi-
naires) d’opérateurs A et B.

Théoréme 6.9. Pour qu’un point (A, 1) appartienne a p(A, B), il est
nécessaire et suffisant qu’il existe des nombres €>0 et 8>0 et des fonctions
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a support borné p; (x,) et pﬁ (x,) strictement positives pour x, =M et x,=J,
et nulles pour |x,—A|>e ‘et |x,— M| >0 respectivement telles que
P (B) p5, (4)=0.

Démonstration. Suffisance. L’axiome s entraine

P (B) pt (A)=”:Pﬁ (123) P (fll)]] :

Donc, pﬁ (x;) p (x,) €K par hypothé§e, et cette fonction n’est pas nulle au
point (A, p). Donc, (A, B)¢0 par définition du spectre. Ceci prouve la
suffisance.

1 2
Nécessité. Supposons que (A, wep (A, B); il existe alors une fonction
¢ €K strictement positive au point (A, p), donc strictement positive dans
son (2e, 28)-voisinage. Soient P, p, des fonctions de & (R) nulles respec-
tivement A I’extérieur de I’e-voisinage de A et du d-voisinage de .
Comme ¢ (4, B)=0, on a

Lo Co. 8) 5, (3) 5. (D] =, 80 Lo, o, 3D 5, 410

Soit ¥ (x,, x,)€ %> (R?) une fonction positive, égale a 0 dans le (g, 8)-
voisinage de (A, p) et a 1—¢ (x;, x,) a Pextérieur du (2, 28)-voisinage de
(A, w). 11 est évident que

[‘1’ (xl’ x2)+(p (xl’ xz)] Py (xz) Ds. (X1)=(P (xu xz) Py (xl) Py (xz)

et
[V Cxys )+ 0 (xy, )" te s~ (R,

[LC 8)+0(h )] 5,(5) 5, ()] o,

et en vertu des axiomes p, et p

[Lv (4 8)+0Ca5)] " [olh )+
+v (4, 8)] 5, () 5, ()] <o,

Ly, () 5, ()] o,

et enfin p, (B) p, (4)=0 d’apres I’axiome By CQ.E.D,

Définissons maintenant de fagon analogue le spectre o (A) et
Iensemble résolvant p (4) d’un seul opérateur A. Il est évident que le

spectre d’un seul opérateur sera justiciable des mémes théorémes. Le
théoreme (6.9) entraine immédiatement le

Donc,

d’ou

4%
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Théoreme 6.10. On a ’inclusion
1 2
c(A, B) co(A)xo(B).

Des résultats plus consistants sur le spectre seront acquis aux chapitres
I1I et IV. Nous ne pourrons établir ces résultats qu’apres avoir introduit la
notion d’algébre normée et étudié ses propriétés.

Remarque. Soit & une algebre topologique et supposons que
'ensemble des symboles est muni aussi d’une topologie pour laquelle
I’ensemble des fonctions d’un nombre fixe d’arguments x,, ..., x, est une
algebre topologique. Dans ce cas on peut introduire la notion d’algébre
topologique a p-structure, mais il faut remplacer I’axiome p par le suivant.

T,) Pour tous A, ..., 4, B, ..., B, Cy, ..., C,eM, tous numéros
My, ...y My Pys oo Ppp Ty ---» Ty vérifiant les conditions de I’axiome pg et
tout (/4 m)-uple g, la relation )

LG, )]
fi\4,, ..., 4.1 -0 lorsque n—0,

entralne
LG %) o B 2 )] v ,

De plus, il faut adjoindre I’axiome :
T,) Si une suite de symboles f, (x,, ..., x,) converge  yers 0, alors il en

est de méme de la suite
[ G ... 3],

De nombreux théorémes relatifs au spectre du chapitre IV peuvent étre
generalises sans difficultes a une algebre topologi a M-structure.

Cette axiomatique ne renferme pas l’opérat'ko 1 « prime » mentionnée au
§ 4. Construisons axiomatiquement une structure generalisant la p-struc-
ture.

Soit f(xy, «vs Xps Xpp1s -0 Xsd) un symbole. En traitant x;, ..., x,
comme des parametres et en appliquant I'operation
" n
B X124y oo XA,

on obtient I'opérateur
[[ ( n "1)]] ”
€
f xls eeey xk’Al’--‘sAl =‘¢(x1’~~-7 xk)a

qui dépend des paramétres x,, ..., x,, cest-a-dire une application de R
dans &.

Pour simplifier on se bornera au cas k=1; nous laissons au lecteur le
soin de la genéralisation evidente au cas k> 1. Soient g (x,, x,) un symbo-
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. g L0 2 1
le, A un opérateur. Considérons le couple ordonné F(x;) et A.
L’opération p se généralise a ce cas. Plus exactement, I'opération

TR (xl—nii, x2—>;‘"(x1))

associe a une fonction g (x,, x,) un opérateur qui sera désigné par

LG s CI-LGE s oD

De fagon analogue, si g est un 2k-uple, I’'opération
1 2 k 2k
B Loy 2P (00 ), «oon By 128 3l (o1 )i

ou
PR 7] A | TS Y R S 5],

lui associe I'opérateur
H: (1 2 /1 2k-1 2k(2k—l :ﬂ
g\A, F A),..., B, G B)) .
Pour éviter les expressions encombrantes, on formulera les axiomes
a pg uniquement pour les 2-uples et ’axiome K pour un 4-uple.

La geénéralisation des énoncés au cas de 2k-uples arbitraires est
évidente.

H,) Axiome d’homogene¢ité: si o€ R, alors

Lo (o, # G =l Cr 5 ()]

H,) Axiome d’écartement :

Lo Ch s CONI-L, (2 2 i),

ou n,>n, si # (x) et ¥ ne commutent pas, et n, et n, sont quelconques si
# (x) et A commutent (pour tout x).

K;) Axiome de correspondance :

LG s o D-LGECs . mD
K,) Axiome de la somme:
[[g (fi # (2))+f('g, @ (’B )] =
ERVEININRCEION
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Hs) Axiome du produit: si m; <n; pour tous i, j, alors

[oCi 3 () (5 3] =L, (2 2 CNIL,(B, 3(3))]

n

Hs) Axiome du zéro: si [[ (A 7 A)):I] =0, p;>n, r;<n; i, j=1, 2,

LA ), 6 2]

Exemple de p-structure. Soit Cg° (R") I'espace vectoriel des fonctions
f(x;, ..., x,) indéfiniment différentiables sur R" et nulles a lexterleur
d’une boule (qu1 differe avec chaque fonction) de R”. Soient D; et x; des
operateurs dans CZ (R") definis par les formules

D;f(x)=—i0f (x)/0x;,  x;f(x)=x;f(x).

On designera aussi D; par —i0/0x; et X; par x;; on se servira de la derniere
notation dans les cas ou loperateur x ne rlsquera pas d’étre confondu
avec la variable independante x;.

Soit P(x;, ..., X, Py» ---» P,) un polynome. Considérons I'opérateur

2 2 j |
difféerentiel P(xl, coss Xg3 Dys . D) La transforma}uon de Fourier
nous permet de mettre cet operateur sous une forme simple. La trans-
formee de Fourier de la fonction f(x,, ..., x,) est

f(p)=(2m)~"* j e " £ (x) dx,

ou x=(%;, --e» X0 P=(Py5 ---5 D) PX= plx1 ..+p,x, On a la for-
mule d’inversion

f(x)=(2n)‘n/2j eip.xf(p)dp.
=
Il est immédiat de voir que m= pjf(p). Ceci entraine la formule

2 2 ) 2 1
p(x,, s Xy D,, - D)f(x) = P(x, D)f(x)=
=(2n)" je'“P (x, p)dp_[e PEfE)dE.  (6.15)

Le second membre de la formule (6.15) reste en v1gueur si I’on remplace le
polyndme par une fonction continue ne croissant pas trés vite pour |p|—oo
(par exemple, pas plus vite qu’une puissance de |p|). Nous sommes
conduits a la définition suivante.



§6 ALGEBRES MUNIES DE p-STRUCTURES 55

Definition. On appelle operateur pseudo-differentiel de symbole H (x, p)
2 1

un opérateur H (x, D) dont I’action est définie par la formule *)

2 1 ) .
H(x, D) f(x) L 2r) " [ e "9 H (x, p) f(§) dE. (6.16)
Rln

1 2
L’opérateur H (x, D) se définit de fagon analogue:

1 2 )
H(x, D) fx) € @) "[[e" "9 H(E, p) f(E)dE. (6.17)

L’ensemble des opérateurs H (x, D) est une algébre commutative
2 1
U, (x, D) . Donc,
(2 1 (2 1 )
H\x, D) L\x, D)f(x)=(2Tt)'"He"’"‘_E’H(x, p) L(x, p) f (€)dE.
Rln

On définit de fagon analogue les opérateurs p=ihd/0x et x sur
f(x,h)eCg (R") x ¥~ (R) et Ialgebre non commutative qu’ils engendrent.

Prenons maintenant pour M I’ensemble des opérateurs

0 6S
=ih— e 6x B,=x;

k=1, 2, ..., §,=5,(x) est un ensemble de fonctions appartenant a
Cy (R™).

Remarque. L’opérateur vectoriel A,=ih 0/0x+0S,(x)/0x a pour composantes

Al=ih 0/0x;+08,/0x;. 1l est immediat de voir que ces composantes commutent entre elles,
donc I'operateur vectoriel A, peut étre coiffe d’un numéro.

Définissons Iopération p pour @ (x)e #* (R"). Soient F __  f(x) -

& p=n27 (p/h); Fr .40 = & p=n25(— p/h). Considérons pour simplifier

le cas de deux variables. Posons
o om 1 2 , i 1 2 i
d>(A1, Bl)<P(x)=(P(A1, Bl) o) & 190 (p, ) %P0 ()

pour n, <my, € CZ (R").
Veérifions maintenant la validite des axiomes p, a .

Tous les axiomes hormis la deuxiéme partie de I"axiome d’écartement
sont valables par définiton. Ladite deuxiéme partie résulte directement de
la relation F* =1. Pour la validité de pg voir chapitre IV.

p—x X"P

*) Cette formule définit H(x, D) sur les distributions (cf. chap. IV).




56 INTRODUCTION AU CALCUL OPERATORIEL

A noter que la formule de commutation du hamiltonien a
I'exponentielle est maintenant valable par définition. On définit de fagon
analogue une opération renfermant I"opération « prime ».

Voici encore une généralisation de la p-structure dans laquelle les
symboles sont des fonctions définies sur un tore M™ (le produit de m
cercles) a m dimensions.

Soient des fonctions indéfiniment différentiables sur M™ a valeurs dans
&* (R"). Désignons ces fonctions par (%, x;, ..., X;), ou ®€ M™ sont des
coordonnées angulaires sur le tore, x,, ..., x, des variables reelles, I'indice
k depend de f.

Considérons encore I’algebre & et un sous-ensemble M de #. Soit par
ailleurs M, un sous-ensemble de M compos¢ de m élements de M
commutant 'un a l'autre; B=(B,, ..., B,)=M,, Pour toute collection
finie A, ..., A, €M d’opérateurs et toute collection de numeros n,, ...

.., my,, verifiant la condition n;#n; si A; et A; commutent, et la condition
n#n., si A; et B€M, ne commutent pas, est definie 'operation
| "k Pk+1
u(x1—> g5 woiy XAy W B ), qui a tout symbole f(x,,..., x,, @)
associe un opérateur 4 de & note

A=lC % "] |

Cette opération qui satisfait tous les axiomes précédents (comme si o€ R™)
hormis I’axiome de correspondance dont la validité sera exigée uniquement
par rapport a la variable x sera complétée par la condition”suivante :

p4) Pour toute fonction f(at), e M™, reelle indéfiniment différentiable
et pour la fonction périodique f, (x), x€R™, qui lui correspond est réalisée

T LeLLOI

Exercice. Considérons I'algébre \I cngendrée par des éldments x et p tels que [x, p] =ih.
Pour symbole f(x,,) prenons unc fonction définie sur un cercle de rayon 1 a valeurs dans
7o,

Définir une p-structure avee I'axiome pj en prenant pour M, un opérateur x tel que les
éléments de o soient des opératcurs agissant sur des fonctions sur R et que soit réalisée
Iégalité .

1 2

1 o0
/\p, X)q)(a)=2— z f(nh, a)e‘"“Je“"”cp(y)dy.
T

n -n

La classe &£* joue un rdle important dans la définition d’une p-
structure. Nous verrons plus bas que la classe & est trop étroite pour les
objectifs qu'on se fixe. Son extension dans I’axiomatique des p-structures

- s 0 . "
peut nous‘conduire a une algebre contenant ia— et x et qui ne peut étre
X

munie d’une p-structure.
Illustrons ceci sur un exemple.
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o
=

Supposons que la classe de symboles choisie contient des fonctions de
la forme f(x;,x,)=e*™*2 et soient 4 et B des opérateurs de M tels

a 3
que [4,B]=—i <par exemple, 4= —ia—, Bzx). Mettons I'opérateur A
X

au premier rang en appliquant la formule de commutation (6.5) au premier
membre de I'identité

(3 4)2
e—ia-4/B_1,

On obtient I’égalité

1=fe-iC - [y (G, 4 B )],

4

1 3 2
ou le symbole de 'opérateur ¥ (A, A; B; A) est de la forme

V(py, py x5 y)=ii O pritrome 1) (py —y) e
Ox dp Pi—D>

e—i(px—y)x_e—i(pz—y)x

=e_i(”‘_y)"+(p2—y)
P1— D2

Grace aux axiomes du zéro et de correspondance, on en déduit que

1 4)2
(1 4)2 (1 4)2 3 4 e—i(A—A B_
1=[e-i‘4-4/B] —[¢-i‘4-4/B] — A—A —— =0.
A—A
Donc, il n’existe pas de p-structure pour les opérateurs A4, Be M et pour la
classe de symboles contenant les fonctions e*™1*2,
C’est pourquoi il faut bien veiller a ne pas utiliser implicitement de p-
structure pour des symboles d’une classe plus large que &* en établissant

les formules, car cela risquerait de nous conduire parfois a des relations
fausses pour les opérateurs dont les symboles appartiennent a & *).

Pour résoudre le probleme de quasi-inversibilité il nous faudra modifier
I'application M introduite ci-dessus. Soient M™ un tore a m dimensions,
B=(By, ..., B,) une collection d’opérateurs permutables de M. Dési-
gnons par M, I'ensemble de toutes les collections de m opérateurs permuta-
bles, de sorte que Be M,,. Supposons que & est contenue dans un espace
vectoriel & qui est en outre un &/-module bilatére. Désignons par C*
I'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur R x M™ telles que
pour tous indices multiples [ et s

d o
oo Ox*

px, o) €C  |Jx* 4T, .

*) Les problemes relatifs a la définition de fonctions concrétes d’opérateurs ordonnés et
du champ d’application des formules des p-structures sont abordés au chapitre IV.
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Si une fonction ¢ est justiciable de cette majoration, on écrira
|¢| =04 (|x|'). On dira que le &/-module £ est muni de Iapplication p si
1

n n+1
pour la séquence A4,, ..., 4,, B de n+m operateurs, ou BEM,, est
1 n n+1
déefinie pour x,—A,, ..., x,~A4, 0o— B une application lineaire
u: Co&

H (w){w (/111, A "Bl)] €L,

Attirons I'attention sur le fait que I'application M n’est pas un homo-
morphisme d’algebres, mais une application linéaire de I'algebre des
symboles dans ’algebre des operateurs. En outre, la multiplication de
I'algebre des opérateurs peut induire une multiplication non commu-
tative sur Dalgébre des symboles. Soit feCg; alors le produit

1 n »
A; [[F (Al, it A,,)I] peut de nouveau étre représenté par la fonction
1 n
<P,(A,, i A,,) de sorte que

A ‘IF(QI, :1,,)1]=<p,. (,111, A) (6.18)

En désignant maintenant par L; un opérateur lineaire tel que L;F =, on
peut munir I'algebre des symboles de la loi de multiplication non
commutative

1 n
o) Grs s en y,,)=f(L1, I L")g(yl, ,/y:,) (6.19)

Si les relations de commutation des opérateurs A; s’expriment simplement
en fonction des opérateurs A, les opérateurs L; se calculent de fagon assez
élémentaire et la loi de multiplication définie par la formule (6.19) existe.
Considérons quelques exemples simples de telles rily"ons de commutation.

Les opérateurs L; seront appelés représentations ofdonnées des opérateurs
A .
-

Exemple 1. Supposons que des opérateurs A et B vérifient la relation
d’anticommutation [4, B],=AB+BA=1. Supposons que A agit le pre-

2 1
mier, B le second: f ( B, A). Calculons la représentation ordonnée des

2 1 2 2 1
opérateurs A et B. On a B-[If( B, A)]] =Bf( B, A). Donc Ly=x. Pour
calculer L, on se servira de ’égalité

3 2 4
A ( B+ B) =1.
4
Un développement en «serie» de Newton au point x= — B nous donne

[ar(e, )] =4 (-5..4) +

+ji(;3+g) {(§+;3),_1 (f(JZB, /14) —f(—g, ji))} i
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a5 D]+ L4 (5+8) (5+8) " (A(5.9) -~ )] =
—ar( =B 4) +(28) " (s(5 4) (-5, ).

L, f(x, y)=yf(=x, y)+2x)" (f (x, )= f (=X, y))-
On remarquera que les représentations ordonnées L, et Ly ne contien-
nent pas d’opérateurs différentiels.
Calculons le degré de l'opérateur L,. Soit ¢ (x, y) une fonction
différentiable. Un calcul immédiat nous donne

Li¢ (x, y)=y*¢ (x, ).

Donc

Donc
L=ty S, ey EIFR BT
Comme [L,, y]=0, la derniére égalité peut étre mise sous la forme
L =y (L,/y).

Posons

1
1 y)=§[f(x, V+1(x, —y)];

1
f— (X, Y)=§[f(x, Y)_f(x’ _)’)]

Il est évident que

2 1 2 1
e r)=yirwnee £ GL)= .
Donc, dans ce cas la loi de multiplication « * » devient

Fxg (¢, )=y~ f_(x, Y)Lg(x, y)+f, (x, ) g(x, y).

Posons x (—x, y)=y, (x, y) et mettons la derniére égalité sous la forme
Jo O, )+ (6 ) = (2%) 7 (—1y))=1. (6.20)
En remplagant x par — x, on obtient
fe (=%, 0 +y (=%, )= (2x) " (x—xy))=1.  (6.21)

Le systeme (6.20), (6.21) de deux équations algébriques linéaires en
et x; admet une solution si f(x, y)f(=x, —y) +f(—x, y)f(x, —y)+

+@xy)7' (f (x, Y) f(=x, —=y)—f(=x, ¥)f(x, ¥))#0. Donc la fonction
X (x, y), solution du systéme (6.20), (6 21), est le symbole de I’opérateur

réciproque de f (B A) C’est-a-dire que

[[f(B, A)]] [x(B, /11)]] =(f*x)(;3, /11) =1 (123 ;1)=1.
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Exemple 2. Soient 4, B des opérateurs tels que BA —aAB =2ih, ou @ eth

sont des constantes. Ordonnons ces opérateurs comme suit: A< x, B y.

Calculons leurs représentations ordonnées. Il est évident que L,=x. Par
4

ailleurs, le développement newtonien de f au point x =aA s’écrit

3

Bf(A B) Bf(aA B)+B(A aA

o (4, B) f(otA 5)
A aA

(4, 8) —r(an, B)

41— .

Introduisons 'opérateur IX de dilatation le long de I'axe des x : IS f(x,y)=
=f(ox, y). Alors, en vertu de (6.22)

=123f(ajl, 113) +ih

ih
L =yF+— (1-F). 6.23
B y&+x(1_a)( m) ( )

0 . .
On remarquera que L;— y+ih o pour a— 1. Considérons I’équation
X

LGB [ (i B)] =1

En passant aux symboles, on obtient pour x (x, y) 'équation
1

f()zc, LB) % (x, y)=1. (%)

Soit a=e¢". Posons g (0, y)=y (¢°, y). Pour cette classg de fonctions on a
Iégalité Xy (x, y)=g (0+a, y). Donc, I’équation (*)}élt étre mise sous la
forme

a ¢ -

2
f(€°, ye"® +ihe ®(1—a)~' (1—€3))g (6, y)=1.

Cette équation est une équation aux différences sur un réseau de pas a et sa
solution peut étre obtenue sous une forme explicite.
Considérons maintenant 1’équation de Schrodinger

W
|: ) az«i—V(x)]‘P E¥Y =0, E=const.

0
Posons B=ihe™™ F A=¢" et mettons cette équation sous la forme
X

(AB)?
S +V(nd) [¥-E¥=0, ¥=¥(nA). (6.24)

Il est évident que [A, B] = —ih
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Considérons maintenant la méme équation (6.24) mais sous la condi-
tion que les opérateurs A et B satisfassent la relation de commutation
perturbée e’AB— BA= —ih (ou a peut étre prls petit). En posant encore

A=¢*, on obtient de ce qui précede
2 2
B=ih(1—¢")"! (1 —e"ax)+ ye'ox.

d
Exigeons que B=ihe “&x lorsque a—0. De 1 il s’ensuit nécessairement que
y=0. L’¢quation (6.24) peut étre écrite comme une équation dans un
espace discret (x = ka)

(2)(1—¢) "2 {¥, ,—2¥,+¥,, }+V(n-1)a) ¥, ,—E¥Y,_ =0,

¥, =¥ (ka).

Exemple 3. Considérons maintenant des relations qui contiennent les
exemples 1 et 2 comme cas particuliers :

BA—aAB=hC; CA—-BAC=(1-B)A; BC—-yCB=(1—-v)B. (6.25)
Ces relations sont de commutation pour a=B=y=1 et d’anticommutation
pour a=B=y=—1.

En construisant, comme dans les exemples 1 et 2, les représentations
ordonnées L ,, Lg, Lo de A, B, C et en les portant dans (6.25), on s’assure
que cette derniere sera satisfaite pour L,, Ly, L. a la seule condition que
y=PB~'. Nous glisserons sur ces calculs et construlrons les representatlons
ordonnees en admettant au départ que y=PB~'; I'équation (6.25) s’écrit
alors

BA—-0AB=hC, CA BAC (l—B)A BBC—-CB= (B—I)B (6.26)
Supposons que x—»A y—»B z—»C D’apres (6.26), on a B (A—ch) hC,
B(A aA) (A BA) h (1-B)A. Le développement newtonien de
Bf(A B, C) au point aA nous donne

Bf(A, B, C)=
=;3f(ocjl, 123, é)+;3(jl——cx:1) s—i (,31, ajl; 123, é):
=;f(ozA, )23 C) -+-hz‘ %(2 oufi; 129 é)

8 5
Par ailleurs, en développant 5—f au point A4, on obtient
X

ég(A, aA; B, C) =ég(BA, aA; ;, é) +
dx dx
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4 (3 5 3 5\-1[§ 3 5 2 1 s 5 s 2 1
X X

—(C—l) f(BA aA; B C)+ (A aA; B C)

Dewzmondwmt%gmw(C—O(B—ﬁ3)=ucmaenhammm
Br(a B, c) =aran. 8. ¢) +n L (4 ot; 3.0) +

+h (é— 1)%(33, ot/si; ﬁ;, é)

Considérons les opérateurs I; et I? de dilatation le long des axes des x et
des y respectivement :

Lf(x, p, 2)=f(ox, y,2), Lf(x,y, 2)=f(x, ay, 2).
L’opérateur Ly s’écrit alors '
Lg=yE+h(1—-a)x)"'(1=F)+h(z—1)(B—o)x)" ! FFI3—FLI%).
De fagon analogue ;
Le=1+(@z-1) I L.
En posant a.=B=y= —1, on obtient les «relations de Jordﬁ » suivantes
BC+CB AC+CA

AB+BA=C; >—=5; =4 (6.27)

On rappelle encore que dans les relations de (:;E;utation [4, B]=1

nous avons remplacé I'unité par un élément du contrgf| A4, B]=C,[4, C]=
=[B, C]=0, et avons obtenu une algebre (les groupes de Heisenberg).
L’analogie implique de changer I'unité dans la refation d’anticommutation
AB+BA=1 par un élément du «centre de Jordan», c’est-a-dire par les
relations (6.27). Dans ce cas, on obtient la représentation réguliere (6.27)
sous forme d’un systéme de quatre opérateurs différentiels du premier
ordre: P
Ly=yl,+2hx"' (1-1)+2h (z— 1)1‘1’6 (6.28)
puisque les opérateurs d’inversion I, et I, peuvent étre mis sous une forme
matricielle.

Du fait que nous avons obtenu une représentation réguliere d’une
algébre de Jordan complexe dont les générateurs vérifient les relations
(6.27), il s’ensuit qu’il existe une algébre associative d’éléments

1
® (A, B, C) , ol @ (x, y, z) sont des fonctions entiéres; cette algebre peut
étre munie du produit de Jordan.
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Exemple 4. Soient 4, B, C des opérateurs vérifiant les relations
d’anticommutation suivantes:

AB+BA=C, BC+CB=A, CA+AC=B. (6.29)

Pour calculer les représentations ordonnées des opérateurs, on se
servira des égalités:

A(B+Bf1) (113+;3+1)=0, B(C+C—1) (C+C+1)=0
’ (6.30)

3
A(C+C—1) (C+C+1)=0
qui résultent sans peine de (6.29). Déduisons par exemple la premiere
, 1 2 1 3
égalité (6.30). De (6. 29) il vient A (B+ B) C; C(B+ B) A. D’ou

A (B+B) =A ou A[ B+B l] =0. La relation annoncée résulte de

fagon évidente de la derniére égalité. Supposons qu’aux opérateurs A, B, C
sont associés respectivement les arguments z, y, x des symboles. Calculons
d’abord l'opérateur auxiliaire %, qui est tel que pour toute fonction
¢ (z,y,x),’'ona

40 (4,5,¢)=(0) (4. 5,).

4
En développant en y= — B+ 1, on obtient

Ao (/11, B, é):jjlq) (:1, —;+1, (53)+jl (B+B—1)><
xz—(;(;i, B; —B+1,¢) =9 (4, —B+1,¢)+(c-4) x
XZ_‘;(;’ 123; ;3+2, é')—ji (123+§—1) (123+E+1)x
4

@
A, B; B+1 B+2 c).
Byz(

De la on déduit en vertu de (6.30) que

a0 (4, 8.)=io (4, ~5+1.0) +(c-4) 2 (. i b2

Mettons cette égalité sous la forme
AL0Cn (b ) o ben )] -

—Aq)(A —B+1 é)——C((p(A B, C) (A ;3+2 C)) (6.31)
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Désignons par [, I'opérateur défini par la formule

1 ,0
Lo (x, v, 2)=1-3 (1=")

et par [, 'opérateur
2, X 23_

Lo (x, y, z)=zl edy — iy (1—¢"ay).

Mettons I’égalité (6.31) sous la forme
3 1 2 4 1 2 4

En posant [, (x, y, z)="¥ (x, y, z), on obtient

3 1 2 4 :

AY (A, B, C) =(lzll‘“{’)(A, B, C).

De la derniére égalité il s’ensuit que l'opérateur &, est de la forme
Z~=1L1" ou

i 8 X zi i 1 zi -1
LA=[zIyeay—<5>(l—e 6y)] [l—i(l—e ﬁy)] =
=[zI +ix sin <—l£—>:| [cos <—1i )]_1. (6.32)
y oy

Passons au calcul des opérateurs L,, Ly, Lc. On a de toute évidence
Lo=x. Pour calculer lopérateur Ly, transformons le produit

5 5
Bo (A, B, C). En développant au point z= — C+/y6n obtient

4 3

B(p(A, B, é)=Bq>(A, B, —é‘+1)+B C+C—1) (A B, C C+1)

Par ailleurs, d’apres (6.30)

5

)B(P(A B; C—l,—é‘+1‘).

B(p(A B, C) B(p(A B, C+1)+(A B

Désignons par I, 'opérateur d’inversion par rapport a x. On a

9 1 ) y 0 0
LB=nyet7X—§%Ix (e ax_eax)+<—2—>1x(e ﬁx—eax)=

=yl _cos i—a— +i% sin ii
=¥ 0x 4 ox /)
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4 1 2 3
Pour calculer 'opérateur L ,, transformons le produit 4¢ (A, B, C) com-
me nous venons tout juste de le faire:

a0(4.8.0) =10 (4, .- co)ra(crc-102(h 5 c.c)-

1 2 4

o4, B, —c+1) +(5-2) 22 (4 b —c-1. —c+1).

D’ou, en vertu de (6.32)

2y _o a1 -2 8
LA=5§Ixe""—EIx (e ax_eax).q.i_zlx (e ox —edx)=

5 . .0 .0
=iyl sin <—za—x)+.z1x cos (—la—x>.

De I’égalité (6.32) il résulte que le symbole de 'opérateur %, présente une

: o 1 : 0
singularité, puisque le symbole cos p de I'opérateur cos <— i 5—) s’annule.
Y,
Il est immeédiat de vérifier que les opérateurs L,, Ly, L. vérifient les

mémes relations d’anticommutation que les opérateurs A4, B, C.

Exemple 5. Considérons maintenant un exemple plus compliqué dans
lequel nous exhiberons encore une méthode de calcul de la représentation
ordonnée.

Dans les problémes liés a I’étude du comportement asymptotique des
2 11
solutions d*¢quations pseudo-différentielles de la forme A(x, D) f=F,

D:(?_’ on aura parfois intérét a considérer un opérateur «étalon»
X

2 1 2 3
R=R (x, D) plus simple que I'opérateur primitif et tel que 4 (x, D)E

3 2 1
=B (R, %5 D) et que la fonction B (a, B, Y) ne présente pas, par exemple,
de zéros a linfini ou soit préférable dans un certain sens a la fonction
primitive A4 (B, y). Dans ce cas, il faut ajouter encore deux relations a la
relation de commutation [ D, x] =1.

Considérons a cet effet les relations de commutation suivantes :
[4, B]=1; [4, C]=a(C)A+B(C)B+y(C),
[B, C]=B*(C) A+ (C) B+ (O),
ol a (t), B (t), vy (t), & (t) et o (t) sont des symboles.

(6.33)

Construisons les représentations ordonnées pour les opérateurs 4, B, C
vérifiant (6.33).

5 Méthodes opératorielles
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La méthode de construction est basée sur une formule generale pour
des opérateurs non permutables a, b, c et d tels que ab=ca+d, ou b est un
operateur dans un espace (de Banach) H,, ¢ un opérateur dans H,, a et d
des opérateurs de H, dans H,. Exhibons cette formule:

aF(b) ( )a+a(b c) (b c) (F( ) F(Z))=
—r(2) a+al6-d-G-0 " (r(5) - (o))
¢ (2) a+a(r (5) _F(Z)) (b0

o =F @ a+d (£ (6)-r () (b-)

Les deux derniéres relations (6.33) peuvent étre mises sous la forme

A\ A\ (Y
<B> C=tla) (B) +<c (c)>’

S()_<C+cx(c) B (c) >
=) cHs0) 7

En appliquant a cette relation la formule ci-dessus, on obtient

4 - ‘ A F(C ()) Y(C
<B>F(C)_F(S(_L))<B> T C=5(c S :’ (0’(6))

allo(5. )] =40 (5. 4) 4oy (5. 4).

1l est immédiat de trouver maintenant les représentations ordonnées L,

et Ly:
a -
()00
By MY g z—S(z) \o (2)/)°

0
ou 'opérateur I g, est de la forme I 5, F(z)=F (S (z))=exp {(S (z)—zE) a—}F (2)
z

D’ou

ou

de plus

(E est la matrice unité). Il est évident que L.=z.
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§ 7. Exemple d’application des méthodes opératorielles
a la construction de la solution exacte d’une équation différentielle

Considérons 1’équation
Pu |, Pu
o
et montrons comment on peut lui trouver une solution exacte non triviale
par les méthodes opératorielles.
Mettons I’équation (7.1) sous la forme opératorielle. Introduisons a cet
1

-0 (7.1)

effet les opérateurs D"=6_’ D,=a—t. En appliquant 'opération p:£—D,,
X
1 2
n-D,, a—x au symbole L (&, n,a)=E>—a*n?, on met Iéquation (7.1)
sous la forme

1 1 2
w(Lyu(x, t)=L (D D, x)u(x, £)=0. (7.1)

2

A noter que 'opérateur L~ L (D ) est un opérateur de ’espace
C*(R_xR,) des fonctions de x et t k f01s contmument différentiables dans
Pespace C+2 (R, xR)). Cependant, il peut exister des fonctions de
C*(R_xR,) dont "la différentiabilité n’est pas modifiée par I'opérateur L.
On dira a ce propos qu’une fonction u (x, t) est une solution asymptothue
pour la différentiabilité de I’équation (7.1) si du fait que u (x,0)e C*(R)) il
s’ensuit que Lu (x, t)e C (R,) pour tout t>0, c’est-a-dire que u (x, 0) et
Lu (x,t) appartiennent 3 une méme classe de différentiabilité. On re-
marquera que la solution exacte est une solution asymptotique pour la
différentiabilité.

Soient w(x)eC* et u(x, 0)=w(x). Si I'on trouve un opérateur

R 2 2 1
G=G (x, t, Dx) tel que 'opérateur
R=LoG:C*~C* - (72)
pour tout >0 et tout k entier, alors la fonction
221 '
u(x,t)=G (x, t,D.) w(x) (7.3)

est de toute évidence une solution asymptotique pour la différentiabilité de -

(7.1)si G (x 0,D ) w(x)=w (x). Comme I’équation (7.1) décrit des oscilla-
tions, on chercliera I operateur G sous la forme:

G(x t, D —eS@'Zt)Dx(p(x (7.4)

ou S (x, t), ¢ (x, t) sont des fonctions inconnues. Si 'on porte (7.4) dans
(7.2), 1 operateur R prend la forme d’une fonctlon d’opérateurs ordonnés:

r=(p2—xp?) R b, 8). (7.5)

5%
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On se propose maintenant de trouver pour S et ¢ des équations plus
simples que (7.1) mais d’ou I'on pourrait déduire (7.2). En permutant dans
3 3 2 2

(7.5) l'ordre d’action des opérateurs D,, D, et x, t de telle sorte que les
opérateurs de dérivation agissent les premiers, et en égalant a zéro les
coefficients des puissances semblables des opérateurs D, et D,, on obtient
les équations annoncées pour S et ¢. Etablissons a cet effet une formule
auxiliaire qui nous permettra de transformer sans difficultés le second
membre de (7.5) en ordonnant convenablement les opérateurs.

Soit D¢=a— et supposons qu’un opérateur A commute a 'Dg. Chan-
2 3 3
geons l'ordre d’action des opérateurs & et D, dans 'opérateur D2

X exp ((D (E,) A)(p (&) En appliquant le théoréme 1.3 on trouve 1mmé-
diatement que '

Bge‘”(é)*w(é)=13§e°(é)A<p(a)+[Dg, €l = o (Dg,og,&, eA). (6

! 8E5p
ou
& f , , B L e®EMp(E)—e®ng ()
Séésp(p,p.é,é,n)—(p+p) EE :
Mais comme [DE, &]=1, il vient
3 4 1 yd
[D;, &) == (D;,Dé,&, E; A)=

8E8p
=(D.:,+15>¢) (X%g(é)e°(€)A¢(a) ag( )e°@)*>. (7.7)

En faisant agir 'opérateur Dé le premier dans cette f6rmule, on obtient par
analogle

(A 22 (8) exia () + 52(D) ettt -
12><1 ®(e) %)Acp(ﬁ)+ ) el @)A)

o _0p oD ! 62<D i oD \? !
o(2)A 28— K fp a4 ( ) A ] 7.8
+e [8&2 5 +¢ F ¢ 3E (7.8)
En combinant les formules (7.6), (7.7) et (7.8), on obtient la formule
nécessaire pour la transformation de (7.5):

7o (8)+

b (1) -estng () 3,4 22 AT 1

6&2
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3

T p+220% L o (D) 22(2) X], (1.9)

o(2)A
+e [2 3 e A 6 382

ou

222, 2-20.

En posant & égal a t ou a x, A=Dx et en remarquant que
[D,, x] =[D,, t]=0, transformons la formule (7.5) a 'aide de (7.9):

R 3 3.1 3 3 2 3Sl 3 2 3Sl 2
R=eS("")Dx(p( [(D +%~D ) x4(Dx+%_Dx> :I+
33.1 3 3 3 62
+esxt)qu)( [ ( s, ——qz( ]

33,1 [ 63 2 3 3
+est)ny [2—% 25085,

ot ot ot
3 523 3 52 3 63(p63sl
——Xx*— |D_—2x*—— :
_Hp(@tz ax) * ox 0x "]

Comme I'opérateur R n’agit que sur les fonctions de x, les termes
contenant D, disparaissent. En regroupant les termes contenant D? et D_,
on obtient la formule:

. 2 2 62S 2 2
e g G (B (122
ot 0x

22,1 &? ? 2 525 2 52 2o 2 525 1
+eSG1)o, [2—p—S+(p<——x“—S>—2—(px“<l+—>:|Dx+

ot ot ot 0x? Ox 0x
2 2+ 1 2 2
S(X f) a 4@) 7 10
+e <0t2 —X ) (7.10)

L’opérateur (7.10) respecte la différentiabilité si Lo e C*. Donc, pour que
R:C*—C*, il suffit que les fonctions S et ¢ soient solutions du systéme

d’équations
s\, < as>2
— - 1+—) =0,
<az) ol

dp dS ¢ , < BS> (62 L 0°S )
bkl s Y
25wt o) 0\ 5e

(7.11)

et LoeC™.
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La premiére équation du systéme (7.11) est équivalente aux deux
équations suivantes :

6s, < as+> o5 ( as_)
sl 1 TN (PN ] 7.12
el i T i (7.12)

Des calculs immédiats nous montrent que

*s, of, as+)> &8 a( ( as ))
= 1 =x2_"* —x2__(x%(1 rll=
e 5t<x ( T ) T e T\ VT ax

De fagon analogue
s L 0*S_ 0S_

- L
T Rl R A

Donc, le systtme d’équations (7.11) est équivalent aux deux systemes

suivants:
as, 2( as+> as_ ( as_>
= 1 = x* 14—
a \NT&m ) e TS

o9, ,00, >as+ <a<p_ ,09_ )’58_
—x*—= — e — X2 ——=0.
< ot ox TPy ot 0. B T B LR

Etant donné que I"opérateur G doit étre identique pour.t=0, les conditions
initiales sur les fonctions S, et ¢, peuvent étre choisies gomme suit :

S, (x,0=0, ¢, (x,0=1 / (7.14)
‘ ”~

Les solutions du systeme (7.13) vérifiant les conditions initiales (7.14)
sont de toute évidence

Sy (x, )= , 9, (x,t)=1—xt,

(7.15)

2

S_(x,1)

= . _(x, t)=1+xt.
1 +xt *
Il s’avére que les fonctions ¢, qui sont solutions du systeme (7.13) sont
également solutions de I'équation (7.1). En effet, les équations pour ¢,
peuvent étre mises sous la forme
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. 0 : d _
Comme I'opérateur — commute aux opérateurs ox et x, il vient
X

ot

e TR
=x|{x—-1 —1)e,.

ot xxax "\ ¥ ox P2

0 0
En remarquant que x —+1=——"x, on obtient
0x 0x

< ax l) ; ax
X X=X
et par Suite

Fo, 0 < o ) << o )a a) P,
= (xZ—1)e, =[x 4+1)L-Z)p, =x¢ L%
or? v o Pe =2 x6x+ ox ox) Pt x 0x?

Nous avons ainsi prouvé que R=0 quelles que soient les solutions du

2 21
systéme (7.13), donc toute fonction u (x, t)=G(x, t, Dx) w (x) est solution

2 21
exacte de I’équation (7.1), ou G(x, t, Dx) est défini par la formule (7.4).
Comme le systeme (7.11) est équivalent aux systémes (7.13), on obtient
deux opérateurs

o 22,1 2 2 . 22,1 2 2
G+ d=°fes+(x,t)Dx‘p+ (.X,t ; G_ =es_("-')Dx(p_ (x,t N (716)

qui nous donnent conformément a la formule (7.3) les solutions exactes de
I’équation (7.1) vérifiant la condition initiale u (x, 0)=w (x).
L’opérateur L est linéaire, donc toute fonction
2 2 22,1 2 2

221
u(x, t)=eS+("")DJ¢(|),r (x,t w, (x)+es—("")DX<p_(x, t) w, (x)  (7.17)

est solution exacte de 1’équation (7.1).
En conclusion, utilisons la formule (7.17) pour résoudre le probleme de
Cauchy

Pu , 0u

22 el o, 7.1

a2 o (1)
w(x, 0)=u(x);  u(x,0)=% (). (7.18)

Portons S, et ¢, de (7.15) dans (7.17) et, en tenant compte du fait que

" 2 2 22,1
Giw(x)=0, (x, 1) ess GDew(x)=0, (x, Ow(x+5, (x, 1)),

cherchons [a solution du probléme de Cauchy sous la forme

u(x, 1)=(1-xt)w, (l—x—xt>+(l +xt) w2<1 jm)’




72 INTRODUCTION AU CALCUL OPERATORIEL

ou les fonctions inconnues w, (x) et w, (x) se déterminent, (7.18) aidant,
comme la solution du systeme d’équations

u (x) =w, (x)+w, (x), (7.19)

u(x)=x> Wy (x) = wj (x)) = x (wy (x) =W, (x)).

En résolvant la deuxiéme équation (7.19) par rapport a la différence
w, (x)—w, (x), on obtient

wy (x)—w, (x)=x [ u(8)§>dE.

Donc

X

wy (x)=1/2 Q(X)+§ fﬁ(é)é""d&,

X0
x

W, (x)=1/2 Q(X)~§J7(§)é‘3dé

X0

et, par suite, la solution du probléeme de Cauchy (7.1), (7.18) est donnée
par la formule:

- X —( X —=
(l—xt)u( >+(l+xt)u< ) 1
1—xt . 1+ xt +§ J T

»

/ x
1+xt

& -

§ 8. Passage a la limite de I’équation des oscillations
du reseau cristallin a ’équation des ondes

u(x, t)=

Appliquons maintenant le calcul opératoriel développé a la résolution
d’un probléme de physique. Plus exactement, considérons I'équation des
oscillations d’un réseau cristallin et voyons celles de ses solutions qui, a la
limite (lorsque le pas du réseau tend vers 0), se transforment en solutions
de I’équation des ondes.

Ce probléme est classique et il ne faut pas s’attendre a des résultats
spectaculaires. Le seul fait nouveau c’est que cette méthode permet de
découvrir des effets mathématiques et physiques assez curieux. Grice a la
méthode opératorielle nous trouverons des solutions «singuliéres» qui en
général ne possédent pas de limite. Ce sont précisément ces solutions
singuliéres qui subordonnent les effets physiques traités dans ce paragra-
phe, effets dont certains étaient inconnus auparavant.
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L’exemple envisagé montre que la méthode opératorielle se préte bien
dans un certain sens a I’étude des problemes physiques. Plus exactement,
nous verrons que l’équation des caractéristiques pour les fonctions
d’opérateurs ordonnés non seulement définit des phénoménes fondamen-
taux tel I'effet Tchérenkov (le «train» des oscillations du rayonnement qui
suit 'onde «discontinue ») mais délimite les frontiéres exactes du domaine
du «rayonnement de Tchérenkov ». Nous verrons que les résultats sont en
accord avec I’expérience numérique.

Dans les autres chapitres de cet ouvrage, les formules établies ne feront
pas I'objet d’une analyse et encore moins d’une comparaison avec le
résultat de I'expérience numérique. Cependant nous traiterons en détail
I’exemple classique envisagé.

1. Passage du systéme d’oscillations du réseau a I’équation des ondes.
Etudions un systeme d’équations différentielles ordinaires décrivant les
oscillations d’un réseau cristallin et déduisons I’équation des ondes par
passage a la limite dans ce systéme.

Considérons 2N atomes de masse m situés sur un cercle de rayon 1 a une
méme distance h=n/N I'un de lautre. Supposons que les atomes
n’interagissent qu’avec les plus proches. Soit u, (t) Iécart de I’atome i par
rapport & la position d’équilibre & I'instant ¢: ici i=0, +1, ..., +N et
u_y=uy. En approximation linéaire le syst¢tme d’équations de Newton

pour un tel réseau est de la forme
U, =20, +u,_
ﬁn=cz"“h—2""1, n=0, +1, ..., %N, (8.1)

\ déf déf . ¥ ;
OU Uy=U_p, Uy,; = U_Ny1s U_nN_q = Uy_y; c=\/;ntest la vitesse
du son.

Le systeme (8.1) peut étre étudié sous I’hypothése que le nombre N est
trés ﬁrand. Considérons une fonction différentiable u (x, t) prenant aux
noeuds du réseau les valeurs u;, C’est-a-dire que u (jh, t)=u,(t). Le systeme
(8.1) se transforme alors en un systéme différentiel aux différences sur un
cercle ou, ce qui revient au méme, en un systéme différentiel-fonctionnel
sur la droite a coefficient périodique:

& 3
u(x, ‘)=}c,7[u (x+h, )=2u(x, h)+u(x—h,1)], >0,

o

(8.2)
u(x+2m, t)=u(x,t).

On admettra qu’en général la vitesse du son ¢ dépend de x et que
¢ (x)e C* est une fonction 2n-périodique non nulle.

Puisque nous nous intéressons aux seules valeurs prises par u (x, t) aux
nocuds du réseau, il semble naturel de considérer une classe de fonctions
admettant le plus grand nombre de dérivées et prenant les valeurs u; aux
noeuds du réseau. Soit My I’espace vectoriel engendré par les vecteurs e™*,
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k=0, +1, ..., +(N—=1), +N. Il est ais¢ de voir que pour la collection
{uj, j=0, ..., £N, uy=u_,} il existe une fonction ue M, prenant les
valeurs u; aux noeuds du réseau. Donc, les conditions initiales du probleme
(8.2) peuvent étre données sous la forme

u(x, 0)=v, (x)eMy, Z—t(x, 0)=v, (x)e My. (8.3)

Utilisons maintenant la relation

i(—-ih-a— _
ey (x, t)=u(x+h,t),

pour mettre le probleme (8.2), (8.3) sous forme de I’équation pseudo-
différentielle

P h o
Lyu g hz——a: +4¢? (x) sin? <—l——> u=0, >0,
(8.4)

u (x, 0)=v, (x), Z—':(x, 0)=v,(x), u(x+2m, t)=u(x, t).

Posons

n 1/2
I/ =< ] |f(X)|2dx> _

On écrira ¢ €Cy), si la fonction ¢ =9 (x, t, h) est s fois (ﬁférentiable par
rapport a x et t, et 2n-périodique en x et de plus
¢ (x, t; h)

sup ok

0<h<l1

g <o, k=0,1, ...,s.

Considérons d’abord un probleme a seco‘pcfﬁambre différentiable
(uniformément par rapport a h):

u 2\ ih' 0
Lhu‘—-hz 5{7+4C2 (x) Sln2 <—-? a—x> u=f, fE C;ls,)t,
B (8.5)

u (x, 0)=a—t(x, 0)=0, u(x+2m, t)=ul(x,1).

Lemme 8.1. Soit 9 Cy"*?. Alors

m+1
. ih 9 Po kg
4Sln2 <—'2—5;>(P=—h2 _a_x7+ z Clk(—lh)kgg+hm+2 qu)’
k=4
m+ 2

ou |0, <c, et o, sont des nombres fixes.

axm+2
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Démonstration. La formule de Taylor nous donne

m+1 1
L—Tm+1
4 sin? <§>=z2 + Z o 28— 2zm*2 % cos™*? (1z) dr.
m+1)!
k=4 0

D’ou

__2( iy o Mz( a)(ﬂ) ]
0,9= ——_y [g(l cos™*2) zh‘cé; pRers dr |.

Il est évident que la fonction entre crochets peut étre représentée par une
combinaison linéaire de fonctions de la forme

1 . 9 1

[yt M)y () de=] (1 -ty (x 2th) dr,

0 0

am +2q)

Il est immédiat de voir que

— )"t (x tth) def| < C||Y|.

D’ou la majoration annoncée pour Q,¢. C.Q.F.D.

La premiere approximation de 'opérateur L, du probleme (8.5) pour
h—0 sera appelée operateur des ondes et notée [], ou L. Donc, grace au
lemme 8.1, on a

L=0, € 6*/02 - & (x) 0*/0x>.

L’équation [Ju=fs’appelle équation des ondes. De ce point de vue on dira
que le systeme d’équations différentielles ordinaires (8.1) d’oscillations du
réseau se transforme en I’équation des ondes pour h—0. Mais nous ne
savons encore rien du comportement des solutions de ce systéme. Se
transforment-elles aussi en solutions de I’équation des ondes lorsque h—0?

Avant de répondre a cette question, il faut établir I’existence et de la
solution du probléme (8.2), et de la solution de I'équation des ondes
correspondante.

Nous prouverons les théorémes d’existence et d’unicité des solutions de
I’équation des ondes et de I’équation (8.4) seulement pour ¢ petit, et, fait
plus important, nous exhiberons des formules pour les solutions.

2. Existence et unicité de la solution de ’équation des ondes. Prouvons le
théoreme suivant.
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Théoréme 8.1. Soit fe Cy, (s est assez grand). Alors pour 0<t<T, ouT
est un nombre quelconque, le probleme

Ou=f, (8.6)
du
u(x+2n, t)=u(x,t), ulx, 0)=;37 (x, 0)=0 (8.6")

admet une solution u=R, (f)€ Cy, et une seule. En outre

1
< ZC,_k of

0x*
k=0

et Ry (t)=R (x, t), ou R (x, t) est définie dans (8.8).

Ce théoréeme (de méme que les théorémes ultérieurs de méme nature)
sera prouvé a I'aide de la notion de régulateur du probleme (8.6), (8.6").

’ l=0’ 192, '-~7s,

al
e

Définition. Soient A= —id/oxeM, B=xeM', M' un cercle,
G(t,x,,a,5)eCP, s=1,2, ..., une suite de familles de symboles a -un
parametre telle que G (0, x,, a, s)=1, G; (0, x;, a, s)=0 et que

[ %, 0 ) SC (o +1) 7 67)
pour le symbole f, e C° de 'opérateur

2 1 2
£ (t, /11, B, s) & (8*/022 +[* (B) A’]])G(t, A, B, s). (8.7)

1 2 e
Alors G(t, A, B, s) s’appelle régulateur ﬁ probleme (8.6), (8.6")
(’argument s sera omis). é -

Remarque. Le régulateur n’est visiblement pas unique. On pourrait en
obtenir un autre, par exemple en ajoutant a G une fonction a support
1

borné par rapport a A. Dans la suite nous aurons recours a cette procédure
pour annuler le support du nouveau régulateur dans un &-voisinage de
x,=0, ce qui nous permettra par conséquent de le multiPIier par un
polyndme de x; ! ou de le développer en série enticre de x; ' en compre-
nant par x; ! la fonction x; '@ (x,), ou @ (x,) posséde un support situé a
I’extérieur du e-voisinage du point x, =0, ¢ (x,)=1 pour x, >2e.
Supposons qu’on ait déja construit un tel régulateur. Voyons comment
on peut démontrer le théoréme précédent a I'aide du régulateur. En
portant la fonction
t it—% 1 2
Rix,t)=§ § G(u, A, B) ® (x, T) dudr (8.8)

0 0
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dans I’équation (8.6), on obtient .

52R 62 tt—1 1 2

——c (x)—2—®(x t)+_[ j i (p, A, B) ®(x, t)dpdt. (8.8)
or? ox

Nous avons ainsi ramené le probleme (8.6), (8.6") a la détermination de
® a partir de I’équation

@ (x, t)+}f2(t—r, :1, 123) ®(x, 1) dr=f(x, 1), (8.8")
0
ou
fz(t,fli,;?) "°‘jfl(r A, B)dt

(les conditions initiales et les conditions de périodicité (8.6') sont visible-
ment remplies pour la fonction R (x, t)).

L’equatlon (8.8") est une équation intégrale de Volterra qui s’intégre
par des itérations. Plus exactement, posons

o= z o,
ou k=0
D, (x, t)=f(x, t),

t 1 2
@, (x, t)=—jf2(t-r, A, B)f(x, 1) dr,
0

2k—-1 2k 2k—-3 2k-2

D, (x, t)=(—1) jfz(t—, )_"fz(t1 1,, A, B

%~1

2
x | fz(tk_l—tk,A, B)f(x,tk)dtk...d'c,,
0

k=2, 3, ...
De (8.7) il s’ensuit que toute fonction s (x, t)eC;, , vérifie la majoration

A4, 8) v <[ T 7 (o B v <

N G4, B) v, o)

dus<M, TV (x, 7)|

0

pour 0st<t, (t<T), s assez grand et M, =const.
De la on déduit pour 0<t<T que

2\k
[ x, 1)) < ML)

max | f(x, t)].
0<t<T
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0
Donc, la série ), ®, converge. Bien plus, des majorations analogues

k=0
pour les dérivées de @,, il résulte que la série des dérivées de @, converge
[+ o]
uniformément (et tres vite), la somme @ = Z ®, appartient a C}), et I'on a

les majorations du théoréme 8.1 pour R, (/) =R (x, t).
I1 est tout aussi clair que l’equatlon (8 8), donc le probléme (8.6), (8.6"),
admet une solution unique, puisque chacune de ses solutions admet un seul

développement en série Z o,.

Pour prouver le theoreme il nous reste donc a constru1re le régulateur
du probleme (8.6), (8.6") (et a I’estimer). Nous le ferons a I'aide de la
méthode opératorielle. Cherchons le régulateur G sous la forme

6 (e a. %) =G (5.1, ), (8.9)

ol A= —i0/ox et les fonctions S et @ restent a définir (S et ¢ sont 27m-
périodiques en x et S est réelle).

Portons P'opérateur (8.9) dans I’équation des ondes et appliquons la
formule de commutation; on obtient

0o 2 4 ol () -e O (B oo
+,-A[<§_;)¢_cz(;) (2902327
—2¢(%) (6_S+1>6q)] [62 ()62 ]} (8.10)

ou les arguments (x, t) et (x, t, A) ont etep{ s respectivement dans les
fonctions S et @.

On devrait en principe annuler le second membre de (8. 10) ou, plus
exactement, I"opérateur entre accolades. Mais cela est difficile a réaliser (si
c dépend de x). En fait, pour construire le régulateur, il suffit d’obtenir au
second membre un opérateur f, «différentiable ».

Traitons le régulateur G comme un opérateur sur I’espace des fonctions
v(x) 2n-périodiques suffisamment différentiables. De telles fonctions se
développent en la série de Fourier: ;

v(x)=a,+ Y, ae™=ay+v,(x).

n#0

1 2 @©
(On rappelle que par définition f (A, B) v(x)= Y af(n x) e"‘".)

n=—a
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2 1 2
def

Alors G(t, :1, x) v=G, (x, z)+G(t, A, x) vy, ou - Gyl(x,t) =

) 1 2
el (t, A,x) a,. La fonction G, est solution du probléme

1 2
DCGO =f1 (t: A’ X) ag,
G
G, (x, 0)=a,, % (x, 0)=0,

Gy (x+27, 1) =G, (x, 1).

Il est évident que I'on peut, sans changer de régulateur, prendre a la
place de G, la constante a,, solution du probléme ci-dessus avec un second
membre nul.

Ainsi, il suffit de considérer le régulateur G uniquement sur les fonc-
©

tions de la forme v, (x)= Y a,™. Mais sur ces fonctions est défini

n=—ion
S 3 1 n#¥0
Popérateur 471 :

A-1p 3 a, o
1 o =
n=-w I

n#0

et ses itérations 47 k=1,2, ...
Donc, nous pouvons chercher la fonction ¢ de (8.9) sous la forme

<p=}s: (—ifli“)k%(;, f)-
k=0

En portant ce développement dans (8.10) et égalant a zéro les coeffi-
cients de (—id™')*, k=—2, —1, 0, ..., s—1, dans I'accolade (8.10), on
obtient le systeme d’équations

2 2
(5 e ) <o

Ui9,=0,
U9, +00,9,=0, (8.11)

U1(P5+DC(PS_1 =0’

ou

U—Zas t)a 22()(68( t)+1>a+[jS(x t)
1=2g g -2 G Gy e
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Ceci étant, lopérateur G sera solution de I'équation des ondes avec
second membre (cf. (8.10))

fi (r, /11, ;) =e"'1‘5(’2‘") (O.9,) ()Zc t) ( —i/ll“)s.

On a par définition

( ; 2) s N an in(x+ S(x,t)
Alnax) o=(-ir 00, (1) X e ~

n= — o0

D’ou il résulte que f; satisfait les majorations (8.7).
Il reste donc a résoudre le systéme (8.11) avec les conditions initiales

o), Cohdeo e

La premiére équation (8.11) est I'équation de Hamilton-Jacobi pour la
fonction S (x, t):

oS 0S
- el —+1). 8.13
ot _c(x)<6x+ ) ( ) ;
Soit la condition initiale
S (x, 0)=0. (8.13")

Pour résoudre le probléeme de Cauchy (8.13), (8.13), considérons le
systéme correspondant de bicaractéristiques appelé systemg de Hamilton::
3

dt

dp* oc

=FcX?®), X%|_o=%o
(8.14)

|
t

=+— (X¥)(1+P%), P*|_¢=0.
dt “0x x5 ( ) (/’0
Ce systéme s’intégre sans difficultés. Soign XF (X5 s P (R 1) 568
+

solutions. Comme =1, on a

t=0 Xo

(xo, t)#0 pour tout ¢t et, par

Xo
suite, ’équation
x=X* (x,, 1)

admet une solution différentiable x,=xg (x, t).
Le probléme (8.13), (8.13’) admet alors les solutions 2n-périodiques en
x (correspondant aux signes + dans (8.13)):
t

er
Si (X, [): J[Pi (Xo, T) ?(-xoa 'C)-—
0

=H . (P* ey 90, X500, ‘r))} dt =x3 (x, t)—x.

Xo=x73 (X,t)
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A noter que (X%, t)=P*%.

Considérons maintenant la deuxiéme equatlon (8.11). L’opérateur U,
se décompose maintenant en deux opérateurs U et U; correspondant aux

fonctions S, . Il est évident que I'opérateur Ui peut se mettre sous la
forme

(8.15)

_am, <d 1H, S, 1 aHiaHi>
i, 2 07 o2 2H, op 0ox

ou H, (x, p) £ T (x)(1+p), et les arguments (X *,t) et (X*, P*) ont été

. . : d ok
omis dans les fonctions S, et H, respectivement, — est la dérivée le long
ti
des trajectoires (8.14), c’est-a-dire que

d_0 &0 o0
dt, ot dt ox ort¢ ox’

D’apres (8.14)
0
o [H X, (%5 8); Py (5, 2))]=0- (8.16)

Donc H, (X, P,)=H, (x4, 0)=F ¢ (x,).
OX* (xq, 1)

0x,
ax* oH* a8
= X, X (x*, ¢t )
dt dp ( - 0% ( )
par rapport a x,. On obtient

0
2 n-x(

Soit JS, (x4 £)= . Dérivons I’équation pour X * (cf. (8.14)):

PH, S, +62Hi>
op* o0x2  opox)’

De la et de (8.16) on obtient pour le jacobien
¢ oS,
Jy(x,t) €2H, (x —= (x, t)).lo (xE (x, 1), )= F2e(x)
I’équation suivante :
d 1 _ 1 (6‘2Hi &8, +62Hi
op* ox* 9xdp)

dts a2V

6 Méthodes opératorielles
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On a donc pour l'opérateur (8.15)
Ut (\lr (x, t)>=
V.

dt, 20xop 2H,. op 0x

N

i . ; .
ou les arguments <x, a—i (x, t)) de la fonction H, ont été omis et | est
x +

1 d 10*H 1 6H, 0H
( - - *)q;(x,z), (8.17)

quelconque.

Nous avons effectué tous les calculs en utilisant des notations généra-
les, puisque dans les exemples ultérieurs nous les retrouverons intégrale-
ment. Dans notre cas Iexpression (8.17) de I'opérateur U{ devient:

& \Il(x,t)) 1 l:d ac(x)]
Ut =— —t— A
(o)l v

+

Donc, la deuxiéme équation (8.11) admet les deux solutions suivantes:
of (5, Y8 8 ) €09
0 ] - 1
VI (x, 0

ol Y& (x) sont des conditions initiales qui restent & déterminer.

De fagon analogue, la représentation (8.17) nous permg¥de résoudre les
autres équations (8.11) et de définir les fonctions 2m-périodiques @ ,
k=0,1,2,...,spar intermédiaire d’intégrales le long des trajectoires X =
P,

Finalement, le régulateur G est de la forme

o 1)y 3 ohsebolgp (;‘,y(_,-;-l)': -

+ k=0

(8.18)

ou les fonctions S, et ¢F ont été définies ci-dessus et Y.fs L

Reste a prendre des conditions initiales pour oi telles que (8.12) soit
réalisée. Posons
o5 (x,0)=1/2. (8.20)
Comme J, (x, 0)=2H, (x, 0)= F2c(x), on déduit de (8.18) I'expression
suivante pour Vg :
1

2¢(x

vy (%)=

d

Imposons aux autres fonctions @F, k=1, de vérifier les conditions
nulles :

of (x,0)=0, k=1,2,...,5 (8.21)
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Grace a (8.20) on déduit de (8.19) pour t=0:

G(O, ;1;) =), Z s ()Zc 0) (—i;r‘)k=2 oF (x, 0)=%+%=1.
+ k=0 i

Pour la dérivée 0G,0t de (8.19), on a

(0,4, =Y Y[ 252 (o) oz G
+ k=0 5
0]( iA~ ) (8.22)

oS .
Or, f(x, 0)=—H, (x, 0)= *c(x), dont les premiers termes de
t

(8.22) se simplifient en vertu de (8 20), et I'on obtient I’expression

(OAx 226("" XO)(—-IA )"

t k=0

(8.11). Tl est

immédiat de voir qu’a I'instant initial t =0 elles vérifient la condition

o9
2 (x, 0) E» (x, 0).
2
Donc, l'opérateur G (t, A5 x) satisfait la deuxiéme condition initiale
(8.12). Nous avons ainsi entiérement construit le régulateur du probléme
(8.6), (8.6"). CQ.F.D.

3. Solutions asymptotiques du systéme d’équations des oscillations d’un
réseau. On distinguera deux problémes: 1) la recherche d’une représentation
asymptotique de la solution exacte; 2) la recherche d’une solution asymptoti-
que, c’est-a-dire d’une fonction dont la substitution dans ’équation nous
donnera un second membre asymptotiquement proche du second membre
donné.

Avant d’entamer le probléeme 1, on se propose de construire une
solution asymptotique. On a le lemme quasi évident.

Lemme 8.2. Soient donnés des entiers m=1, k=2 et une fonction fe C{),

o p=p (m, k) est assez grand. Il existe alors des fonctions ;€ Cy),

j=0, ..., m—2, telles que la combinaison linéaire

m—2

1 ;
Un=13Ro N+ Z h;

i=0

6*
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est solution asymptotique du probleme (8.5). Plus exactement,

1
& Z ih 0
[hz PR 4c? (x) sin® (— % a)jl U, =f+h"F,f,

U, (x+2rn, t)=U,(x, t),

au,,
U, (x, 0)=—" (x, 0)=0,

et de plus le reste F, f satisfait la majoration

o
1<) e |25

oxJ
=1

Démonstration. Portons la fonction U, dans I'équation (8.5),
utilisons le lemme 8.1 et égalons a zéro les coefficients des puissances de h.

On obtient ainsi des équations en \j;j, j=0, ..., m—2. Par exemple, en
égalant a zéro le coefficient de h%, on trouve I'équation en VY, :
0\ .
l:lc\llo+0!4cz(x)<—i$) Ro(f)=0. 4

D’ou, en vertu du théoréme 8.1, 'on déduit que

2 \4
Yo=—%R, [c2 (—ig) Ro(j)},

la fonction V, vérifiant des conditions initiales nulles et étant 2n-périodi-

que en Xx.
Les autres fonctions Y, se déduisent de fagon agalogue. La majoration
de F, frésulte des majorations respectives du lemme 8.1 et du théoreme 8.1.
Ce qui prouve le lemme.

On a donc établi que la solution de I'équation des ondes est une
solution asymptotique du systéeme des équations des oscillations d’un
réseau. Mais, primo, cette solution n’est solution asymptotique que pour
un second membre suffisamment différentiable, et, secundo, il faut encore
prouver qu’elle est une représentation asymptotique de la solution réelle.

Pour trouver une solution asymptotique générale de I’équation des
oscillations d’un réseau et prouver qu’elle est une représentation asympto-
tique de la solution réelle, nous allons procéder comme pour I’équation des
ondes, c’est-a-dire construire un régulateur.

1 2
Dans ce cas on appellera régulateur un opérateur G (t, A, B) dépen-
dant aussi de-h et on exhibera une définition identique a la définition
précédente, sauf qu'on exigera en plus de (8.7) que

|£ Cxys 0, 8, s, B)| S B2 (3 +1)72. (8.23)
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Au second membre de (8.7’), on portera naturellement I"opérateur
1

02 —ih 0
hz ¥+Hi4cz ()26) Sin2 (Tl 5;>:H y

Si le régulateur est construit, de méme qu’au n° 2 on obtient une
équation intégrale de type Volterra et on montre qu'elle admet une
solution susceptible d’étre majorée uniformément en h lorsque h—0.

A noter toutefois qu’il suffit d’exiger de f, qu’elle satisfasse seulement
la condition (8.7).

En effet, si I’on réussit a construire un tel régulateur «affaibli», on peut
ensuite appliquer les résultats de ce numéro, c’est-a-dire le lemme 8.2 qui
nous permettra d’obtenir le vrai régulateur a h"F prés, ou F eCy, (Cest-a-
dire satisfaire (8.23)).

Le probleme se rameénera donc a la construction d’un régulateur
affaibli tel que le second membre respectif f, vérifie la condition (8.7). C’est
ce que I'on se propose de faire a I'aide des opérateurs ordonnés.

Construisons un régulateur pour le systéme d’équations des oscillations
d’un réseau.

Posons le probleme (8.4) avec des conditions initiales quelconques gs
v,€My. 11 est évident qu’il suffit de traiter le cas v,(x)=0. Mettons la
fonction v, (x) sous la forme

N
v (x)=a+ Y ae™.
n=-N+1

La constante a, satisfaisant visiblement I’équation (8.4), il suffit de consi-
dérer des conditions initiales de la forme

. 0
u (x, 0)=v, (x)= Z a,e"™; ;%(x, 0)=0. (8.24)
n=t1,. ., £(N-1),+N
: 0 —y "
Soit A=—i_—. Comme plus haut, définissons I'opérateur 4! sur les

Ox

fonctions v, par la formule

-1, — 4-1 inx | déf a,
A" v,=A <Eane )— E—e"‘"eMN.
n
n¥0

n¥0

L’action de I'opérateur 4~ nous donne une fonction du méme type; en
effet, toutes les puissances 4% k=1, 2, ..., sont définies sur v,. Par:
ailleurs, il est évident que

47 eo ]l <ol
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9}
D’autre part, p (A~ vy) =ivg (x, h). Donc,

aS
0x°*
On voit donc qu’il suffit de résoudre le probleme (8.4) a des fonctions

pres de la forme (4™ *v,).
On cherchera le régulateur sous la forme (on omet I"argument h)

(A k)| <Cllvoll,  s=0,1,..., k.

1 2 1 2 1 2 1
G(t, o, x) v, =e"45(1-"m)q)(x, t, w) vy, (8.25)
ol m=hA, h=n/N; S, ¢ sont des fonctions indéfiniment différentiables
2n-périodiques en x, S étant une fonction réelle. On rappelle qu’un

2 1
opérateur F (x, m) agit sur les fonctions ve M, 4 T'aide de la formule

n

N »
2 1 1 ) )
F(x, w) ”:3; ? R F (x, kh) | e”™ v (y)dy. (8.26)
2 J

k=—-N+1 -n
1l est évident que 'opérateur ® est borné sur My : -
ov]| <m|v], veM,. (8.27)

Portons I'expression (8.25) dans I’équation (8.4) et appliquons la

formule de commutation a I'exponentielle. On trouve alors qu’une condi-
2

1
tion suffisante pour que G(t, ®, x) soit solution de I’équdtion (8.4) est que

0 1_[(0S)? 1 9S50 1 3?8 4 .
{hzo—q)-—uﬁ(—) (p+2i0)h———$+iwha—tf,<p+4[[c2(x)]]sm2x

ot? ot ot ot
3
iho 1198( v :
| ~7a 305 i egn=0 @2

2 1y
ou I’on a omis les arguments (x, I 0)) des fonctions S et ¢.
Transformons le dernier terme de cette égalité a I'aide de la K-formule
et de la formule de commutation:

3
sinzi{ t +i1:na—s(x, t :,)):Htp()zc, t; (i)) =

2 T ox2%0x

1
s (G (15 ezl
=Ssin 2 —& ¢ 3 1 sSin ox £

m—1

]] 1 6S . (2 l)
+§wcos ® 1+6_ o |+ (=i (R, @)\ x, t, ®) +h"Q,, (h), (8.29)

X
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2. i
ou les arguments (x, t, u)) des fonctions S et ¢ ont été omis. R, sont des
opérateurs différentiels d’ordre k agissant sur la fonction ¢ (x, t, ®) par

rapport a x (il est possible d’expliciter tous les R,). Le reste Q, et tous ses
1 3

2 a s
commutateurs I, =Q, (;—(y-) ,$=0,1,2, ..., sont justiciables en vertu
x Ox

de (8.27) des majorations
[Io||<cf|v]], veM,. (8.30)

On remarquera maintenant que hv,=A~" ov,. Donc, de (8.28) et (8.29)
on déduit I’équation

1 a 2 ) ! a
(o3 - sieeram 315 o-

! 1,080 12 v/ as\\o
+( —iA_l) [ZO)Z—S—(p—%) [c* (x)] sin <w<1 +_>>_(p+
ot ot Ox/) 0x

1 /325 2 1 0S\\\ S

+ o? <¥—[[c2 (x)]]cos<m<1+a>>>ﬁ¢]—
s 1 k 1 2 1) 2

e Z(—iA" o (Rkw)(x, t, (D) [ (x)] -
k=2

3 1 1 1
—4[c? (x)]]A"'"u)me}vo=0, (8.31)
2 1
ou les arguments (x, t, (x)) des fonctions ¢ et S ont été omis.
On résoudra (8.31) en développant ¢ en sériede A™', s0ig:.

o= (-ia) 0,5, 1, ).
k=0

Portons ce développement dans (8.31) et égalons a zéro les coefficients
des puissances (—id~')* k=0, ..., m—1. Nous obtenons le systéme

d’équations
0S\? o N
(mﬂ—) —4¢* (x)sin? —<1 +—)=0,
ot 2 Ox

R} ¢, =0, (8.32)

R} ¢, +R; ¢,=0,
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ou

_ as 0 5 2 (x) . < <1+as>) 0 N
— — s —
1 az ot ® dx)) ox

(G- (o(5)5)
Hae oW\ ae

et les opérateurs R;, k=2, ..., m—1, sont définis par les formules
R, = —40* 2 (x)R
Supposons qu’on ait tiré § et ¢, des équations (8.32). On trouve alors
que la fonction

vV, (x, t)=m‘22 ei'l‘S(’z‘"’ o) Px ()zc, i, (lo) (—i,il")kvo+ao
k=0

est solution de I’équation (8.4) a la fonction

1 3 1 2 1
k. (x, n=easCad) g, a2y, (8.33)

prés, ou I'opérateur Q,, est défini par la formule suivante:

3 m—1j—2 1.
Q;.,=4l[cz(x)]]{z Y (i) el
j=2 1=0
’ l 2 1 1 1 2/1
x (qu)m_jﬂ(x, 6 o) (i) +Qmm"“2}. (8.34)
On a de plus '
9 a aS lAS(xtm) 2 /4'43_
(—15;) (X, )= { (x L, o)) h Q'l #
i - ) ? a 1—-i- il il:\) 2/1—m+
_elAs(x,l,lﬂ)hz LQ:n’ _15;]1:1 m 2+eAS( ot )hZQmA '3}1)1

La formule (8.34) et la majoration (8.30) nous donnent

<c1””1H’

l 'aK( t)
e m %

ou ¢, est une constante.

On majore de fagon analogue les autres dérivées:

asK (x, 1)
S ,t
oxs " *

< |lol, s=0.12, ..., m-2.
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Donc, si sup ||v,||<c, la fonction ¥, est solution de I’équation (8.4) a
h<l

I’¢élément
* . ih 0
,:h2 prs +4c? (x) sin? (— 5 6—x—>:| V.=K,
de CP* pres.

Passons maintenant a la résolution des équations (8.32). Nous avons
tout d’abord I’¢quation de Hamilton-Jacobi :

) )
6 480 si,,ﬁ(l "S>, (8.35)
ot ® 2

Considérons la condition initiale
S(x, 0, ®)=0. (8.35)

Pour résoudre ce probléme de Cauchy, considérons le systtme de
caracteristiques correspondant :

ax* ®
e Fe(X*)cos 5(1 $PE) [ BB =%
(8.36)
dP* +2 . [m(1+Pi):|ac(Xi) Pil 0
= +—sin| — — , ca=0.
dt ~o 2 Ox i
Ce systeme s’intégre sans peine. Soit X * (x,, ©, ), P* (xo, @, t) sa solution
=
(le spectre o (w) appartient a Iintervalle [ —n, 1]). Comme =,
% Xo t=0
I’équation x=X* (x5, , 1) (8.36")

admet une solution pour ¢ assez petit, c’est-a-dire qu’il existe une solution
différentiable x,=xg (x, t, ®). Le probléme (8.35), (8.35") admet alors la
solution 2n-périodique en x suivante:

t

de:
Sy (X1, (D)=HPi (xq, @, r)d—(xo, o, 1)+
T,
0

b o
+2 M&Msin[gj—(l +P* (x,, ®, r))]} dr

Ensuite on résout I’¢équation (8.32) comme I’équation des ondes au n° 2.
Finalement, on trouve le régulateur affaibli du probléme (8.4) sous la
forme

6(1,0,x) 5=3
+

Xo=x¥ (x, t, ®)*

mZ—Z

k=0

ei.:S:t(it.:)) oF (;, 1, (:)) ( —i/;_l)kl,’o' (8.37)
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En tenant compte maintenant de la remarque faite en fin du numéro
précédent, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 8.2. Pour t assez petit, la solution du probleme (8.4) existe, est
unique et sous la condition (8.24) est de la forme

1 2
u(x, z)=c(:, 4, B) vo—h 2Ry (K,)+ O (h).

Exhibons quelques conséquences simples. Pour cela il faut représenter
(8.37) par une intégrale en se servant de la représentation d’un opérateur
pseudo-différentiel sur un cercle, et trouver une représentation asympto-
tique (pour h—0) de cette intégrale a I'aide de la classique méthode de
«phase stationnaire » (méthode du col simplifiée pour le cas réel).

Etablissons tout d’abord la formule de la méthode de phase
stationnaire. .

4. Méthode de phase stationnaire. Considérons I'intégrale

1 iQUﬁ
I(h)=—=— jeh ¢ (y)dy,
/2nh
. >0 L
ou ®(y)eC* (R), ¢(y)eCq (R), 5;2—;60 pour yesupp ¢ et I'équation
0®/dy=0 admet une seule solution y=y, pour yesupg® (y) (le point
stationnaire).

Lemme 8.3. Sous les conditions ci-dessus, pour tout N=1, on a le
développement

iE i5 »sign ’::0(}'0)
I(h)y=e'se2""™ °’"°”7|e37(——)|<y (yg){ihwyo)), (8.38)
| Yo '

ou k=1
;— sign®”(yo0)

0? 1
= VI, t) ————— ..
v, (Vo) J (y tl)axz o)

k-1

0 1
.. VIO, 4)— —F—
J NI

y=y(x, t) est solution de I'équation (8.49), et le jacobien

»

2

¢ (y)dt, ...dt,

0

def

J(x, 1) =
est défini par la formule (8.48).

J(y(x, t), t)
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Pour la démonstration on se servira d’une représentation asymptotique
pour h—0 de la solution du probléeme de Cauchy pour I'équation de
Schrodinger de loscillateur

N KA X Lo
— s — e Al 0= b 8.39
s — sl Vi=o=0(x)e (8.39)
Cette représentation est dite quasi classique. Par une dérivation directe on
demontre que la solution de I’équation (8.39) est donnée par la formule

00

i 2 =signs) ”
4e 2 J‘ ———[cos tx? — 2xy +cos 1y*]

e Loy
W(X, l)= e 2hsint X eh (P(y)dy (840)

(2mh|sin ¢])!/2

En faisant x=0 et t=m/2 dans (8.40), on obtient I’é¢galité
1(h)=V (0, m/2), (8.41)
et en faisant x=0 et = —n/2 dans (8.40), I’égalité
I(h)y=e ™2y (0, —m/2). (8.42)
On voit donc que le développement de la fonction I (h) en série est, en
vertu des formules (8.41) et (8.42), confondu avec la solution asymptotique

quasi classique du probléme de Cauchy (8.39). Cherchons la solution du
probleme (8.39) sous forme de la série asymptotique *)

W (x, 1, hy=en" " [@y (x, ) +he, (x, )+ ...

vt Ry (x, )+ .. ] a0 (x, t, h), (8.43)
ou S(x, t)eC>, ®;(x, t, h)eC® sont des fonctions a déterminer. En’

portant la fonction ¢ (x, t, h) définie par (8.43) dans I’équation (8.39), on
obtient I’équation

oSy

as \ox) ¥ 90 0Sdp 14S P2
<——ﬁ)¢+h<q’ % )—hz -0 (849

X

ot > Bt T oxoe 202T) g

Annulons le terme ne contenant pas h. Nous obtenons I’équation de
Hamilton-Jacobi pour oscillateur

oS 1[/oS\*

*) Les raisonnements ultérieurs sont les mémes qu’au n° 2.

Posons S (x, 0)=® (x).
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Considérons le systtme de Hamilton pour ’oscillateur
] . ] 0 = b
q=p q(0)=y (8.46)
. oD
p=—4¢ pO)=—=0).
ay
Il est immédiat de voir qu’il admet pour solutions les fonctions

oD 00 .
q(t, y)=ycost+—sint; p(t, y)=——cost—ysint. (8.47)
dy dy

Les fonctions g et p s’appellent trajectoires du systeme hamiltonien (8.46).
Posons

Too¥ ﬁ(r ).
De (8.47) il vient 2D
J(y, t)=cost+— 57 sint. (8.48)
y

De cette formule il résulte que
1) si 0*®/0y* >0 pour yesupp ¢ (y), alors
J(x, 1)#£0, 0<t<m/2;
2) si *®/0y* <0 pour yesupp ¢ (), alors .

T (y, 1) #0, —g<t<0.

On admettra dans la suite que 0°®/dy*>0. On se ramene au cas
contraire 0*®/dy* <0 en remplagant ¢ par —t. a//
10

Désignons par y=y(t, x) la solution de l’éqs (lon
q(t, y)=x (8.49)

(cette solution existe en veftu du théoréme de la fonction implicite).
Comme au n° 2 on trouve que la solution de I’équation (8.45) est donnée
par la formule

t

1
S (x, )=B (y(x, 1) +5 J[p 1 D=2 (y, D] dt|y_ - (8:50)
0

Considérons les termes restants de I’équation (8.43). Introduisons le
champ de vecteurs
i d

0 rp % 0, ) &
= X, ) = g
ot P Ox drt
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d
Calculons la dérivée e J (v (x, t), t). Remarquons tout d’abord que le
T

champ de vecteurs d/dt est confondu avec la dérivation le long des
projections des trajectoires du systéme hamiltonien (8.46) sur le plan (x, t).
On a

d B j(y (X, t0)7 t0+At)_j(y (X, to)’ to)
Sl ¢ Hl,_, =1 =
e 005 0 D=l At
-  J(x, An)—1
=J (y(x, t,), tO)IETOA—t’

ou J(x, At) est le jacobien de la translation le long des trajectoires du
systéme hamiltonien suivant :

i=p,  GO)=x ¥qg,,
5=—5, 5(0)=p(ty, y(x, 1)) £ py.

Pour calculer J (x, At) £ JA, on remarquera que ce systeme hamiltonien

nous donne
4 (At)=x+p,-At+ 0 (Ar?)

et G (A1)

Ox

Il est ais¢ de voir que la fonction S(x, t) définie par (8.50) satisfait la

9
Ja= 1+ Ar4 0 (AL
Ox

as
condition P p. Finalement
X

dp, 0*S

;o v 6, to) T (¥ (X, to), to)-

d
d_TJ (y (x’ t)a t)lr:x():

Posons maintenant
J=J(x, )=J (y(x, 1), t).
Pour toute fonction 0 (x, t)e C*, on en déduit que
d((xt)) 1 d 160 S
i

\/_ NG ox
Dans la formule (8.43) posons

(x, 1)
t déf k
P (x, 1) = 5

et portons la fonction Y (x, t, h) tirée de I’équation (8.43) dans I’équation
(8.39); en se servant des formules (8.44) et (8.51) et en identifiant les
puissances de h, on obtient le systéme récurrentiel
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do
';h__o= P eolg—():q)())),
do 00,
d—‘::\/jﬁ :/jl, 0,i=0= 0,]i=0=0

De 1a il s’ensuit que 6, (x, t)=¢ (y (x, )), et 6,, k>1, est donnée par la
formule
t 31

1 ¢
1

0 0

k-1

2 ;
J JZ 00 4, (8.51)

ai, LT (tk)
def

ouJ(t;) = J(x,t)et Iintégration a lieu le long des trajectoires du systeme
(8.46).

Prouvons maintenant que la fonction (x, ¢, h) définie par I'égalité
(8.43) dont les fonctions @, (x, t) et S(x, t) viennent juste d’étre détermi-
nées est bien le développement asymptotique de la solutiyz du probleme
(8.39). Posons

0

N
1 .
Yy (X, €, h)=—:—e‘s°‘"’/"|: v (x, 1)+ Eh"e (x, t)],
N \/J x1) P k
k=
1l nous faut prouver que la fonction \ (x, t, h) differe peu de la fonction

V (x,t) qui est la solution exacte du probléeme (8.39). Plus exactement, on
prouvera que

max |y (x, t, )=V (x, )| =0 (A" "7?). (8.52)
(x, )eR"x [0, m,2]
Pour établir I'estimation (8.52), on remarquera que par construction
Yy (x, t, h) est solution de I’équation

oy 1 ( Yy & Oy(x,1) ig
—ih——===|-h 2 — N (x,t) — —=, —o=(eh

1 8[ 9 aXZ +x \l"N (x ) 6x2 m \IlN |t—0 (Pe
et, par suite, la différence  (x, t, h)—{ (x,t)=1 (x, t, h) est solution du
probleme

2 —
LAY AP WV o LU

X2 ST (x, 1)

(8.53)
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Par un calcul direct on montre sans peine que la solution du probleme
(8.53) est

4e | (l sign(t—1))

A= V2rhsin (t—1

@© 7~[Los(t 1) x% —2xy+cos (t— 1) y*]
X j’ e2hsin (t—1)

—

— & 0,0t
b ST 0D e 8.58)
%I (3, 1)
On voit sur I’équation (8.51) que 6, (x, t)e Cy (x,t), k=0, ..., de méme

que ¢ (y). Comme 1/s/sin z est une fonction intégrable au voisinage du
point z=0, on déduit immédiatement la majoration (8.52) de I’égalité
(8.54).

Posons maintenant x=0 et t=m/2 dans nos formules. On remarquera
que S (x, t)|, w2 =@ (¥ (0, 1/2)). Cette relation se déduit sans difficultés de
la formule (8.50). Des égalités (8.47) on obtient

q (0, m/2)=0=0®/dy.

Par hypothése, I’égalité d®/0y=0 est vraie uniquement en y=y,. Donc,
y (0, ®/2)=y, et ’on obtient le développement (8.38).

Remarque 1. La méthode de la phase stationnaire peut étre appliquée
b
aux intégrales de la forme | ¢ (v) €*®""dy. Supposons que la dérivée d®/dy

est différente de 0 dans des voisinages des points a et b. Considérons sur
[a, b] une partition de I'unité {e, (y), e, (¥), €5 ()} telle que e, (¥), e, (¥),
e;(1)eCy, e, +e,+e;=1 sur [a,b]; e,(a)=ey(b)=1; 0®/dy#0 pour
yesuppe,Usuppe,, suppe, € |a,b[. Alors

b o
Joe®™dy= [ ¢ () e ()™ dy+

b
+1e(0) @) My + [ ey(v) 0 () e dy.

— 00

Nous avons déja calculé la premlere intégrale, quant aux deux autres, il
est ais¢ de montrer par une intégration par parties qu elles sont de I'ordre
de h.
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Remarque 2. Nous aurons encore besoin des sommes
N

1 2 L @ (nh) n
———h eh ¢(nh), h=—.
2nh N

n=-N+1

Leur calcul se raméne au cas précédent grice a I'égalité

N i g
By eomh)= | e o) dy+

n=-N+1 =5

+25 [ en® () cos2kNy)dy, (8:55)

k=1 —n
que I'on démontre d’une maniér