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Рассматривается третья краевая задача для нелинейного уравнения с неограниченной нели­
нейностью на обобщенных решениях. Исследуется разностная схема решения данной задачи 
и реализующий ее итерационный алгоритм. Доказывается сходимость итерационного про­
цесса, и получены априорные оценки скорости сходимости. 

В течение последних двадцати лет возникло и интенсивно развивается такое направление в 
теории конечных разностей, как построение разностных схем для дифференциальных уравне­
ний с обобщенными решениями, у которых скорость сходимости согласована с гладкостью ре­
шения (см. [1]): 

b - u \ \ w > ) < M h ^ \ \ w , i a y 

где и - решение дифференциальной задачи, у - решение аппроксимирующей задачи, 11*11 w . v ( ( 0 ) и 

||*|| - - соответственно, нормы пространств Соболева дискретного и непрерывного аргумен-

ТОВ. 

Необходимо отметить, что первые результаты по исследованию сходимости дискретных ме­
тодов для задач с решениями из Wk

2 были получены в теории методов конечных элементов. Од­
нако способы построения разностных схем и получения таких оценок в методе сеток отличают­
ся от приемов, применяемых в методе конечных элементов. 

Для широкого класса линейных задач согласованные оценки приведены в [2], [3]. Но, как пра­
вило, большинство реальных задач нелинейны, причем природа нелинейности разнообразна. 
Для квазилинейных эллиптических уравнений с ограниченной нелинейностью согласованные 
оценки точности получены в [4], [5]. Однако требования, предъявляемые к коэффициентам 
дифференциального уравнения, такие как положительная определенность, ограниченность про­
изводных для всех значений w e R, сильно сужает класс допустимых входных данных задачи. 
В работе [6] доказана сходимость одной разностной схемы к обобщенному решению для квази­
линейного уравнения с нелинейностью неограниченного роста и получены согласованные оцен­
ки вида 

H y - l l w i c ^ T r f c - ' l l - l l ^ d + I M I ^ ) . m = 2 ,3 , 
где у > 0 - константа, не зависящая от h. 

1. П О С Т А Н О В К А Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Й З А Д А Ч И 

Рассмотрим на сегменте £1 = [0, 1] нелинейное дифференциальное уравнение второго поряд­
ка 

4-k(u)^-q(u)u = -f(u), хе О, (1.1) 
ах ах 

! ) Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского фонда фундаментальных исследований. 
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е краевыми условиями III рода 
k(u)du/dx = о_(и)и, х = 0, -k{u)du/dx = G+(w)w, х = 1. (1.2) 

Введем область значений точного решения Ми и определим ее окрестность 2>и: 

Д и = {w: < и(х) <и2,хе £2}, 2)и = {гг. И] - 5 < й(х) < м2 + 8, х е Х ' с И } . 

Предполагаем, что для коэффициентов задачи (1.1), (1.2) удовлетворены следующие 
Условия. 
1. Jfc(v) >&!>(), a ± (v ) > 4Jfc, > 0, #(v) > 0, | / (v) | < 2М 0 при любых v е 2) м . 
2 ."ДЛЯ ЛЮбыХ Vj, V*2 Е 2) м 

H(v,) -d(v 2 ) | < p,|v, - v 2 |, = к, o ± / 4 , ? / 4 , | / ( v , ) - / ( v 2 ) | £ 4 p 2 | v , - v 2 |. 

3. pjM 0/fci +p 2 Mi = P o < l -

4. | |^(w)| | C ( i l u ) <p(l-b| |Hl w2 ( Q )) ? lk(^)llc(^„)^^(l+lkllw2 ( a )). 
Априори полагаем, что решение краевой задачи (1.1), (1.2) существует и принадлежит прост-

ранству W 2 ( 0 ) . 

2. РАЗНОСТНАЯ З А Д А Ч А 

Введем в области Q равномерные сетки узлов со = {х: х = /А, i = 1 ,2, iV- 1, А = 1//V}, с о + = 
= coLJ{x = 1 } . Аппроксимируем дифференциальную задачу (1.1), (1.2) разностной: 

А(у)у = / ( у ) , (2.1) 
где нелинейный разностный оператор Л определяется следующим образом: 

- ji(a+(y)vx - a_(y) v ) + #(у) v , х = О, 

A(y )v = J - ( a ( y ) v j e ) J C + ̂ (y )v , х е ш , 

2 
- (й(у)у^ + 0 + ( у ) ^ ) + ̂ ( у ) ^ , х = 1, 

а шаблонный функционал а выбирается по формуле а(у) = /:(0.5(у(х) + у(х - А))), а+(у(х)) = а(у(х + А)). 
Для нахождения приближенного решения сеточного уравнения (2.1) построим итерационный 

процесс вида 

А(уУ"у1 = Ду). (2.2) 

Не представляет труда показать [6], что если v и w принадлежат 2)м, то верно следующее: 

a (w)>&, > 0 , | a ( v ) - a ( w ) | < p j | v - w | . (2.3) 

В разделе 3 будут указаны достаточные условия сходимости итерационного метода и приве­
дена его оценка скорости сходимости. 

Определим на множестве сеточных функций, заданных на со, скалярные произведения 

Ь, v] = Y y(x)v(x)A + 0.5A(y(0)v(0) + y ( l ) v ( l ) ) , (у, v] = У y(x)v(x)A, 

которые индуцируют соответствующие нормы 

| [ ^ ] | з | М | М В ) з | М | 0 = [v ,v] ' / 2 , | |v] | = (v,v]m 

и дискретные аналоги норм пространств С, W 2 

I M U H M L = max|v(A-)|, IH| 2

w , ( e )s| |v| |?. = ||v|| 2 + | |v ,] | 2 . 
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Наряду с нормой | |- | | г в пространстве W2(co) будем использовать эквивалентную ей \\v\\l = 

= i l v , ] | 2 + 4 ( ^ ( 0 ) 4 - ^ ( 1 ) ) . 

Для исследования сходимости итерационной схемы (2.2) к решению разностной задачи (2.1) 
нам понадобятся некоторые априорные оценки, которые ниже сформулированы в виде лемм. 

Лемма 1 (см. [7], [8]). Для любой сеточной функции v, заданной на сетке с о , справедливы не­
равенства 

\\v\\U 05\\ v\\l (2.4) 

|М1о<0.25||И11 (2.5) 

Лемма 2, Пусть у е ЯЬи. Тогда сеточная функция sy\ удовлетворяющая (2.2), ограничена в 
сеточной норме \\-\\] сверху: 

|| "у 1 ||i $ с, с = M0/kv (2.6) 

Доказательство» Умножим (2.2) скалярно на syl и воспользуемся разностным аналогом пер­
вой формулы Грина. Приходим к энергетическому тождеству 

(aihCyl f] + (G-(y)(Syl )2)(0) + (a+(y)(y)2)d) + [q(y),(Sy] f] = [ У ,/6)1 (2.7) 

Применяя к правой части (2.7) неравенство Коши-Буняковского и учитывая условия (2.3), пере­

ходим от (2.7) к неравенству k}\\ syl ||i < М 0 | | ' у 1 | | i . 

Отсюда и следует искомая оценка (2.6). 
В процессе доказательства теоремы о сходимости метода итераций нам понадобится оценка 

z = у - и в равномерной метрике. Поэтому имеет смысл рассмотреть задачу для погрешности 

первого приближения z. Для этого операторное уравнение (2.2) при 5 = 0 сложим с невязкой 
\|/ =f(u) - А(и)и. В результате получим задачу 

A(u)z = (А(и)-А(у))У + / ( $ Ь / ( « 0 + Ч'- (2.8) 
Используя уравнение баланса, представляем \|/ в дивергентном виде: 

%(к) + Ц0), х = 0, 
А 

¥ ( - * ) = ^ Л * 0 0 + ш, 

• | t i ( 1 ) + ^ ( 1 ) , * = 1 , 

где 

ц(х) = (а(и)и^)(х) - (к(и)и')(х-0.5 h), хе со"4", 

£,(х) = (Sq(u)u-q(u)u + f(u)-Sf(u))(x), х е СО, 

5 - оператор усреднения по Стеклову. 

Умножив (2.8) скалярно на 1 и воспользовавшись условиями (2.3), получим энергетическое 
неравенство 

*i II z ||? у ) - ^ ] + ( (о . ( у ) - у z )(0) + ((<т+( у ) - У i ) ( I ) •+• 2 9 

+ [(q(h-q(u))y, i ] + [ ( / ( y ) - / ( n ) ) , i ] + [ i , V ] . 
Используя условие 2), оценку (2.6) и вложения (2.4), (2.5), оцениваем скалярные произведения 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 37 № 8 1997 



954 ЩЕГЛИК 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 37 № 8 1997 

правой части (2.9): 

«а( У ) - а{и))У-Х, 1Х\ + ((с_( У ) - а_(и)) У Z )(0) + ( (а + ( У ) - а+(и)) YZ)(\) + 
+ [(q(H- q(u))Y, z ] < р,| | ° | U | | Y-X]\\\ZX]\ + 4 ^ ( 0 ) i ( 0 ) + 4 ^ ( I ) i ( l ) + 

+ 4 | |^ lo lUl lo)s2p 1 | |SIUI^II . II i l l . ^P I c | |S | | , IUII , . • 

i(f(Y)-/(")), г ] < 4 р 2 | | г | | о | Ц | | о < р 2 | | г | | , | | г | | ь 

[Z ,W] = - CZx,r\] + [Z ,^]<\\Z\L\\MW 
Учитывая (2.4), приходим к неравенству 

IUIU4mil,40ll^llr+2i;IMU 
Таким образом, доказана 

Лемма 3. При у Е 2) м имеет место оценка 

\\У-и\И<$, 

Р = ^ l l z l U ^ I M U 1М<-.> = (4 | |Ц] | 2 /3 + | |^ | |Ь 1 / 2 , Z = У-и. (2.10) 

Лемма 4. Если у Е 2 ) м , к = 0, 1, s, то 

| | д У I U p P o , asV = SYL-Y. (2.П) 
Доказательство. Вычтем из (2.2) это же уравнение, записанное для предыдущей итерации. 

„ u .V + 1 

Получим задачу для разности соседних итерации у : 
А(У)А*УХ + (А(У)-А(*У1))У = / ( у ) - / ( У ) . (2-12) 

Умножая (2.12) скалярно на Д л у 1 и рассуждая аналогично доказательству леммы 3, приходим, 
к рекуррентному соотношению 

|| Д'У ||, < poll Aylli < Poll Л'У Hi S - ^ Poll АУ Hi- (2-13) 

Оценим || Ay ||i с помощью неравенства треугольника и (2.10). Получим || Ay ||i < ||z - z ||i ^ 

< ||z ||i + ||z ||i < (1 + p 0 ) | | z ||i + к]11I Возвращаясь к (2.13) с учетом последнего соотноше­
ния, получаем 

| |A^MU<f((l+Po)ll^lli+^IMI(-i)) = PPS. . (2.14) 

Из (2.14) и следует (2.11). 
Под окрестностью точного решения и дифференциальной задачи (1.1), (1.2) будем понимать 

множество $fu = {v: \\v - иЦ^ < 8}. Очевидно, что если v Е &?

и,то v Е ЯЬи и для этого элемента 
справедливы все изложенные выше леммы. 

3. Т Е О Р Е М А О СХОДИМОСТИ МЕТОДА И Т Е Р А Ц И Й 
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1-3 и выбор начального приближения подчинен соот­

ношению 

°уе^и, Р / 0 - Р о ) * 8 , (3.1) 

Р-из (2.10). 
Тогда справедливы такие утверждения: 
1) для любых $ = 0, 1, ... последовательность решений задачи (2.2) не выходит из £fM; 
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2) метод итераций сходится: 

limy = у, у € У и , 

w предел последовательности является решением операторного уравнения (2Л); 
3) скорость сходимости итерационного процесса характеризуется оценкой 

1 - Ро 

Доказательство утверждения 1) теоремы проведем методом математической индукции. Для 
этого сначала покажем, что у е £fM. Действительно, справедливость данного утверждения сле­
дует из условия (3.1) выбора у, оценки (2.10) и цепочки неравенств || z ||~ < (3 < р/(1 - р 0) < 5. Те­
перь предположим, что у е $fin к = 0, 1 , s . Простыми выкладками с использованием неравен­
ства треугольника, формулировок лемм 3 и 4 устанавливаем следующее соотношение: 

И '* 1 - * 2 'I А"У 1 'I- + Н У " "II-* I РРо ̂  Т ~ * 6, (3.2) 
*Ti * = о ] " Р о 

а это эквивалентно тому, что А у 1 е £fM. Таким образом, утверждение 1) теоремы доказано. 

Для доказательства п. 2) возьмем отрезок у, ' у 1 , Л у я последовательности и докажем, что 

она фундаментальна. В силу утверждения 1), элементы syk, к = 0, 1, /?, принадлежат по­
этому имеют место следующие соотношения: 

| | ' Г - y\U X I I Л 'У II * М 2 Р $ - ' S y ^ r - P ' o . (3-3) 
it = 1 it = 1 

а это означает, что последовательность у является последовательностью Коши. Так как прост­
ранство С(со) банахово, то существует предел данной последовательности. Устремляя s — - оо в 
(3.2) и в (2.2), убеждаемся, что предел принадлежит множеству У?

и и является решением задачи 
(2.1). Оценка скорости сходимости метода итераций непосредственно вытекает из (3.3) при р —• <*>. 
Теорема доказана. 

Замечание 1. Докажем, что операторное уравнение (2.1) имеет единственное решение. Предположим, 
что существуют элементы у{, у2 из У и , которые удовлетворяют (2.1). Вычитая из (2.1) при у = у{ это же 
уравнение при у = у 2 , получаем задачу для Ау = у{-у2: 

А(У1)Ау = [A(y,)-A(y2)]y2 + f(yi)-f(y2) = 0. (3.4) 

Проводя над (3.4) выкладки, аналогичные доказательству леммы 3, приходим к соотношению 
(1 - р0)||Ау||о о < 0 или, учитывая, что р 0 < 1, делаем вывод, что у{ тождественно совпадает с у2. 

4. О Ц Е Н К А СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ Р А З Н О С Т Н О Й СХЕМЫ 

Теорема 2. Пусть решение дифференциальной задачи (1.1), (1.2) имеет вид и(х) е W2(Q) и 

начальное приближение у принадлежит У>

и. Тогда при достаточно малом h < h0u при выпол­
нении условий 1-4 решение разностного уравнения (2.1) сходится к решению исходной задачи 
и при этом справедлива оценка точности 

l l - y - M l i w > ) ^ ^ l l M t W 1 + I N I w ^ ) ) ) > 

где у = const > 0, не зависящая от шага сетки /т. 
Доказательство. Можно заметить, что при достаточно малом h< Ьо неравенство из (3.1) вы­

полнено, так как р = Р(й). Таким образом, условия теоремы 1 выполнены и, в силу утверждения 2) 
теоремы 1, решение у разностной краевой задачи (2.1) лежит в окрестности точного решения $fu. 
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Подставляя и в (2.1) и складывая с невязкой, приходим к задаче для погрешности разностной 
схемы z = у - и: 

A(it)z = [A(u)-A(y)]y + f(y)-f(u) + y. 
Не представляет труда показать (см., например, доказательство леммы 3), что для z верна оценка 

Iz||,< 
(1 -Po)*i Wl(-i)- (4.1) 

Теперь перейдем к изучению вопроса о погрешности аппроксимации и покажем, что для Т)(х) 
и ^(А) справедливы оценки 

||Л]|^уЛ1М1^ (ОД(1 +1И1^да>). \\Шун\\и\\^а)(1 +INI^ ( Q ))- (4.2) 

Через у будем обозначать постоянную, которая не зависит от шага сетки и в разных местах, во­
обще говоря, разная. 

Представим т\ в удобном для исследования виде: 
2 

к= 1 

где oCjCx) = а(и(х)), а2(х) = u(x)j Ц\(х) = и-х(х) - и(х), r\2(x) = а(и(х)) -к(и(х)), х =х~ 0.5/г. 

Для оценки Т| 1 воспользуемся разложением функции в ряд Тейлора с представлением остаточ­
ного члена в интегральной форме: 

r + At 

v(t + At) = v(t) + v'(t)At + J (t + At-s)v"(s)ds. 
t 

Применим неравенство Коши-Буняковского. Получим 

1 
h i ( x ) | - j(x-s)u"(s)ds + J (x-h-$)u"($)ds 

x — h 

1/2 J /2 -

\{x~sfds + j {x-h-sfds j {u"{s)dsfds < y A J / 2 | k l l w 2 ( j c _ / i ; j c ) . 

- V ? У ^ x - h У - J \ r - h ' 

f 

\ r - h 

J / 2 

Из условия 3 следует, что |aj(x)| = \k(Q.5(u(x) + u(x - h)))\ < | | / с ( С ( 2 ) ц ) < p( l + | | м | | ^ 2 ( а ) ) . 

Для оценки Ц2(х) воспользуемся условием липшиц-непрерывности к(и) и теоремой о среднем 
для интегралов 

JC + O.5/J0, 

% ( Х ) < | ju\s)ds- J u\s)ds < ^ | № ) | ^ < у ^ % 1 
Х - О . 5 А 0 , 

так как 0 1 ? © 2 € (0, 1) и h < 1. 

Поскольку 1 ^ ( 0 ) вкладывается в Cl(x - h, х), то для верно 

\a2(x)\<\\u'\\C(x_h<x)<\\u\\wl(n). 

Таким образом, имеем 

Суммируя ц(х) по узлам сетки со+, приходим к соотношению 

Ил 11 = 
\ 1/2 

\i)(xfh <Y^II" l l w , ( n ) ( l + l l « l l ^ ( n ) ) . 
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1 Г + * Л 

|5i (*)| ^ 2А J ^ М ' ) ) ~ я(и(*))Н«(0 + и(*)| + \q{u{t)) + - u(x)\]dt < 

Аналогичным образом показывается, что для ^ (0 ) и Ь\2ф) справедливы неравенства ' 

^ ( 0 ) < у й 1 / 2 ( 1 + | | н | | ^ й ) ) | | м | | ^ 0 , 0 , А ) , ^ ( 1 ) ^ т л , / 2 ( 1 + 1 1 « 1 1 ^ 0 ) ) 1 М 1 ^ ( 1 _ Ы М ) . 

Суммируя ^(JC) по узлам сетки с о , приходим к неравенству 

1У1о if* 2* 1 + ^ h l J \ \ < \ ^ + h )

 + 0 - 5 ^ 2 ( ( ^ l l « l l w ? ( n ) ) 2 l i » l l ^ o , o , , , + 

VJC G СО 

+ ( 1 + 1 1 » 1 1 ^ П ) ) 2 | | » 1 1 ^ ( 1 _ 0 , М ) ) 

Доказательство того факта, что || 2̂!1о - у/г||м|| 2 , п . , принципиально от случая ^ не отличается. 

Подставляя оценки (4.2) в (4.1), приходим к утверждению теоремы» 
Замечание 2. Как следствие теоремы 2 легко получить оценку скорости-сходимости решения разност­

ной схемы в норме С ( с о ) : 

Автор выражает благодарность П.П. Матусу за ряд ценных замечаний и консультаций. 
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Представим в виде £(лс) = ^{(х) + £2(*)> где ^ = Sq(u)u - q{u)u, \ г = f{u) - Sf(u). Легко прове­
рить, что 

q(v)v~q(u)u = 0.5((q(v) - q(u))(v + и) + [q(v) + q(u)](v- и)). (4.3) 

Пусть JC е со. Тогда, воспользовавшись тождеством (4.3) и условиями 2, 3, получим 
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