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Рассматривается классическая модель вкраплений в простую двоичную цепь
Маркова с неизвестной матрицей переходных вероятностей. Найдены асимпто-
тические соотношения между длиной отрезка исходной последовательности и
объемом вкраплений, при которых предложенный статистический критерий со-
стоятелен.
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1. Введение

Задача обнаружения наличия вкраплений в случайных последовательностях рас-
сматривается во многих работах (см., например, [2,5–9]). При этом исходная после-
довательность может иметь различные типы и параметры распределения. В [2], [5]
и [10], например, исследуется последовательность, полученная по полиномиальной
схеме с известными вероятностями исходов, в [9] рассматривается марковская мо-
дель зависимости с известной матрицей переходных вероятностей. Для обеих мо-
делей установлено, что гарантированно обнаружить факт наличия независимых
вкраплений можно только в случае, когда длина отрезка вкрапливаемой последо-
вательности растет по порядку быстрее корня из длины отрезка исходной после-
довательности. В некоторых публикациях (см., например, [9]) данный результат
называют «законом квадратного корня».

В [8] анонсировано утверждение о «законе квадратного корня», которое каче-
ственно демонстрирует возможность использования статистики типа хи-квадрат для
идентификации простой конечной неразложимой и ациклической цепи Маркова с
неизвестной матрицей переходных вероятностей в рамках следующей модели вкрап-
лений: к каждому элементу исходной последовательности применяется случайное
преобразование. При этом рассматривается схема серий и преобразования являются
независимыми.

†Статья публикуется по рекомендации Оргкомитета конференции CTCrypt’2016.

∗Место работы: Московский технологический университет, e-mail: artem.volgin@bk.ru
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Далее рассматривается классическая модель вкрапления (см. [6]) в простые
цепи Маркова с неизвестной матрицей переходных вероятностей, основанная на
LSB-методе (см. [11]). Приводятся асимптотические соотношения между длиной
отрезка исходной последовательности и объемом вкраплений, при которых предло-
женный статистический критерий состоятелен.

2. Обнаружение вкраплений в цепь Маркова

Пусть n ∈ N, X = {X0, X1, . . .} − простая конечная стационарная неразложимая
и ациклическая цепь Маркова с множеством состояний A = {1, . . . , N} и фиксиро-
ванной матрицей переходных вероятностей Π = (πab)N×N , a, b ∈ A. Стационарное
распределение цепи обозначим через

π = (π1, . . . , πN ), πi ∈ (0, 1), i = 1, . . . , N,

N∑
i=1

πi = 1. (1)

Рассмотрим последовательность процедур внесения вкраплений в цепь
Маркова X, в которой используются случайные последовательности
Z = {Z0,n, Z1,n, . . . , Zn−1,n} и Γ = {γ0,n, γ1,n, . . . , γn−1,n}, P {Zi,n ∈ A} =

P {γi,n ∈ {0, 1}} = 1, i = 0, . . . , n − 1. При этом элементы последовательно-
стей Z и Γ являются независимыми одинаково распределенными случайными
величинами, и для любого i = 0, . . . , n− 1 верны равенства

P{Zi,n = a} = pa, P{γi,n = 0} = τ(n), pa, τ(n) ∈ (0, 1), a ∈ A. (2)

Далее вместо τ(n) будем использовать обозначение τ, подразумевая при этом, что
данный параметр зависит от n. Также в обозначении элементов схем серий Z и Γ

будем использовать только первый индекс.
В результате внесения вкраплений образуется отрезок последовательности Y =

{Y0, Y1, . . . Yn−1} :

Yi =

{
Xi, если γi = 1,

Zi, если γi = 0,
i = 0, . . . , n− 1. (3)

Постановка задачи заключается в следующем. Наблюдается отрезок последова-
тельности {Y0, . . . , Yn−1} длины n ∈ N. Относительно способа образования данного
отрезка выдвигаются две сложные гипотезы H0 : τ = 0 и H1 : τ > 0 об отсутствии
и наличии вкраплений в цепь Маркова X соответственно. При обеих гипотезах бу-
дем предполагать, что матрица Π, а также величины τ, pa, a ∈ A, и π неизвестны.
Задача заключается в построении критерия различения гипотез H0 и H1.

Определим вероятностную меру при гипотезе H1. Рассмотрим вероятностное про-
странство (Ω,A,P1) , где Ω = {(y0, y1, . . . , yn−1) : yj ∈ A, j = 0, . . . , n− 1} , n ∈ N, A
− совокупность всех подмножеств множества Ω. Тогда для любого фиксированного
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набора (y0, . . . , yn−1) ∈ Ω

P1{Y0 = y0, . . . , Yn−1 = yn−1} = py0 · . . . · pyn−1τ
n+

+

n∑
k=1

∑
1⩽i0<...<ik−1⩽n−1

P{Xi1 = yi1 , . . . , Xik = yik}pyj1
· . . . · pyjn−k

×(1− τ)kτn−k,

(4)

где P{Xi1 = yi1 , . . . , Xik = yik} = πyi1
π
(i2−i1)
yi1

yi2
·. . .·π(ik−ik−1)

yik−1
yik

и π
(ij+1−ij)
yij

yij+1
, j = 1, . . . , k−1,

— это вероятность перехода из состояния yij в состояние yij+1
за ij+1 − ij шагов

{j1, . . . , jn−k} = {0, . . . , n − 1}\{i0, . . . , ik−1}. Проверим корректность определения
вероятностной меры P1. Из уравнений (4) следует, что

∑
(y0,...,yn−1)∈Ω

P1{Y0 = y0, . . . , Yn−1 = yn−1} = τn +

n−1∑
k=1

(
n

k

)
(1− τ)kτn−k =

= (1− τ + τ)n = 1.

В [9] для цепи Маркова с известной матрицей переходных вероятностей приве-
дены асимптотические (при n → ∞) условия, при выполнении которых существует
процедура различения гипотез H0 и H1. Зафиксируем n ∈ N и обозначим через dn(τ)
расстояние Кульбака–Лейблера между распределениями отрезка Y = (Y0, . . . , Yn−1)

при гипотезах H0 и H1 :

dn(τ) =
∑

y=(y0,...,yn−1)∈An

P1(Y = y
∣∣H0) ln

P1(Y = y
∣∣H0)

P1(Y = y
∣∣H1)

.

Теорема 1 (см. [9]). Пусть n → ∞. Тогда:
1) если

√
nτ → ∞, то существует такой критерий, который различает ги-

потезы H0 и H1 с вероятностями ошибок первого и второго рода αn ∈ (0, 1),

βn ∈ (0, 1 − αn) соответственно, причем для любых α∗ ∈ (0, 1), β∗ ∈ (0, 1 − α∗)

существует такое число n0 ∈ N, что для всех n > n0 справедливы неравенства
αn < α∗, βn < β∗ ,

2) если
√
nτ → 0, то dn(τ) → 0,

3) если
√
nτ → κ ∈ (0,∞), то dn(τ) ⩽ Cκ2 для любого n ∈ N, где C > 0 −

некоторая постоянная.

Замечание 1. Из теоремы 1 следует, что гипотезы H0 и H1 различимы (в терми-
нах метрики Кульбака–Лейблера) только в том случае, когда выполнено условие
τ
√
n → ∞. В [9] приводится состоятельный критерий различения H0 и H1, основан-

ный на статистике

√
n

∣∣∣∣∣ 1

n− 1

n−2∑
i=0

I {Yi = a, Yi+1 = b} − πaπab

∣∣∣∣∣
для таких значений a, b ∈ A, что

P1{Y0 = a, Y1 = b
∣∣H0} ≠ P1{Y0 = a, Y1 = b

∣∣H1}.
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Подчеркнём, что для применения критерия требуется, чтобы матрица переходных
вероятностей цепи Маркова была известна.

Далее рассмотрим критерий различения гипотез H0 и H1 в случае, когда мат-
рица переходных вероятностей неизвестна. В [8] анонсирован подход к различению
гипотез H0 и H1 на основе статистики следующего вида:

S =
∑

a,b,c∈A

(νabc − νabνbc/νb)
2

νabνbc/νb
, (5)

где

νabc =

n−3∑
i=0

I{Yi = a, Yi+1 = b, Yi+2 = c},

νab =

n−2∑
i=0

I{Yi = a, Yi+1 = b}, νa =

n−1∑
i=0

I{Yi = a}.

Поясним смысл статистики (5). В [3] описан критерий согласия со сложной ги-
потезой H0 с использованием стандартной статистики типа хи-квадрат:

χ2
n(θ) =

∑
a,b,c∈A

(νabc − νabpab:c(θ))
2

νabpab:c(θ)
, (6)

где pab:c(θ) = P1{Yi = c
∣∣Yi−2 = a, Yi−1 = b}, i ⩾ 2, θ − неизвестный параметр, от

которого зависят элементы матрицы переходных вероятностей Π.

Статистика (6) непригодна для проведения расчетов, поскольку она зависит от
неизвестного параметра θ. Поэтому в [3] предлагается подход, который основан на
замене величин pab:c(θ) их оценками p̂ab:c, a, b, c ∈ A, полученными с использованием
наблюдаемого отрезка последовательности Y0, . . . , Yn−1. Также в [3] показано, что
оценки p̂ab:c = νbc/νb, a, b, c ∈ A, являются оценками максимального правдоподобия,
и сформулирована теорема (ее доказательство приведено в [4]) об асимптотической
(при n → ∞) сходимости статистики (5) к распределению хи-квадрат с N(N − 1)2

степенями свободы.
Обозначим через κα квантиль уровня α распределения хи-квадрат с N(N − 1)2

степенями свободы. Рассмотрим критерий согласия с гипотезой H0, основанный на
статистике (5), размера α :

принимается гипотеза
{

H0, если S < κ1−α,

H1, если S ⩾ κ1−α.
(7)

Ниже будет доказана теорема о состоятельности критерия (7).

Теорема 2. Если существуют состояния a, b, c ∈ A, для которых выполняется
условие √

nτ(1− τ)2 (C1(1− τ) + C2τ) → ∞, n → ∞, (8)

где
C1 = pbπb (πa∗c − πaπbc) + πaπbpb(πbc − πc), C2 = pb (πa∗c − πaπc) ,

πa∗c = P1{Y0 = a, Y2 = c},
то критерий (7) является состоятельным.
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В [6] рассматривается задача выявления вкраплений в двоичных цепях Маркова
с матрицами переходных вероятностей специального вида:

Π =
1

2

(
1 + λ 1− λ

1− λ 1 + λ

)
, λ ∈ (−1, 1). (9)

В этом случае для любого λ ∈ (−1, 1) стационарное распределение является равно-
мерным. При a = b = c = 0 величины C1 и C2 из теоремы 2 принимают следующие
значения: C1 = λ2p0

8 , C2 = λ2p0

4 .

Следствие 1. Пусть существует предел

lim
n→∞

τ(n) = const ∈ [0, 1]

и матрица переходных вероятностей цепи Маркова имеет вид (9). Тогда при вы-
полнении условия √

nτ(1− τ)2 → ∞, n → ∞, (10)

критерий (7) является состоятельным.

Замечание 2. Если в условиях теоремы 2 констаенты C1 и C2 положительны, то
критерий (7) является состоятельным при одновременном выполнении двух условий:

√
nτ → ∞, n → ∞, (11)

и √
n(1− τ)2 → ∞, n → ∞. (12)

Условие (11) совпадает с условием 1) теоремы 1 и означает, что число вкраплений
должно превосходить квадратный корень из длины наблюдаемого отрезка. Условие
(12) не требуется в теореме 1 и является в некотором смысле противоположным усло-
вию (11), поскольку означает, что вкраплений не должно быть «слишком много».
Объясняется это тем, что при внесении большого числа вкраплений распределение
отрезка последовательности Y сближается с полиномиальным распределением с ве-
роятностями (pa, a ∈ A). В этом случае отрезок Y будет являться цепью Маркова с
глубиной зависимости 0. Статистика (5) не позволяет различать гипотезы о цепях
Маркова с глубинами зависимости 0 и 1.

3. Результаты экспериментальных исследований

Теорему 2 наглядно иллюстрирует следующий эксперимент. Пусть отрезок Y имеет
длину n = 216, матрица переходных вероятностей цепи Маркова X имеет вид Π =(
1/5 4/5

3/5 2/5

)
, стационарное распределение π = (3/7, 4/7), вкрапливаемый отрезок

последовательности Z имеет параметры p0 = 3/8 и p1 = 5/8. В таблице 1 и на
рисунке 1 приведены значения статистики S критерия (7) для различных τ при
пороговом значении κ0,99 = 9, 21.
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Значения статистики критерия (7) для различных τ

№ испытания n τ S

1 216 0 7, 7

2 216 1/
√
216 ≈ 0, 004 0, 8

3 216 5/
√
216 ≈ 0, 02 4, 4

4 216 10/
√
216 ≈ 0, 039 7, 6

5 216 50/
√
216 ≈ 0, 195 97, 6

6 216 100/
√
216 ≈ 0, 703 101, 7

7 216 200/
√
216 ≈ 0, 938 2, 6

8 216 1 3, 9

График зависимости значений статистики S от τ
√
216

50 100 150 200 250
τ 216

50

100

150

Значение статистики S

Результаты экспериментов показывают, что критерий не различает гипотезы H0

и H1 в случаях, когда вероятность вкрапления близка либо к 0, либо к 1 (испытания
1–4, а также 7–8). В остальных случаях на основании критерия принимается верное
решение (испытания 5,6).

4. Доказательство теоремы 2

Докажем теорему 2. Зафиксируем состояния a, b, c ∈ A, для которых выполняется
условие (8). Введем обозначения:

E1 = E
{
·
∣∣H1

}
, D1 = D

{
·
∣∣H1

}
,

Sabc =

∣∣νabc − νabνbc/νb
∣∣√

νabνbc/νb
.
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Заметим, что для вероятности ошибки второго рода критерия (7) справедливы сле-
дующие оценки:

P1 {S < κ1−α} < P1

 ⋂
u,v,w∈A

{
Suvw <

√κ1−α

} ⩽

⩽ P1

{
Sabc <

√κ1−α

}
.

(13)

Поэтому с учетом (13) для доказательства теоремы 2 достаточно показать, что

P1

{
Sabc <

√κ1−α

}
→ 0 при n → ∞.

Заметим, что для величины Sabc справедливо представление

Sabc√
n

=

∣∣∣∣∣∣
1
nνabc − p∗√

p∗
−

1
nν∗ − p∗√

p∗
+

1
nνabc −

1
nν∗√

1
nν∗

·
√
p∗ −

√
1
nν∗

√
p∗

∣∣∣∣∣∣ , (14)

где
ν∗ = νabνbc/νb,

p∗ =
(
(1− τ)2πaπab + τ(1− τ)(πapb + πbpa) + τ2papb

)
×

×
(
(1− τ)2πbπbc + τ(1− τ)(πbpc + πcpb) + τ2pbpc

)
×

× (πb(1− τ) + pbτ)
−1

.

(15)

Правая часть (14) имеет громоздкий вид и сложна для дальнейших вычислений.
Для ее упрощения рассмотрим следующий прием: заменим статистику Sabc на Ŝabc,

где

Ŝabc =
√
n ·
∣∣ 1
nνabc − p∗

∣∣
√
p∗

,

и покажем, что выполнено условие

P1

{
Ŝabc <

√κ1−α

}
→ 0 при n → ∞.

Следующие две леммы используются для доказательства обоснованности замены
Sabc на Ŝabc.

Лемма 1. Для любых a, b, c ∈ A и ε > 0 при n → ∞ выполнены следующие условия:

P1

{
|ν∗/n− p∗|√

p∗
> ε

}
→ 0, (16)

P1

{∣∣√ν∗/n−√
p∗
∣∣

√
p∗

> ε

}
→ 0, (17)

где ν∗ и p∗ определены в (15).
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Доказательство. Для доказательства леммы 1 достаточно показать, что для лю-
бых a, b ∈ A и ε > 0

P1{
∣∣νa/n− π(∗,1)

a

∣∣> ε} → 0, n → ∞, (18)

и
P1{

∣∣νab/n− π
(∗,2)
ab

∣∣> ε} → 0, n → ∞, (19)

где
π(∗,1)
a = πa(1− τ) + paτ,

π
(∗,2)
ab = (1− τ)2πaπab + τ(1− τ)(πapb + πbpa) + τ2papb.

(20)

Докажем справедливость условия (18). Пусть a, b ∈ A; покажем, что для любого
ε > 0

P1{
∣∣νa/n− π(∗,1)

a

∣∣> ε} → 0, n → ∞.

В силу неравенства Чебышева

P1{|νa/n− π(∗,1)
a | > ε} ⩽

E1{(νa/n− π
(∗,1)
a )2}

ε2
.

Заметим, что в соответствии с формулой полной вероятности верно следующее
равенство:

P1{|νa/n− π(∗,1)
a | > ε} =

N∑
i=1

P1{|νa/n− π(∗,1)
a | > ε

∣∣X0 = i}πai
, (21)

где {1, . . . , N} = A. Так как мощность алфавита N фиксирована и не изменяется с
ростом n, то с учетом (21) из условия

для любого ai ∈ A P1{|νa/n− π(∗,1)
a | > ε

∣∣X0 = ai} → 0, n → ∞,

следует, что
P1{|νa/n− π(∗,1)

a | > ε} → 0, n → ∞.

Следовательно, для доказательства (18) достаточно показать, что для любого b ∈ A
выполнено условие

E1{(νa/n− π(∗,1)
a )2

∣∣X0 = b} → 0, n → ∞.

Справедливо равенство

E1{(νa/n− π(∗,1)
a )2

∣∣X0 = b} =

=
1

n2
E1


[
n−1∑
k=0

(
I{Yk = a} − π(∗,1)

a

)]2 ∣∣X0 = b

 =
1

n2

n−1∑
k=0

n−1∑
l=0

m
(kl)
ab ,

где в случае k ̸= l
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m
(kl)
ab = E1

{
I{Yk = a}I{Yl = a}

∣∣X0 = b
}
− π(∗,1)

a E1{I{Yk = a}
∣∣X0 = b}−

−π(∗,1)
a E1{I{Yl = a}

∣∣X0 = b}+ (π(∗,1)
a )2

= π
(s)
ba π(t)

aa − π(∗,1)
a π

(k)
ba − π(∗,1)

a π
(l)
ba + (π(∗,1)

a )2

−τ
(
2π

(s)
ba π(t)

aa − (pa + π(∗,1)
a )(π

(k)
ba + π

(l)
ba ) + 2paπ

(∗,1)
a

)
+ τ2

(
π
(s)
ba π(t)

aa − paπ
(k)
ba − paπ

(l)
ba + p2a

)
, (22)

при этом s = min{k, l}, t = |k − l|.
Для эргодических цепей Маркова с конечным числом состояний выполняется

неравенство (см. [1]) ∣∣π(n)
ab − πb

∣∣⩽ c1e
−n, (23)

где a, b − состояния цепи Маркова, c1 > 0 − некоторая абсолютная постоянная, π(n)
ab

− вероятность перехода из состояния a в состояние b за n шагов, n ∈ N. Из (23)
следует, что существует такая абсолютная постоянная ρ > 0, что∣∣π(n)

ab − πb

∣∣⩽ e−ρn. (24)

Из (22) и (24) следует, что при k ̸= l∣∣m(kl)
ab

∣∣⩽ (e−ρs + e−ρt + e−ρk + e−ρl
)
(1− τ)

2
, (25)

где s = min{k, l}, t = |k − l|, а при k = l

∣∣m(kl)
ab

∣∣= ∣∣m(kk)
ab

∣∣= E1

(
I{Yk = a

∣∣X0 = b} − π(∗,1)
a

)2
⩽ πa − π2

a + τ(πa − pa)(2πa − 1)− τ2 (πa − pa)
2
+ e−ρk(1 + τ + τ2). (26)

В соответствии с (22), (25) и (26) справедливы неравенства

1

n2

n−1∑
k=0

n−1∑
l=0

∣∣m(kl)
ab

∣∣⩽ (1− τ)2

n2

∑
k,l=0,...,n−1,

k ̸=l

(
e−ρk + e−ρl + e−ρs + e−ρt

)

+
πa − π2

a

n
+

τ
∣∣πa − pa

∣∣·∣∣2πa − 1
∣∣

n
+

τ2(πa − pa)
2

n
+

1 + τ + τ2

n

n−1∑
k=0

e−ρk

=
(1− τ)2

n

(
4eρ + 2− 2eρ−ρn

eρ − 1
− 4e2ρ(1− e−ρn)

n(eρ − 1)2

)
+
πa − π2

a + τ |πa − pa| · |2πa − 1|+ τ2(πa − pa)
2

n

+
1 + τ + τ2

n
· e

ρ − eρ−ρn

eρ − 1
→ 0, n → ∞. (27)
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Следовательно, в силу (27)

E1{(νa/n− π(∗,1)
a )2

∣∣X0 = b} → 0, n → ∞.

Докажем (19). Рассмотрим состояния a, b, c ∈ A. По аналогии с (21) достаточно
показать, что

E1

{
(νab/n− π

(∗,2)
ab )2

∣∣X0 = c
}
→ 0, n → ∞.

Обозначим события {Xk = a}, {Yk = a} и {Zk = a} через {Xa
k}, {Y a

k } и {Za
k},

k = 0, . . . , n− 2, соответственно. Подсчет показывает, что

E1{(νab/n− π
(∗,2)
ab )2

∣∣X0 = c}

=
1

n2
E1


[
n−2∑
k=0

(I{Yk = a, Yk+1 = b} − π
(∗,2)
ab )

]2 ∣∣X0 = c

 =
1

n2

n−2∑
k=0

n−2∑
l=0

m
(kl)
abc , (28)

где в случае |k − l| ⩾ 2

m
(kl)
abc = E1

{
I{Y a

k , Y
b
k+1}I{Y a

l , Y
b
l+1}

∣∣X0 = c
}

−π
(∗,2)
ab E1

{
I{Y a

k , Y
b
k+1}

∣∣X0 = c
}

−π
(∗,2)
ab E1

{
I{Y a

l , Y
b
l+1}

∣∣X0 = c
}
+ (π

(∗,2)
ab )2 =

4∑
j=0

A
(kl)
j τ j ,

(29)

при этом ∣∣A(kl)
j

∣∣⩽ D
(
e−ρs + e−ρt + e−ρk + e−ρl

)
, (30)

где D − некоторая абсолютная постоянная, s = min{k, l}, t = |k − l|.
Из (28)–(30) следует, что

E1{(νab/n− π
(∗,2)
ab )2

∣∣X0 = c} ⩽
1

n2

n−2∑
k=0

n−2∑
l=0

∣∣m(kl)
abc

∣∣
⩽

D

n2

∑
k,l=0,...,n−2,

|k−l|⩾2

(
e−ρs + e−ρt + e−ρk + e−ρl

)
(31)

= 2D

(
2eρ − e2ρ−ρn + e−ρ

n(eρ − 1)2
+

(e−ρn − e−ρ)(4e3ρ − eρ) + e−ρ − eρ

n2(eρ − 1)2

)
→ 0

при n → ∞.

Также заметим, что при |k − l| = 1 и при k = l сумма

1

n2

n−2∑
k=0

n−2∑
l=0

∣∣m(kl)
abc

∣∣ (32)

содержит 3n − 5 слагаемых. И в силу (30) каждое слагаемое не превосходит 4D.
Следовательно, в обоих случаях выражение (32) ограничено сверху величиной

2 Дискретная математика, т. 29 № 3



34 А. В. Волгин

20D(3n−5)
n2 , которая стремится к нулю при n → ∞. Поэтому с учетом последнего

выражения имеет место сходимость

E1{(νab/n− π
(∗,2)
ab )2

∣∣X0 = c} → 0, n → ∞.

Лемма 1 доказана.

Далее рассмотрим вторую лемму, которую будем использовать для обоснования
замены статистики Sabc на Ŝabc. Введем следующие обозначения:

ξ1 =

∣∣ 1
nν∗ − p∗

∣∣
√
p∗

, ξ2 =

∣∣∣√p∗ −
√

1
nν∗

∣∣∣
√
p∗

. (33)

Лемма 2. Для любых x, u, v > 0 справедливо неравенство

P1 {Sabc < x} ⩽ P1

{
Ŝabc < x(1 + v) + u

√
n
}
+P1 {ξ1 > u}+P1 {ξ2 > v} .

Доказательство. Для доказательства леммы 2 воспользуемся неравенством∣∣α− β + γ
∣∣⩾ |α| − |β| − |γ|, α, β, γ ∈ R. (34)

Заметим, что в соответствии с (14) и (34)

Sabc√
n

⩾
Ŝabc√

n
−
∣∣ 1
nν∗ − p∗

∣∣
√
p∗

− Sabc√
n

·

∣∣∣√p∗ −
√

1
nν∗

∣∣∣
√
p∗

. (35)

С использованием формулы полной вероятности и (35) получаем, что для любых
x, u, v > 0 верны неравенства

P{Sabc < x} ⩽ P
{
Ŝabc < x(1 + ξ2) + ξ1

√
n
}
⩽

⩽ P
{
Ŝabc < x(1 + ξ2) + u

√
n
}
+P {ξ1 > u} ⩽

⩽ P
{
Ŝabc < x(1 + v) + u

√
n
}
+P {ξ1 > u}+P {ξ2 > v} .

Лемма 2 доказана.

Рассмотрим состояния a, b, c и d ∈ A (которые могут совпадать) и найдем вы-
ражения для математических ожиданий и дисперсий статистик Ŝabc. Заметим, что
верно равенство

E1νabc =

n−3∑
k=0

P1 {Yk = a, Yk+1 = b, Yk+2 = c} . (36)

В силу формулы полной вероятности

P1 {Yk = a, Yk+1 = b, Yk+2 = c} =

3∑
j=0

B
(k)
j τ j(1− τ)3−j , (37)
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где
B

(k)
0 = π

(k)
da πabπbc, B

(k)
1 = π

(k)
da πabpc + π

(k)
da π(2)

ac pb + π
(k+1)
db πbcpa,

B
(k)
2 = π

(k)
da pbpc + π

(k+1)
db papc + π

(k+2)
dc papb, B

(k)
3 = papbpc.

Учитывая (36) и (37), получаем:

E1Ŝabc =
1

√
p∗

E1

∣∣∣∣ 1√
n
νabc −

√
np∗

∣∣∣∣ ⩾ 1√
n
E1νabc −

√
np∗

√
p∗

⩾

⩾
√
nτ(1− τ)2

(
C1(1− τ) + C2τ +

C(1− e−εn)

n

)
⩾

⩾
√
nτ(1− τ)2 (C1(1− τ) + C2τ) , (38)

где C1 = pbπb (πa∗c − πaπbc) + πaπbpb(πbc − πc), C2 = pb (πa∗c − πaπc) ,

πa∗c = P1 {Y0 = a, Y2 = c} , C, ε > 0 − некоторые постоянные.
Из (38) следует, что если выполнено условие

√
nτ(1− τ)2 (C1(1− τ) + C2τ) → ∞, n → ∞, (39)

то
E1Ŝabc → ∞, n → ∞.

Рассмотрим дисперсию статистики Ŝabc. Для k, l = 0, . . . , n− 3 введем события:

{Yk = a, Yk+1 = b, Yk+2 = c} = Y
(k)
abc ,

{Yk = a, Yk+1 = b, Yk+2 = c, Yl = a, Yl+1 = b, Yl+2 = c} = Y
(kl)
abc .

Тогда

D1νabc =
1

(n− 2)2
E1

(
n−3∑
k=0

(
I
{
Y

(k)
abc

∣∣X0 = d
}
−P1

{
Y

(k)
abc

∣∣X0 = d
}))2

=

=
1

(n− 2)2

n−3∑
k=0

n−3∑
l=0

d
(kl)
abc , (40)

где

d
(kl)
abc = E1(I{Y (k)

abc

∣∣X0 = d} −P1{Y (k)
abc

∣∣X0 = d})×

×(I{Y (l)
abc

∣∣X0 = d} −P1{Y (l)
abc

∣∣X0 = d}) =

= E1I{Y (k)
abc

∣∣X0 = d}I{Y (l)
abc

∣∣X0 = d} −P1{Y (k)
abc

∣∣X0 = d}P1{Y (l)
abc

∣∣X0 = d} =

= P1{Y (kl)
abc

∣∣X0 = d} −P1{Y (k)
abc

∣∣X0 = d}P1{Y (l)
abc

∣∣X0 = d}.

Заметим, что величина d
(kl)
abc , k, l = 0, . . . , n− 3, представляется в виде

d
(kl)
abc =

6∑
j=0

η
(kl)
j −

∑
0⩽j1,j2⩽3:
j1+j2=j

η
(k)
j1

η
(l)
j2

 τ j (1− τ)
6−j

, (41)

2*
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где

η
(kl)
j = P1{Y (kl)

abc

∣∣в позициях k, k + 1, k + 2, l, l + 1, l + 2 внесено j вкраплений} ,

η
(k)
j = P1{Y (k)

abc

∣∣в позициях k, k + 1, k + 2 внесено j вкраплений}.

Заметим, что для любых таких k, l = 0, . . . , n − 3, что |k − l| ⩾ 3, для любого
j = 0, . . . , 4 при n → ∞∣∣η(kl)j −

∑
0⩽j1,j2⩽3:
j1+j2=j

η
(k)
j1

η
(l)
j2

∣∣⩽ e−ρs + e−ρt + e−ρk + e−ρl, (42)

где s = min{k, l}, t = |k − l|, а при j = 5, 6

η
(kl)
j −

∑
0⩽j1,j2⩽3:
j1+j2=j

η
(k)
j1

η
(l)
j2

= 0. (43)

Из (40)–(43) следует, что для некоторых постоянных ρ, C и C1 справедливы нера-
венства

D1Ŝabc =
1

np∗

n−3∑
k=0

n−3∑
l=0

∣∣d(kl)abc

∣∣⩽ C

n

n−3∑
k=0

n−3∑
l=0

(
e−ρs + e−ρt + e−ρk + e−ρl

)
=

= C · 2 + 5eρ − e3ρ−ρn + 5e4ρ−ρn − 11e2ρ

(n− 3)(eρ − 1)2
−

− C · 1 + 4eρ − 2e3ρ−ρn + 2e4ρ−ρn − 5e2ρ

(eρ − 1)2
< C1. (44)

Из (13) и леммы 2 следует, что

P1 {S < κ1−α} ⩽ P1

{
Sabc <

√κ1−α

}
⩽

⩽ P1

{
Ŝabc <

√κ1−α(1 + v) + u
√
n
}
+P1 {ξ1 > u}+P1 {ξ2 > v} . (45)

В силу леммы 1 для любых u, v > 0 выполнены условия

P1{ξ1 > u} → 0, P1{ξ2 > v} → 0, n → ∞.

Из неравенства Чебышева и (44) следует, что при выполнении условия (39) для
любых u, v > 0 верна оценка

P1

{
Ŝabc <

√κ1−α(1 + v) + u
√
n
}
⩽

⩽
D1Ŝabc(√κ1−α(1 + v) + u

√
n−E1Ŝabc

)2 → 0, n → ∞.

Теорема 2 доказана.
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