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OPERATORY� BLIZKIE K UNITARNYM�

I IH FUNKCIONAL�NYE MODELI� �

V nasto�we� stat�e my budem rassmatrivat� operator T � de��
stvu�wi� v nekotorom gil�bertovom prostranstve H funkci� f �
analitiqeskih v okrestnosti beskoneqnosti� po formule

�Tf ��z� � zf � �zf��� �	


gde �zf�� � limz�� zf�z�� Naxa cel� � postroit� tako� operator�
unitarno 
kvivalentny� zadannomu operatoru�
V naxe� rabote my budem rassmatrivat� funkcional�nye mo�

deli takogo vida glavnym obrazom dl� operatorov� blizkih k
unitarnomu� V 
to� pervo� qasti raboty my budem predpola�
gat�� qto rassmatrivaemoe prostranstvo sostoit iz skal�rnyh
funkci�� i my poka�em� qto dl� odnomernyh vozmuweni� uni�
tarnyh operatorov mo�no postroit� taku� skal�rnu� model��

Iz formuly �	
 sleduet� qto sobstvenna� funkci�� sootvet�
stvu�wa� sobstvennomu qislu �� neobhodimo imeet vid �

z��

�esli ona prinadle�it prostranstvu H
� De�stvitel�no� do�
pustim� qto f � taka� sobstvenna� funkci�� i �zf�� � �� To�
gda uslovie Tf � �f perepisyvaets� kak zf � � � �f � otkuda
f�z� � �

z�� �
Esli �e qislo � ne prinadle�it spektru operatora T � to re�

zol�venta R� � �T � �I��� de�stvuet po pravilu

�R�f ��z� �
f�z� � f���

z � �
�

Na samom dele� imeem�

TR�f � �R�f � f�

qto ravnosil�no ravenstvu

�z � ���R�f ��z� � f�z� � �z�R�f ��� � const �

Rabota qastiqno podder	ana grantom RFFI No� ��
��
����� i FCP

Integraci��� reg� nomer �������

��
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Podstavl�� z � �� poluqaem� qto posto�nna� v pravo� qasti rav�
na �f���� otkuda �z � ���R�f � � f � f����
Poluqennye formuly dl� sobstvennyh vektorov i rezol�ven�

ty predstavl��ts� suwestvennymi priqinami dl� poluqeni�
predstavleni� operatorov v vide �	
 v cel�h ih dal�ne�xego
spektral�nogo analiza� Tak� esli funkci� f � H predstavl�ets�

v vide f�z� �
R d����

z�� � gde � � naprimer� nekotoroe raspredele�
nie� to 
ta formula zadaet spektral�noe razlo�enie funkcii f
otnositel�no operatora T �
Vyvedem formuly dl� znaqeni� funkci� iz H vne spektra

operatora T � Suwestvuet 
lement g � H tako�� qto �zh�� � �h� g�
dl� vseh h � H� Po formule �	
�

�Th���� � �h���� �h� g��

otkuda
��T � �I�h���� � ��h� g��

Esli � ne prinadle�it spektru operatora T � to podstavl�� h �
�T � �I���f � poluqaem

f��� � ���I � T ���f� g�� ��


�� Proste�xie primery

Rassmotrim proste�xie primery operatorov vida �	
 v neko�
toryh prostranstvah�

�� Prostranstvo racional�nyh funkci� s fiksirovannym ko�
neqnym naborom pol�sov �s zadannymi kratnost�mi
 daet ob�
wi� vid koneqnomernogo cikliqeskogo operatora� t�e� operato�
ra� ime�wego cikliqeski� vektor� iteracii operatora na koto�
rom poro�da�t vse prostranstvo�

�� Prostranstvo H�
�
estestvennym obrazom oto�destvl�ets� s

prostranstvom funkci� vida f
P
�

k�� ak�z
k � �ak� � l�g� a sootvet�

stvu�wi� operator vida �	
 unitarno 
kvivalenten operatoru

obratnogo sdviga f �� f�f���
z v prostranstve Hardi H��

�� Invariantnoe podprostranstvo prostranstva iz predyduwego
primera� Dl� vnutrenne� funkcii � polo�im H � H�

�
�H���� Po�

luqa�wi�s� operator okazyvaets� s�atiem s harakteristiqe�
sko� funkcie� �� Pri 
tom dl� funkci� iz prostranstva H oka�
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zyva�ts� opredelennymi znaqeni� vnutri kruga kak dl� funk�
ci� iz klassa H����

�� Pust� � � H�� ���� �� �� Rassmatrivaemoe prostranstvo imeet
vid H�

�
�� � fu�� � u � H�

�
g� Norma v nem opredelena po pravilu

ku��kH�

�

�� � kukH�

�

� Funkcii u � H�
�
i � �vl��ts� graniqny�

mi znaqeni�mi funkci�� analitiqeskih vne kruga� a iz uslovi�
���� �� � sleduet� qto predel na beskoneqnosti funkci� naxego
prostranstva raven nul��
V �	� dokazano� qto odnomernye vozmuweni� singul�rnyh uni�

tarnyh operatorov obwego vida �lix� s odnim neobhodimym
usloviem� ograniqiva�wim kratnost� spektra
 unitarno 
kvi�
valentny su�eni�m operatorov� postroennyh v primere �� na ne�

kotoroe invariantnoe podprostranstvo� ime�wee vid
H�

�

�
� H�

�
�

gde 	 � H�� j	j � j�j p�v� Bolee togo� pokazano� qto funkcii 	� �
mogut byt� vybrany tak� qto � � 	�� � H�� ���� � ��

�� Konstrukci� dl� s�ati� so

skal�rno� harakteristiqesko� funkcie�

Teper� dopustim� qto funkcii iz H mogut imet� skaqok na
okru�nosti� Dl� f � H potrebuem� qtoby ee su�enie na vnex�
nost� kruga f� bylo funkcie� iz H�

�
� su�enie f� na vnutren�

nost� kruga bylo funkcie� klassa N�� t�e� pri umno�enii na
nekotoru� vnexn�� funkci� stanovilos� by ograniqenno�� Na
skaqok f� � f� nalo�im ograniqenie� qtoby on prinadle�al
prostranstvu L��wdm�� gde m � normirovanna� mera Lebega na
okru�nosti� w � nekotory� ves tako�� qto otricatel�na� qast�
funkcii logw summiruema �dopuskaets�� qtoby w � 	� na mno�
�estve polo�itel�no� mery � na 
tom mno�estve funkcii iz H
ne ime�t skaqka
� Normu opredelim po formule

kfk� � kf�k
�
L� 	 kf� � f�k

�
L��wdm�� ��


Pust� � � vnexn�� funkci� taka�� qto j�j� � w
��w � Doka�em�

qto togda operator� opredelenny� formulo� �	
� imeet harak�
teristiqesku� funkci� �� Dl� 
togo dostatoqno pokazat�� qto
on unitarno 
kvivalenten model�nomu operatoru M� s harakte�
ristiqesko� funkcie� �� kotory� stroits� sledu�wim obrazom�
My privedem beskoordinatnu� versi� funkcional�no� modeli�
sm� ����
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Konstrukci� opredl�ets� dvum� izometriqeskimi vlo�eni��
mi 
� 
� prostranstva L� v nekotoroe gil�bertovo prostranstvo
H� priqem summa obrazov operatorov 
� 
� plotna v H� a ope�
rator 
�

�

 de�stvuet v L� kak operator umno�eni� na �� V pro�

stranstve H de�stvuet unitarny� operator U � de�stvie kotoro�
go soglasovano s vlo�eni�mi 
� 
��

U �
a	 
�a� � 
za	 
�za�� a� a� � L��

Model�nye prostranstvo i operator opredel��ts� po formu�
lam�

K� �
�
h � H � 
�

�
h � H�� 
�h � H�

�

�
� M�h � P�Uh�

gde P� � ortoproektor v H na K�� Opredelim 
 � �� � j�j������
e � f� � j�j � �� 
��� �� �g� Dl� klassiqesko� modeli S��Nad��
Fo�axa ime�t mesto sledu�wie formuly�

H � L� � L��e�� 
 �

�
�




�
� 
� �

�
I

�

�
�

Opredelim operator Y iz prostranstva H v nekotoroe pro�
stranstvo par funkci�� dl� h � H polo�im

Y h �
�
��� 
�

�
h� 
�h

�
�

�Dl� udobstva budem ispol�zovat� kvadratnye skobki dl� obo�
znaqeni� par funkci��
 Esli vvesti normirovku dl� par �f�� f��
po formule ��
� to operator Y oka�ets� izometriqeskim� De��
stvitel�no� dl� h � 
a 	 
�a�� gde a� a� � L� �takie vektora
obrazu�t plotnoe mno�estvo
� imeem

kY hk� � k
�hk�L� 	 k���
�
�
h� 
�hkL��wdm� �

� ka	 �a�k
�
L� 	 k�����a 	 a�� � �a	 �a��k

�
L��wdm� �

� ka	 �a�k
�
L� 	

���� �
�a	 ���a� � a� �a��

����
�

L�

� ka	 �a�k
� 	 k
a�k

� �

� �a� a� 	 ��a� a�� 	 ��a�� a� 	 �a�� a�� � �
a	 
�a�� 
a	 
�a�� � khk��

Krome togo� dl� h � K� para funkci� Y h � �f�� f�� opredel�et

lement prostranstva H� esli pervu� funkci� rassmatrivat�
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kak meromorfnu� funkci� vnutri kruga� a vtoru� � vne kruga�
Esli �e f � �f�� f�� � H� to

h � 
f� 	 ��
��f� � f��



��


� 
lement prostranstva K� tako�� qto Y h � f � V 
to� formule
izometriqeski� operator �� � L

��e� � H opredel�ets� iz raven�
stva ��
 � 
��
�� Znaqit� operator Y unitarno otobra�aet K�

na H�
Ostalos� proverit�� qto Y M� � TY � Pust� h � K�� Imeem�

M�h � P�Uh � Uh� 
j�

�Uh�

gde j� � operator vyqisleni� nulevogo ko
fficienta� t�e� orto�
proektor na odnomernoe podprostranstvo posto�nnyh funkci��
Dalee� esli polo�it� A � j�z


�h� to

YM�h �
�
���
�

�
Uh� j�


�Uh� 
�Uh� j�

�Uh

�
�

�
�
z���
�

�
h� A� z
�h�A

�
� zY h �A � TY h�

My pokazali� qto operator Y osuwestvl�et unitarnu� 
kvi�
valentnost� operatorov M� i T �

Esli �e dopustit�� qto funkci� f� mo�et imet� vnutrenn��
funkci� 
 v znamenatele� t�e� 
f� � N�� to v kaqestve � nu�no
vz�t� funkci�� vnutrenni� somno�itel� kotoro� raven 
� a mo�
dul� opredel�ets� iz uslovi� j�j� � w

��w � Poluqenny� operator
T budet imet� harakteristiqesku� funkci� �� Dokazatel�stvo
poqti doslovno povtor�et tol�ko qto provedennye rassu�deni��

�� Unitarnye operatory

Privedem konstrukci�� sv�zyva�wu� unitarny� operator
kratnosti 	 s postroeni�mi na funkcional�no� modeli� Pri

tom nam ponadobits� harakteristiqeska� funkci� s�ati� i
odin sposob ee vyqisleni�� davno izvestny�� no ne oqen� qasto
ispol�zuemy� v nasto�wee vrem��
Pust� M � vpolne neunitarnoe s�atie v gil�bertovom pro�

stranstve K� D � �I � M�M ����� D� � �I � MM������ D �
clos rangeD� D� � clos rangeD�� Harakteristiqeska� funkci� ��
opredel�ets� kak funkci� v ediniqnom kruge� znaqeni� kotoro�
� operatory iz D v D��

�����d �
	
�M 	 �D��I � �M����D



d� d � D�
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�to � klassiqeskoe opredelenie harakteristiqesko� funkcii�
Bolee udobnym predstavl�ets� drugoe opredelenie� Pust� E � E�
� nekotorye gil�bertovy prostranstva� j � K � E � j� � K � E�
� nekotorye operatory s plotnymi obrazami takie� qto j�j �
D� � I � M�M � j�

�
j� � D�

�
� I � MM�� Opredelim unitarnye

operatory � � D � E � �� � D� � E� iz sootnoxeni� j � �D�
j� � ��D�� i polo�im

���� � ��������
��

�Poskol�ku v 
to� formule operatory � i �� unitarny i ne
zavis�t ot �� govor�t� qto funkcii �� i � �sovpada�t�� Znaqit�
takoe opredelenie �sovpadaet� s klassiqeskim�

Imeet mesto formula

�����D � D��I � �M�������M ��

otkuda

����j � �����D � �������D � ��D��I � �M������ �M � �

� j��I � �M�������M ��

Sledovatel�no� iz

�I � �M��f � �� �M �h�

gde f � h � K� sleduet� qto

����jh � j�f� ��


Privedem vyqisleni� harakteristiqesko� funkcii � dl� sle�
du�wego sluqa�� Pust� � � mera na ediniqno� okru�nosti T�
�T� �� K � L�����

M � z � � 	 � z��I � z�I � � 	 � z�z��

Togda M � vpolne neunitarnoe s�atie� i mo�no vz�t� E�E��C �
jh � �h� z�� j�f � �f� �I�� Esli �I � �M��f � �� �M �h� to

��� �z�f 	 ��f� �I�z � ��� z�h	 �h� z��I�

otkuda� del� na �� z� poluqaem

�zf 	 �f� �I�
�z

�� z
� h 	 �h� z�

�

�� z
�
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Rassmotrim funkcii� sto�wie v levo� i pravo� qast�h 
togo
ravenstva� kak 
lementy L����� i napixem ih skal�rnye proiz�
vedeni� s funkcie� z�

��f� �I� 	 �f� �I�

Z
�d��z�

� � z
� �h� z� 	 �h� z�

Z
zd��z�

�� z
�

Ots�da po formule ��
 sleduet� qto

���� �
j�f

jh
�

�f� �I�

�h� z�
�

� 	
R zd��z�

��z

�� 	
R �d��z�

��z

�

ili
� 	 ����

�� ����
�

Z
z 	 �

z � �
d��z�� ��


�sno� qto dl� l�bo� funkcii � � H� tako�� qto k�k� � �
i ���� � �� suwestvuet polo�itel�na� mera � na okru�nosti T
taka�� qto �T� � i vypolneno sootnoxenie ��
� Po tako� funk�
cii � postroim meru � i operator M � a tak�e operator T kak v
konstrukcii obwego sluqa� v konce razdela � o s�ati�h so ska�
l�rnymi harakteristiqeskimi funkci�mi� Operatory M i T
unitarno 
kvivalentny� poskol�ku ih harakteristiqeskie funk�
cii sovpada�t�
Otmetim� qto dl� operatora T v sluqae ���� � � imeem �zf�� �

�f� �
z
�� gde �

z
� funkci� iz prostranstva H� dl� kotoro� f� � �

z
�

f� � z� De�stvitel�no� iz opredeleni� normy ��
 sleduet� qto�
f�

�

z

�
�

�
f��

�

z

�
	 �f� � f�� �� � �f�� z� � �zf����

Vtoroe slagaemoe v skal�rnom proizvedenii propadaet� tak kak
funkci� �

z ne imeet skaqka na okru�nosti� Operator� de�stvu��
wi� iz prostranstva H v prostranstvo L���� i osuwestvl��wi�
unitarnu� 
kvivalentnost� operatorov T i M � perevodit funk�
ci� �

z
� kotora� prinadle�it �dru operatora T � v funkci� z iz

�dra operatora M �s toqnost�� do mul�tiplikativno� unimo�
dul�rno� konstanty
�

�� Perehod k modeli vozmuweni�

Pust� teper� operator T zadan formulo� �	
� i g � H � tako�

lement� qto �zf�� � �f� g� dl� vseh f � H� Pust� a � nekoto�
ra� funkci�� opredel��wa� 
lement prostranstva H� Rassmo�

trim prostranstvo Ha� sosto�wee iz funkci� vida f
��a

� gde f
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probegaet vse prostranstvo H� Norma na prostranstve Ha opre�
del�ets� kak

�� f
��a

��
Ha

� kfkH � qto v sluqae prostranstv tipa L�

oznaqaet po�vlenie vesa� Takim obrazom� operator deleni� na
� � a unitarno otobra�aet H na Ha� Operator Ta opredel�ets�
po formule �	
� no teper� v prostranstve Ha� Esli f � H� to
f

��a � Ha� i� poskol�ku limz�� a�z� � ��

Ta
f

�� a
�

zf

�� a
�

�
zf

�� a

�
�

�
zf

�� a
� �zf�� �

�
zf � �zf�� 	 �zf��a

�� a
�

Tf 	 �f� g�a

�� a
�

Takim obrazom� operator Ta unitarno 
kvivalenten operatoru
T 	 � 	 � g�a v prostranstve H�

	� Osnovno� rezul
tat

Pust� U � unitarny� operator kratnosti 	� x � ego ci�
kliqeski� vektor� y � nekotory� vektor� Rassmotrim operator
U 	 � 	 � x�y� ne umal�� obwnosti mo�no sqitat�� qto kxk � ��
Primenim provedennye vyxe postroeni� dl� predstavleni�

takogo operatora v vide �	
�
Tak kak U � cikliqeski� unitarny� operator� on unitarno


kvivalenten operatoru umno�eni� na z v nekotorom prostran�
stve L����� gde � � koneqna� mera na ediniqno� okru�nosti�
Pust� vektoru x sootvetstvuet funkci� � � L����� tak kak x � ci�
kliqeski� vektor� imeem � �� � ��p�v� Pust� � � mera� d� � j�j�d��
Togda operator umno�eni� na z�� unitarno otobra�aet L����
na L����� priqem funkci� � perehodit v z� Dl� prostoty budem
sqitat�� qto U i est� operator umno�eni� na z v L����� a x � z�
Tak kak kxk � �� poluqaem� qto �T� �� Postroim funkci� � po
formule ��
� i operator T po funkcii � kak v razdele �� Soglas�
no postroeni�m razdula �� on unitarno 
kvivalenten operatoru
M � z � � 	 � z��I � U � � 	 � x�Ux�
Pust� � � operator� osuwestvl��wi� unitarnu� 
kvivalent�

nost�� T � �M��� i pust� a � ��Ux	y�� Kak my pokazali v konce
razdela �� g � �z� Togda operator U 	� 	 � x�y � M 	� 	 � x��Ux	 y�
unitarno 
kvivalenten operatoru �M�� 	 � 	 ��x�a � T 	 � 	 � g�a�
i� sledovatel�no� unitarno 
kvivalenten operatoru Ta� postro�
ennomu po sheme� privedenno� v razdele ��
Nax osnovno� rezul�tat sostoit v sledu�wem�
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Teorema� Pust� U � unitarny� operator� x � ego cikliqeski�
vektor� U	� 	 � x�y � ego odnomernoe vozmuwenie� Togda suwestvuet
operator special�nogo vida� unitarno �kvivalentny� operatoru
U 	 � 	 � x�y�
� suwestvuet funkci	 � � H�� k�k� � �� ���� � �� i funkcii 	�

� � H� takie� qto ���� � �� i ���	 � 
L�� gde 
 � ���j�j�����

� prostranstvo H sostoit iz par funkci�� perva	 iz kotoryh �
meromorfna	 funkci	 v ediniqnom kruge� a vtora	 � v ego vnex�
nosti�

H �

�
f � �f�� f�� � f� �

H�

	
� f� �

H�
�

�
� f�	 � f��� � 
L�

�
�

� operator T v H opredel	ets	 formulo� ���

� norma v prostranstve H opredel	ets	 kak

kfk� � kf��k
�
L� 	

����f�	� f���




����
�

L�

�

Dokazatel	stvo osnovano na postroeni�h� provedennyh pered
formulirovko� teoremy� Otmetim� qto funkci� � zdes� � harak�
teristiqeska� funkci� s�ati� M i T � kotorye unitarno 
kvi�
valetny� Formuly v formulirovke teoremy poluqa�ts� pri pe�
rehode ot operatora T k operatoru T 	 � 	 � g�a� kak v razdele ��
Operator T de�stvuet v prostranstve par funkci�

�
Y h � ����
�

�
h� 
�h� � h � K�

�
�

priqem para funkci� �u�� u��� gde u� � H���� u� � H�
�
� oprede�

l�et nekotory� 
lement h prostranstva K� v tom smysle� qto
u� � ���
�

�
h� u� � 
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Kapustin V
 V
 Operators close to unitary and their function models
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We construct a function model for an operator in Hilbert space� which
is close to an isometry
 The model operator acts on a space of functions
meromorphic inside and outside the unit disk
 The functions from the
space may be regarded as a generalization of Cauchy integrals of distri�
butions� which gives a base for spectral analysis
 The �rst part included
in this issue contains a theorem on the existence of such a model for
one�dimensional perturbations of a unitary operator
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