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ИЗГИБАЕМОСТЬ ПОВЕРХНОСТЕЙ ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ 
КРИВИЗНЫ 

С Б . Климентов 
Для поверхностей положительной, отграниченной от нуля 

гауссовой кривизны, доказывается следующее: кусок данной 
поверхности, содержащий наперед заданный конечный набор 
точек и имеющий ляпуновскую границу, можно изогнуть с про­
извольно заданным (сколь угодно большим) изгибом в этих 
точках, при условии, что площадь куска достаточно мала. 
Библ. 3 назв. 

§ 1. Введение. Пусть S — односвязная поверхность 
с краем X, расположенная в евклидовом пространстве Еъ. 
Будем считать, что S e D3iP (р > 2), X е С\ (О < а < 
<< 1) (использованы обозначения книги [1]). Предполо­
жим далее, что рассматриваемая поверхность имеет по­
ложительную вплоть до края гауссову кривизну К > 
>&0 ^> 0, к0 = const. 

Будем изучать непрерывные изгибания поверхности S; 
более конкретно — семейство St поверхностей, изомет-
ричных S, непрерывно зависящее от параметра t ЕЕ 
Gilo, 1], причем S0 = S. 

Изгибания S рассматриваются в классе D3tP (p > 2). 
В работе [2] В. Т. Фоменко введено понятие комплекс­
ного изгиба поверхности S в точке при непрерывном из­
гибании. Воспроизведем определение этого понятия. 

Пусть т — касательная плоскость поверхности S в 
точке N. Построим в плоскости т индикатрису D кри­
визны S в точке N. Пусть S подвергнута непрерывному 
изгибанию. Не нарушая общности, будем считать, что 
точка N вместе с ее касательной плоскостью остается при 
этом неизменной (исключая также вращение т вокруг 
нормали к поверхности). Рассмотрим в плоскости т ин-
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дикатрису Dt кривизны поверхности St в точке N. Обо­
значим через $t угол между соответствующими главными 
направлениями а и at индикатрис D и Dt, считая, что 
О < ф, < я/2. 

Главные кривизны поверхностей St и S в точке N по 
направлениям at и а соответственно обозначим через 

Назовем изгибом поверхности S в точке N при изги­
бании S в St комплексное число It (S, N) = $г + i (klt — 
— кг). Очевидно, что изгиб является непрерывной функцией 
параметра t и что 10 (S, N) = 0. 

В докторской диссертации В. Т. Фоменко для поверх­
ностей, удовлетворяющих перечисленным выше условиям, 
установлена следующая теорема (мы приведем форму­
лировку этой теоремы в несколько измененном, удобном 
для нас виде). 

ТЕОРЕМА 1 (В. Т. Фоменко). Пусть \ik (t) (к = 1 , . . . 
. . ., п) — непрерывные на [0, 1] функции, и,к (0) = 0, 
удовлетворяющие условию \ \xk (t) | <^ R, где К — число, 
определяемое поверхностью S; Nk (k = 1, 2, . . ., п) — 
произвольный набор точек поверхности S. Тогда изгиба-
ние поверхности S можно осуществить таким образом, 
чтобы изгиб поверхности в точках Nk (k = 1, 2, . . ., п) 
принимал значения \ik (f) в любой наперед фиксирован­
ный момент t' (0 <^ t' <^ 1) (при этом для остальных t: 
0<^t<^l,t=j£t' значение изгиба поверхности S в точках 
Nk (k = 1, 2, . . ., п) не обязательно совпадает со зна­
чениями функций \ik (£)). 

В случае п — 1 изгибание поверхности S можно осу­
ществить таким образом, что значение изгиба в точке 
Nt совпадает со значением функции \i± (t) при Vt ЕЕ 
е [ 0 , 1]. 

Случай п = 1 рассмотрен также в работе [2]. 
Цель настоящей работы — доказать следующее утверж­

дение. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть \ik (t) (k = 1, 2, . . ., л) — не­

прерывные на [0, 1] функции, \ik (0) = 0; Nk (k = 1, 2, . . . 
. . . , п) — произвольный набор точек поверхности S. 
Пусть, далее, S — односвязная часть поверхности S, 
содержащая точки Nk и имеющая границу класса Са (0 <^ 
<^ а <С 1). Существует константа Q ^> 0, определяемая 
функциями \ik (t), поверхностью S и набором точек Nk, 
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такая, что если mes S <* Q, rno изгибание S можно осу-
9 

ществитъ таким образом, чтобы изгиб поверхности S в 
точках NK (к — 1, 2, . . ., п) принимал значения |ы& (t') 
в любой наперед фиксированный момент t'\ О <^ t' <^ 1 
{при этом для остальных значений Г(0 ^ t <^ 1, t ф t') 
величина изгиба поверхности S в точках Nk (к = 1, 2, . . . 
. . ., га) не обязательно совпадает со значениями функций 

В случае п = 1 изгибание поверхности 5 можно осу­
ществить таким образом, что значение изгиба в точке Nx 
совпадает со значением функции \i± (t) при V t ЕЕ [0, 1]. 

Здесь и далее mes означает площадь в обычном смысле. 
Таким образом, в этой теореме снимается имеющееся 

в теореме В. Т. Фоменко условие равномерной ограни­
ченности семейства функций щ (£)• 

Для функциональных пространств нами используются 
обозначения книги [1]. 

§ 2. Схема решения. Вводя на S сопряженно-изотер­
мическую систему координат, основные уравнения теории 
поверхностей для St — изгибания S — запишем в сле­
дующем виде: 

&iw + A(z)w + В (z)w = С (z) П — дг П, (1) 

П = - УХ + УК + w-w 
(см. [2]), где К — гауссова кривизна S; А, В, С выража­
ются через символы Кристоффеля 2-го рода поверхнос­
ти S; z изменяется в односвязной плоской области G с гра­
ницей Г; 

W (Z) = Wt (Z) = - 7 - - — 

комплексная функция изгибаний; (bij)t — коэффициенты 
второй основной формы поверхности St; g — дискрими­
нант первой основной формы поверхности S. 

Известно, что если w (z) ЕЕ DhP (p > 2), то функция 

ф (z) = w (z)e-»(zS> (2) 

(где со (z) €Е Сх (Е), х = (р — 2)/р и со зависит от w) ана-
литична в области G, причем ф (zj = w (zj), где z± — 
любая заранее фиксированная точка из G [2]. 
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В дальнейшем нам понадобится следующее утвержде­
ние об обратимости соотношения (2). 

ТЕОРЕМА 3 (В. Т. Фоменко [2]). Пустъ_ функция 
Ф (z) аналитична в области G и непрерывна в G (замыка­
нии G). Тогда для данной поверхности S существуют та­
кие постоянные Кг, Мг и такой_^ нелинейный оператор 
р (ф) = р (z, ф, (p'z) класса Lp (G) (р > 2), что при 
| ф | < Ки | q>; | < Мг функция 

w (z) - ф (z) exp { - • *=*- \ \Q ( / ^ ^ l } dl dn} 

есть комплексная функция изгибаний рассматриваемой 
поверхности, w (z) GE Dup (p ^> 2). Кроме того, w (z2) = 
= ф (%), где zx — любая фиксированная точка области G. 

Теоремой 3 поверхности рассматриваемого вида ста­
вится в соответствие пара констант. Будем это записы­
вать следующим образом: 

(Ки Mt) = v (S), 

где через v обозначено соответствующее (неоднозначное) 
отображение множества поверхностей в множество пар 
положительных констант. Очевидно, что если поверхность 
£ CZ S и S имеет границу класса С\ (О <^ а < 1), то 
можно писать (К1, Mt) = v (/5). 

Доказательство теоремы 2 осуществляется по следую­
щей схеме. 

В пространстве Еа вводим декартовы координаты и для 
облегчения выкладок, в качестве вспомогательного, со­
вершаем преобразование гомотетии Еъ с центром в начале 
координат и с коэффициентом с. Все величины и объекты, 
связанные с преобразованным пространством, будем обо­
значать теми же буквами, что и до преобразования, поме­
чая их звездочкой. Поверхность £* будет параметризована 
в той же области, что и S, причем после преобразова­
ния параметризация останется сопряженно-изотермиче­
ской. Законы преобразования величин, связанных с по­
верхностью, см. в [3, стр. 242]. 

Отметим, что Г§* = Г$ (Г$ — символы Кристоффеля 
2-го рода). Это вытекает из выражения rfj через метри­
ческий тензор. 
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В формуле (2) co*(z) = со (z) (выражение для со (z) см. [2]); 

w* (z) = 4-w(*); Ф* (*) = 4"ф^-
Пусть точкам iVfc (/с = 1, 2, . . ., п) в области С? соот­

ветствуют точки zK. Справедлива лемма (доказательство 
см. в следующем параграфе). 

ЛЕММА 1. Пусть G — односвязная подобласть G та­
кая, что z^EE °G (k = 1, 2, . . ., п), и поверхность 
S* (CZ S*), соответствующая С? при параметрическом гомео­
морфизме S*,* имеет границу класса С* (0 <^ а < 1). 

о 

Пусть, далее, ф* (z) — аналитическая в G и непрерыв­
ная в U функция. Тогда при любом положительном с най­
дется константа Q, зависящая от с, S*, (Кг, Мг) и точки 
zx, такая, что при mes G<^Qu при | ф* | < Кг, | (pi |<[ 
< Мх, z ЕЕ S", где ( i^ , Мх) = v (£), существует нелиней­
ный оператор р (ф*) = р (z, ф*, ф*) класса Lp (G) (р ^> 2) 
такой, что функция 

w* W = ** « exP i —Si, «-,)({-») ^ d 4 
о 

есть комплексная функция изгибаний поверхности S*, 
w* (z) ЕЕ DliP {p ]> 2). Кроме того, в точке zx имеем 
w* (*i) = Ф* (%)• 

Заданием изгиба поверхности S в точке N± однозначно 
определяется в точке Nx функция wt (%) и наоборот. Из 
непрерывности по t изгиба It (S, Nx) следует непрерыв­
ность по t функции wt (%) и обратно (см. [2, § 2]). 

Пусть сначала \i± (t) ф О, [i2 ( £ ) = . . . = |xn (t) = 0. 
Зададим в точке Nx изгиб как функцию от t : It (S, N±) = 
= \i± (t). В силу сказанного выше по функции jxx (t) мож­
но построить однозначную непрерывную функцию Хг (t) 
такую, что 

w, (Zl) = Кг (*), Х1 (0) = 0, (3) 
и по Ях (t) можно восстановить JJLX (t). 

Рассмотрение изгибания поверхности S с условием 
(3) очевидно эквивалентно рассмотрению изгибания по­
верхности S* с условием 

т (%) = я; (*), £ (0) = 0, (4) 
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» 1 
где Хх(£) = — Хх (t). Выберем с так, чтобы 

|Х; (*)!<#! , *€Е[0,1], (5) 
и рассмотрим односвязную область G d G, содержащую 
точки zk(k = 1, 2, . . ., п) и такую, что поверхность £*, 
соответствующая G при параметрическом гомеоморфиз­
ме £*, имеет границу класса С\ (О < а < 1). Пусть также 
mes где константа Q определяется леммой 1. Выбе­
рем семейство аналитических в G и непрерывных в G функ­
ций ер* (z) (непрерывное по /), удовлетворяющее условиям: 

dz < M 1 , Z E E G , * E E [0,1]; 1) |<ft(z)|<JE l f | 

2) Ф ; ы = х;(о; 
3) Ф ; Ы = 0 (А = 2, 3 , . . . , п). 

Тогда существует непрерывное семейство комплекс­
ных функций изгибаний wt (z) в точке zl9 удовлетворяющее 
условию wt (%) = Х{ (t) и в точках zk {к = 2, 3, . . . , п) 
имеющее нули при Vt€E [0, 1]. 

Отсюда следует, что при mes S < Q, где константа 
Q определяется функцией \хг (£), точкой zx и поверхностью 
S, кусок S допускает непрерывные изгибания с сохра­
нением точек конгруэнтности Nk (к = 2, 3, . . ., п) (о 
точках конгруэнтности см. [2]), причем It (S, Nx) = \ii(t). 

Полученную при изгибании S поверхность будем рас­
сматривать как исходную. Зададим для нее \хг (t) = О, 
\i2 ($ф О, \JL3 (t) = . . . = \in (t) = 0. Рассуждая, как 
и выше, получим, что в точке Nx изгиб не изменился при 
новом изгибании (соответствующего куска поверхности 
5), а в точке N2 он принял заданные значения. N3, . . . 
. . . ., Nn остались при этом точками конгруэнтности. 
Повторяя этот процесс п раз, получим теорему 2. 

§ 3. Доказательство леммы 1. Пусть ^функция ф* (z) 
аналитична в области G и непрерывна в G. Повторив до­
словно для 5* и ф* (z) рассуждения, приведенные в § 1 
работы [2], получим (K*v Мх) = v (5*), причем, вообще 
говоря, 

К[<К1. (6) 
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Некоторые константы в рассуждении для S* и ф* (z) 
будут отличны от соответствующих констант, получае­
мых в [2] для S и ф (z), за счет присутствия в них пара­
метра с. Это различие является причиной неравенства (6). 

Подчеркнем особо, что для нас очень важно, чтобы 
константы Кг, Ми фигурирующие в лемме 1, при с -> оо 
не уменьшались (иначе нам не удастся добиться выпол­
нения неравенства (5)). По этой причине в лемме фигури­
руют константы ЛГЬ Мг, удовлетворяющие условию (Кг, 
Мг) = v (S) (т. е. от с не зависящие), но за счет этого 
существование комплексной функции изгибаний w* (z) 
гарантируется лишь в подобласти достаточно малой меры. 

Сохраняя обозначения [2], отметим подробнее отли­
чающиеся константы. Если для 5* какие-либо величины 
пишутся без звездочки, это означает их совпадение с со­
ответствующими величинами для S. Инвариантность от­
носительно с всех не меняющихся величин легко устанав­
ливается из законов преобразования входящих в них ком­
понент. 

При условии | V | < KJ | ф* | будем иметь | j*i | + 
+ I [А2 | < [xS < 1, \i*0 = const, где 

M-S > Но при с > 1 (7) 

•м. [2, (1.12)]). 
Из неравенства Гёльдера следует, что {МгУг можно 

брать в виде 

(Mlri = ^[K*(mesGyiH'«, (8) 

где Ирг + 1/fc = 1, дг ЕЕ (1, 2/?), Ир + Ид = 1, 
# * = const, # * зависит от р (см. [2, (1.20), (1.18)] и [1, 
стр. 54]). 

Для достижения неравенства \i*0 \\ A. \\Lp < 1 (здесь 
Л — известный оператор, см. [2, стр. 133]), поскольку 
выполняется (7), р придется взять, вообще говоря, из 
более узкого интервала (2,2 + е), чем при рассуждении 
для поверхности S и функции ф (z) (в дальнейшем обо­
значаем это число через р'). Отсюда имеем 

М;<М2, | 4 | A | | v > | i e | | A | v (9) 
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Так как при условии | срГ!<С Мг, z G ? для Кх имеем 

К{ = min АГг, -^г-ехр ( %- * — : — | 

(см. [2, (1.24)]), то из (9) вытекает (6). 
Пусть 6 — односвязная подобласть G, содержащая точ­

ки zk (k = 1,2, . . ., тг), и такая, что соответствующая по­
верхность S* имеет границу класса С\ (О < а <^ 1). Вве­
дем в рассмотрение константу^ из условия (i?i, Мг) = 
=v (£*). Покажем, что при mesG < Я, где Я — некоторая 
константа, можно положить Й1 = Кг. 

Выбирая mes 4 достаточно малой, добьемся выполне­
ния равенства 

M ; ( l ^ ^ | | A | | v ) = = M 2 ( l - ^ I A i g , (10) 
где 

(Л^У1 = -£- [K*(mesGyfa]W (11) 

(см. (8)), М2, \i0 — константы из рассуждений^для £~и 

З а м е ч а н и е . Может показаться, что увеличения 
константы М2 можно добиться путем конформного пре­
образования области G на область меньшей площади (при 
этом параметризация поверхности останется сопряженно-
изотермической). Этого достигнуть нельзя, так как при 
таком конформном преобразовании, вообще говоря, уве­
личится константа К* в формуле (8). 

Пусть теперь ср* (z) аналитична в G и непрерывна в 
о 

G. Повторяя рассуждения § 1 работы [2], теперь уже 
применительно к 5 * и ф* (z), и при этом М2 определяя из 
формулы (11), получим обратимость соотношения (2) в 
G при выполнении условий 

1ФГГ<МХ, 

L Ki \ M2 l - ! i 0 | |A | |Lp, ]\ 

(здесь К3 можно считать тем же, что и выше, см. [2]). 
Равенство Кх — Кх следует из^формулы (10). 
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Таким образом, (Къ Мг) = v (5*). 
Из того, что для любой поверхности S* с краем класса 

С\ (О < а < 1), вложенной в £*, можно писать (Кг, 
Мг) = v (S*) (см. § 2), делаем заключение о существо­
вании константы Q, упоминаемой в лемме 1. Лемма 1 
доказана. 
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