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ПРОБЛЕМЫ П Е Р Е Д А Ч И , И Н Ф О Р М А Ц И И 
Т о м XI 19 7 5 В ы п . ? 

УДК 62091.15:51 

ТЕОРЕМЫ-КОДИРОВАНИЯ* ДЛЯ КЛАССОВ ПРОИЗВОЛЬНО 
ИЗМЕНЯЮЩИХСЯ ВО ВРЕМЕНИ ДИСКРЕТНЫХ КАНАЛОВ 

БЕЗ ПАМЯТИ .; 

Р . Л. Добружищ С. 3. Стамблер 

В работе найдено при некоторых ограничениях выражение пропуск­
ной способности классов произвольно изменяющихся во времени кана­
лов для кодов с вероятностью ошибки, определяемой как среднее по ко­
довым словам. 

§ 1. Постановка задачи и формулировка результатов 

1. В обычных формулировках теории Шеннона предполагается, что 
кодирование и декодирование сигналов основано на полном знании стати­
ческих свойств используемого канала связи. Однако во многих реальных 
ситуациях такое предположение не оправдано и естественно предполагать, 
что известны лишь некоторые частичные сведения о статистике канала, 
которые можно математически описать, указав, что рассматриваемый 
канал принадлежит некоторому классу каналов. Пропускную способность 
такого класса каналов определяют на основе минимаксного подхода как 
максимальную скорость передачи, для которой существуют коды, не за­
висящие от выбора канала из заданного класса, и такие, что вероятность 
ошибочной передачи стремится к нулю при увеличении длины блока 
сразу для всех каналов из заданного класса. Изучению классов каналов 
посвящено много работ. В [*] решена задача о вычислении пропускной 
способности для классов каналов без памяти, статистические свойства 
которых неизменны в ходе передачи — составные каналы (некоторые про­
стые обобщения см. в [2]). Однако для другого не менее естественного 
случая, когда переходные вероятности канала могут изменяться во вре­
мени так, что в каждый момент времени передачей управляет произволь­
ная функция из заданного (допустимого) множества (так называемый 
полный класс каналов), она оказалась существенно более трудной (в [3] 
доказано, что проблема нахождения пропускной способности в случае 
полного класса каналов для обычных кодов с фиксированным уровнем 
максимальной по кодовым словам ошибки включает в себя известную 
проблему нахождения пропускной способности С0 при нулевой вероят­
ности ошибки для одного дискретного канала без памяти), и решение ее 
известно лишь в очень частных случаях. Для обычных кодов с вероят­
ностью ошибки, определяемой как максимум по кодовым словам, в [4] 
найдена пропускная способность для каналов с выходным алфавитом, со­
стоящим из двух элементов, а в [5] при наличии обратной связи. В рабо­
тах [6- 7] была приведена без доказательства формула пропускной спо­
собности класса каналов при рандомизованном кодировании, которая 
оказалась неверной (см. контрпример в [8]). Результаты [6> 7] по поводу 
классов сообщений верны и их доказательство опубликовано в [9]. В дан­
ной работе на основе соображений, подразумевавшихся в [6], и некоторых. 
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дополнительных соображений найдено для некоторой довольно общей 
ситуации выражение пропускной способности полного класса дискретных 
каналов без памяти с конечным множеством допустимых переходных 
функций для обычных кодов с вероятностью ошибки, определяемой как 
среднее по всем значениям передаваемого сообщения. Ограничение (1.20), 
при котором справедливы доказываемые в данной работе теоремы кодиро­
вания, связано с методом случайного кодирования, с помощью которого 
они доказываются, и означает по существу требование, чтобы вероятность 
множества выходных сигналов, в которые в «подавляющем» большинстве 
случаев переходит фиксированный входной сигнал, в выходной мере 
произвольного канала из данного класса стремилась к нулю при времени 
передачи, стремящемся к бесконечности. По-видимому, при нарушении 
условия (1.20) пропускная способность уже не может быть выражена 
в общих «энтропийных» терминах, а определяется много более тонкими 
комбинаторными структурами. В этом смысле условие (1.20) можно срав­
нить с известным условием R>RCTit, появляющимся при исследование 
экспоненты вероятности ошибки в обычных каналах без памяти. В силу 
теоремы 4 (см. ниже) ограничение (1.20) эквивалентно требованию, что­
бы множество допустимых переходных функций занимало «не слишком 
большую» часть пространства всех переходных функций. 

Обобщение результатов данной статьи на случай полного класса ди­
скретных каналов без памяти с произвольным множеством допустимых 
переходных функций для обычных кодов, а также для рандомизованных 
кодов будет изложено в другой статье. 

2. Перейдем к точным формулировкам. Пусть X, У и S — непустые ко­
нечные множества, и пусть Wi=--{ws( •, •) :s^S} — некоторое множество 
переходных функций из X в У, т. е. таких функций w(x,y), х^Х, y&Y* 
что 

(1.1) w(x,y)>0, J / ^ > */)=!• 

Обозначим через Xn, Yn и Sn множества всех последовательностей дли­
ны п с элементами из X, Y и S соответственно. Для каждого s= (su . . . 
. . . , sn)£Sn определим переходную функцию ws(-, •) из Р в У" равенст­
вом 

п 

(1.2) ws(х, у) = ТТ w8. (хи уi), х= (хи . . . , хп) 6ХП, 

Пусть 
(1.3) Wn={wa(.,.-):s*Sn}. 

О п р е д е л е н и е 1. Последовательность {Wni n=l, 2,. . .} назовем 
полным классом дискретных каналов без памяти, множество Wi — множе­
ством допустимых переходных функций, X — входным алфавитом, Y — 
выходным алфавитом. 

Положим для любой переходной функции w(-, -)^Wn и любого мно­
жества A ^Yn 

(1.4) мг(х,4) = ^ ы ; ( х , у ) , х б Х п -
У6А 

О п р е д е л е н и е 2. (тг, N) -код % — это система 
(1.5) «={(х,,Л<): i=lJJ} 
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такая, что 
(1.6) АМ^Ф, 1Ф], U = M V , A&Y», xfiXn, i=d^N. 

Слова х» назовем кодовыми словами, a At — множеством декодирования 
слова хг. 

О п р е д е л е н и е 3. (/г, N, Я)-код для {Wn}, 0<Л<1 — это (тг9Л^)-код 
%= {(хг, Аг): г=1, iV} такой, что 

1 * 
(1.7) r ( « , W „ ) = s u p — V и>>{ъ,А{)<к, 

где Aic=Yn\Ai. Величину r($, PFn) назовем средней ошибкой {n,N)~ 
кода 9L 

Положим для двух переходных функций Wi и w2 из X в F 
1 

(1.8) р(ц;1? w2) = max~yi \wi(x,y)—w2(z,y)L 
xQX Li • ' • ' I 

yer 

Очевидно, что p(-, •) является метрикой в пространстве всех переходных 
функций из X в Y. Обозначим через W± выпуклое линейное замыкание 
в метрике (1.8) множества Wu т. е. минимальное выпуклое множество 
переходных функций из I в 7, содержащее Wi и замкнутое в метрике 
(1.8). Поскольку мы рассматриваем лишь конечные Wu то в данном 
случае Wi совпадает с выпуклой оболочкой Wit 

Рассмотрим далее для любого распределения вероятностей р (•) на I 
и любой переходной функции w из X в Y количество информации 

(1.9) /(Лм7) = ^ 2 3 P(x)w(x>y)logw(z,y) (^p(x')w(z',y)) . 
xGX yQY x'BX 

Известно (см. [10]), что /(/?, w) в дискретном случае является* непре­
рывной функцией от пары переменных (/?, w), выпуклой по w и вогнутой 
по р. Положим 

(1.10) Cp{Wi) = mmI{p,w), р£3>, 
wQWi 

И ' 
(1.11) C(Wi) = max min I(p,w), 

где 3 ~ совокупность всех распределений вероятностей на X. 
Заметим, что из непрерывности I(p, w) и компактности 3 и Wi выте­

кает существование минимума по w и максимума по р. 
3. Для любого распределения вероятностей р^З и любого s^S обозна­

чим через ps (•) распределение вероятностей на Y такое, что 

(1.12) P.(y) = ]jp(x)w.{x,y), г/67. 

* Здесь и далее используются двоичные логарифмы. Кроме того, будем считать, 
что 0 log (0/а)=0 при а>0 ж а log (а/0) = + °° при а>0. 
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Рассмотрим множество 31 всех переходных функций r(y\x,s) из XXS 
в Г, т. е. таких функций, что 

(1.13) r(y\x,s)>0, ^r(y\x,s) = l, x£X, z/67, s£S. 

Пусть Q — совокупность всех переходных функций q(s\x) из X в S, т. е. 
таких функций, что 

(1.14) q(s\x)>0, Yq(s\x)=l, x&X, s£S. 
sQS 

Положим для г&91 при каждом фиксированном х&Х и s^S 

(1.15) HAr(Ax1s)\p^-))=yr(y\x,s)logr{y{^") . 

Положим для r^i% и q^Q 

(1.16) Я ( р , д , г ) = ^ ^ р ( ж ) д ( 5 Ь ) Я р ( г ( - и , 5 ) | р в ( - ) ) . 

Заметим, что из-за неотрицательности Я р (г( • |#, s) |/?s( •)) (см. [li_]) 
величина Н(р, q, г) всегда неотрицательна. Обозначим через V(w), w&Wi 
множество всех пар (д, г), q£Q, r^Sl, таких, что 

(1.17) w{x,y)= X\q{s\x)r{y\x,s), x£X, г/бУ. 
sQS 

Заметим, что при любом w&Wi множество V(w)¥=<fi, так как при любом 
q&Q и r{y\x,s)=w(x,y), x^X, y£Y, s^S пара (q,r)&V(w). Положим 

(1.18) # ( р , И д = inf inf tf(p,g,r). 
w G ^ i (Q,r)GV(w) 

4. О п р е д е л е н и е 4. Величину С назовем пропускной способностью 
полного класса каналов {Wn} для (п, iV, Я)-кодов, если при любом Я, 
0 < Я < 1 , любом е > 0 и всех достаточно больших п существует (п, [2П(С~8)], 
Я)-код и не существует (п, [2 п ( с + 8 ) ] , Я)-кодов. Основными результатами 
данной работы являются следующие теоремы. 

Т е о р е м а 1. Если множество допустимых переходных функций Wt 
таково, что существует распределение вероятностей Р(х), удовлетворяю­
щее соотношениям 

(1.19) 

и 
(1.20) 

C(Wi)=CP(Wi 

H(P,W <)>(), 
то пропускная способность полного класса дискретных каналов без памя­
ти {Wn} для (п, N, Я) -кодов равна C(Wi). 

Доказательство теоремы 1 вытекает из теорем 2 и 3. 
Т е о р е м а 2 (теорема кодирования). Для любого распределения ве­

роятностей Р(х), удовлетворяющего (1.20) при любом R<CP(Wi)1 любом 
Я, 0 < Я < 1 и всех достаточно больших п, существует {п, [2п Л], Я)-код для 
{Wn}. 
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Т е о р е м а 3 (сильное обращение). Для любого W± при любом ^>0, 
любом Я, 0<Я<1 и всех достаточно больших п не существует 
{щ[2п{с{^1)+у)]Л)-кодов. 

Нахождение пропускной способности в случае, когда Н(Р, Wi)=0, 
остается открытой проблемой. Как следует из примеров, приведенных 
в § 3, методы данной работы, в этом случае непосредственно не примени­
мы. В одном из примеров § 3 величина Я(Р, ^i_)_=Q, & пропускная способ­
ность С равна C(Wi)=^0. В другом примере С^И^О^О, однако пропускная 
способность С=0 (и следовательно, Н(Р, Wi) =0) . 

5. Пусть фиксировано распределение вероятностей р (•) &&* и 
(1.21) Хр={х:р(х)>0}. 
Пусть Wy

v — совокупность всех переходных функций и?/(-, •) из Хр в У 
вида 
(1.22) w/(x,y)^ws(x\y), x£Xp, y£Y, s^S, 

и пусть U(p, Wi) — совокупность всех переходных функций из Хр в Y 
вида 

(1.23) и>(х,у)=^д(8\х)р.(у), хвХР, y8Y, д(-\-)£0. 
SQS 

Очевидно, что U(p, W±) — выпуклое и замкнутое множество. 
Т е о р е м а 4. Н(р, W±) >0 тогда и только тогда, когда 

(1.24) UfaWJOW?^, 

где через И7/ обозначено выпуклое замыкание Wip. 
Теорема 4 дает явное описание классов каналов, для которых справед­

лива теорема 2. В частности, из нее следует, что если w0 — переходная 
функция обычного канала без памяти с ненулевой пропускной способ­
ностью, то для классов канала с Wu содержащимся в достаточно малой 
окрестности w0, справедлива теорема 2. 

§ 2. Доказательство теоремы 2 
1. Пусть распределение вероятностей Р(х) удовлетворяет (1.20). 

Предположим, что CP(Wi)>01 так как в противном случае доказательство 
теоремы 2 тривиально. Пусть фиксировано Я, 0<Я<1 и R<CP(Wl). Зафик­
сируем у>0 так, чтобы 
(2.1) R+^<CP(Wi) 
и выполнялось некоторое условие, которое явно будет указано ниже (см. 
(2.25)). 

В этом параграфе будем предполагать, что 
(2.2) b = mmP{x)>Q. 

Если (2.2) не выполнено, то можно рассмотреть вспомогательный пол­
ный класс каналов {WV} с входным алфавитом Хр={х:Р(х)'>0} и мно­
жеством допустимых переходных функций W/ из ХР в У, состоящим из 
всех переходных функций вида (1.22). Для {И7/} выполнено условие 
(2.2). При этом CP(Wi)=CP(Wif) и Н(Р, Wt) =H(P, Wt')._Кроме того, 
очевидно, любой (п, N, Я)-код для {И7/} является (тг, 7V, Я)-кодом для 
{И7™}. Итак, достаточно доказать теорему 2 в предположении (2.2). 

В дополнение к обозначениям, введенным в § 1, введем еще некоторые 
обозначения. Обозначим через Рп{-) распределение вероятностей на Хп, 
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такое, что 

(2.3) Р „ ( х ) = Д Р ( ж ; ) , х=(а;1 , . . . |а;»)бХ». 

Для любого s = ( s 4 , . . . , sn) £$ц обозначим через Ps( •) распределение 
вероятностей на Уп, такое, что 

(2.4) Р . ( у ) = 2 | . Р „ . ( х ) . и ! . ( х , . у ) : = Д р ч (i/O, у=(уи...,Уп)£¥\ 
х£Жп г' = 1 

Через PnWa(') обозначим распределение вероятностей на Z n = X n X F n , 
такое, что 

(2.5) Pnws(z)=Pn(x)ws(x,j)1 > = ( х , у ) ^ . 

.Для x = ( z i , . . . , # n ) , У = ( г / 1 , . . . ,J /n) , s = («i,... . , ?п) будем обозначать через 
N(x\x), N(y\y), Л^(^|s) число компонент i, таких, что х{=х, yi=y1 Si=s 
соответственно. Далее положим iV(#, s |x, s) равным числу компонент .г, 
таких, что Xi=x,'Si==s. Аналогично N(x,y\x,y) —число компонент i, та­
ких, что Xi=x, yi=y, a N(x, г/, s |x, у, s) —число компонент г, таких, что 
х{=х, у{=у, Si=s. Через ps(-) обозначим распределение вероятностей на S, 
такое, что ! 

(2.6) ps(s)=n-iN(s\s)1 s£$. 

Обозначим через ^ s ( - , •) переходную функцию из X в У, такую, что 

(2.7) ws(x,y)^2\p&(s)ws(x,y), хвХ, y£Y. 
sQS 

Через \А\ будем обозначать число элементов в множестве А. 
2. Наметим основные идеи доказательства. Строится некоторый ан­

самбль кодов. Кодовые слова выбираются случайным образом с распреде­
лением вероятностей Рп{-) независимо друг от друга. В качестве множест­
ва декодирования слова х выбирается множество (веер) Fx

n таким обра­
зом, что при использовании любого канала ws для «подавляющего» боль­
шинства передаваемых сигналов х принимаемый сигнал с «подавляющей» 
вероятностью попадает в веер Fx

n. Поэтому в «подавляющем» большинст­
ве случаев для пар (хг-, FX{

 n) будет выполнено (1.7). Однако построенные 
веера могут пересекаться. Поэтому, чтобы удовлетворить (1.6), заменим 
Fxt на «усеченные» веера Fin=Fx

n. \ J J Fx
n . При этом может нару­

шиться (1.7). Однако, учитывая, что доля (вероятность в выходной мере 
Ps(-) канала w8), занимаемая веером Fx

n в пространстве У \ зависит от 
совместного расположения символов в словах х и $, из леммы 7 получаем, 

2nR 

что в среднем объединение вееров [} Fx
n занимает не более чем 

2n{R-cp(wl))_JO ч а с т ь уп. Поэтому при R<CP(Wi) можно рассчитывать, что 
при использовании «усеченных» вееров в качестве множеств декодирова­
ния (1.7) будет выполняться в «подавляющем» большинстве случаев. Дей­
ствительно, оказывается, что доля кодов в ансамбле, для которых средняя 
ошибка мала для каждого данного канала, не меньше 1—е~п2/6. Такая 
оценка получается из-за того, что ошибка кода для данного канала опре-
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деляется как среднее по кодовым словам, т. е. по существу как сумма 
экспоненциального числа «почти» независимых одинаково распределен­
ных слагаемых. Сверхэкспоненциальный характер оценки существен, так 
как экспоненциальной скорости стремления к единице доли хороших 
кодов для данного канала было бы недостаточно для цолучения кодов 
хороших для класса из-за того, что число каналов с ростом п растет как 
\S\n. В силу этой оценки доля кодов в ансамбле, хороших для всего класса 
каналов, не меньше 1 — \S\ne~n2/6-+l. Отсюда и следует существование 
хотя бы одного хорошего кода. 

3. Перейдем к построению вееров. Фиксировав е>0, которое явно бу­
дет выбрано ниже, положим 
(2.8) Fn(ps)=(] (){(x,-y):\N(x,y\x,y)-nP(x)Mf(x,y)\< 

<пе, х № , y67n}, sGS", 
и 
(2.9) .F" = [}Fn(ps). 

&QSn 

Л е м м а 1. При всех достаточно больших п равномерно по s&Sn 

(2.10) >Pnwa(Fn)>l-№. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть фиксировано s&Sn. Рассмотрим пару слу­

чайных величин (§, и) с совместным распределением Pnws(-), Тогда 
математическое ожидание и дисперсия 

MN(x,y\l, r\)=*.nP(x)wB(x,y), 
(2.11) 

Ш(х, у\|, ц) =п V ps(s)P(x) ws(x, у) (l-P(x) ws(х, у)), 
sQS 

х£Х, увУ. 
Поэтому из неравенства Чебышева следует утверждение леммы. 

Положим 
(2.12) ^»(р.)={у: . (х> у )б/-( / ( . )} 
и веер 

(2.13) / , ,"={y:(x,y)6i! ,"}=U^n-(p.). 

Обозначим для фиксированного х&Хп через р*(-) распределение ве­
роятностей на X, равное 
(2.14) px(x)=n-iN(x\x)1 x£X. 

Рассмотрим множество 
(2.15) А(Р, г)={х: \рх{х)—Р(х) | < е | У | , х^Х, х$Хп}. 
Заметим, что из (2.8) следует, что при х§А (Р, е) 
(2.16) Рх

п=ф. 

v 4. Для любого w^Wi обозначим через V(w, &) совокупность пар пере­
ходных функций: (д, г), q£Q, r^SZ, таких, что 

(2.17, |£,<.|*М,|*..)-.<„)|«.. * * , „6У. 
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Положим (сравни с (1.18)) 

(2.18) Я ( Р Д 1 } е ) = inf inf ' H(P,q,r). 
wQWx (q,r)&V(w,e) 

Обозначим через 3£(w, g, s), w^Wu q^Q множество 

(2.19) Sl(w, q, e)={r: r*R, (g, r) *V(w, e )} . 

Заметим, что 

(2.20) H(P,Wi1e)= inf inf inf H(P,q,r). 
w£Wi qQQ rGs%(w,q,e) 

Л е м м а 2. Если H(P, Wi)>01 то существует 8i>0, такое, что при е^е^ 
имеем 

(2.21) H(P,Wue)>0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказывать будем от противного. Пусть 
Н(Р, H7 i)>0, но при всех 8 величина H(P, Wt, e ) = 0 . Выберем последова­
тельность 8„->0. Тогда существует последовательность (qn,rn)^V(wnisn), 
такая, что 

(2.22) l im#(P,g„ , r f t ) '=0 . 
П ~> оо \ 

В силу компактности Q и ^? существует последовательность {(#щ, гП1)}, 
такая, что J j n J сходится к некоторому qfiQ, а {гП1} сходится к rfc2&. 
Поскольку Wi — компакт, то при этом переходные функции 

(2.23) wni(x,y) = ^qni(s\x)rni(y\x,s), xQX, y£Y 
ses 

сходятся в метрике (1.8) к w0^Wu определяемой из (2.23) при подстанов­
ке в нее д0 и г0 вместо дщ и гП1. Заметим, что Н(Р, д, г) является при 
фиксированном Р полунепрерывной снизу функцией от (д, г). Поэтому из 
предыдущего следует, что 

(2.24) Я (Р, g0, го) < lim H (Р, дП1, гП1) = 0 . 
гг i—>• оо 

Значит Я ( Р , д0, r0) =0 . Но так как Wo^Wi и по построению (до, Го) ̂  
^F(^o) , то # ( Р , И^) = 0 . Полученное противоречие доказывает, что су­
ществует 8i>0, такое, что Я ( Р , Wu 8 i )>0 . Учитывая, что Н(Р, Wu г) 
является невозрастающей функцией от 8, получаем утверждение леммы. 

Предположим теперь, что значение ч>0, зафиксированное в начале 
параграфа, удовлетворяет (2.1) и неравенству 

(2.25) T<ZT(P, T^4, 8 l ) . 

Обозначим через Hv (Р, q,r), x&Xn,-q&Q, r^2& величину 

(2.26) Я Р х ( Р , д , г ) = ^ ^ ^ ( ^ ) д ( И ^ ) Я р ( г ( - к , 5 ) | Р 8 ( - ) ) . 

Л е м м а 3. Для любого « > 0 найдется е ( а ) > 0 , такое, что при г^г(а) 
и любых qGQ, гШ, х&А(Р,г) 

(2.27) HP(P,q,r)>H(P,q,r)-a. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что если при некотором х0&Х и s0&S 
величина HP(r(- \x0l s0) |PS o ( - ) )<°o, то 

(2.28) HP(r('\x0ls0)\PS0(-))<ttog( min P.(y))l 
(s,y)\Ps(v)>Q 

Кроме того, заметим, что если s < 6 ( 2 ( F j ) ~ 1 и при некоторых xfiX, sfiS 
величина Px(^i)q(si\xi)>01 a HP(r(- \хи s4) |Рв1( •)) = + ° ° , то из (2.15) сле­
дует, что 

(2.29) ^ (^Og^ l^O^pH. 1.̂ ,50 |^(-))=+°°-* 
Из (2.26), (2.28) и (2.29) вытекает утверждение леммы. 

Положим для любого q^Q 

(2.30) ^ £ ( P , g ) = i n f inf H(P,q,r). 

Обозначим через qs, x, s^g71, x^Xn переходную функцию из X в 5, рав­
ную 

(2.31) g i tX(g |g) = ^ ^ l ^ s ) > ^б Х , 8es. 
N(x\x) 

Л е м м а 4. Существует 82>0, такое, что при 8<е 2 и всех достаточно 
больших п равномерно по х&А (Р, е) w * s&Sn 

(2.32) P s ( ^ ) < e x p 2 { ~ 7 z ( ^ e ( P , g S j X ) - V 3 T ) } . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через $?s
x, зВДп, x^Xn множество всех 

переходных функций г ( - | « , •) из XXS в F, значения которых r(-\x,s) 
при фиксированных х&Х и #6$ является целыми кратными N(x, $.\x, s)"1 , 
если TV (ж, s |x, s ) > 0 , и равны | У | ""-1 в противном случае. Заметим, 
что 

(2.33) |<% s
x |<(rc+l) l x M r M s l . 

Зафиксируем вВДп и x@4 (P, е) . Рассмотрим множество АГ1 r&&s
x 

(2.34) Лг = {у: уб7»,ЛГ(л;,у,5|х,у,8) = 
=N(z,s\x, 8)r(y\x, s),x*X, y*Y, s^S}. 

Тогда вероятность (см. (2.4)) 

)V(#,s |x,s)! (2.35) ЛМ,)-ПЩ ^ ,S' П ^ ' " " 

Из формулы Стирлинга 

,y,s|x,y,s) 

(2.36) ml=vmmme~m
1 vn=^2nme@m/i2m, | 0 m | < l , 

а также из (2.34) и (2.26) следует, что 

(2.37) Р 8 ( Л г ) < е х р 2 { - ^ ( Я Р х ( Р , д 8 ) Х , г ) + / ( ^ ) ) } , 

где f(n)-+0 при п-^оо равномерно по s № и хМ.(Р, е) . 
Заметим, что (см. 2.8) 

(2.38) Flcz J ( U 4)-
S'6S n r 6 ^ ( w s ' , qS} х , 2£|У|Ь-1)П^Х 

* Здесь и далее через ехр2(я) будем обозначать 2а. 
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Поэтому из (2.33), (2.37), (2.30) и леммы 3 следует доказываемое нами 
утверждение. 

Рассмотрим при любом s^Sn множество 
(2.39) J£s(s) = {(pXlqS!X): х6Л(Ле)}. 

Нетрудно показать, что 
.(2.40) |лГ.(е)|<(тг+1) ,хМв|. 

Рассмотрим, далее, при любой паре (р, q) £<М&{г), s&Sn множество 

(2.41) X% = {x:px(x)qBtX(s\x) = p{x)q{s\x), x^X, s^S}. 

Л е м м а 5. Существует е3>0, такое, что при 8^е3 и всех достаточно 
больших п равномерно по s&Sn и парам (/?, q) &<Ж5(г) 

(2.42) i> B . (x f )<exp a {-»( / (P , Ъ-'/вУ)}-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть фиксировано s&Sn и пара (р, а)&М&{г)» 

Тогда найдется х&А(Р, е), такое, что рх=р и qs, x=g. Поэтому вероятность 
ГЙ1 

(2.43) Рп{Ц) = П (^ N(S]S)[ П Р(х)ЩхМ\ • 
s6S I l[N(x,s\x,&)\x6X 1 

Положим 

(2.44) ^ ( P , i ) ^ V M ^ ( ^ ) l o g ^ ' f . 
L*4L*J P(x)ps(s) 

Применяя к (2.43) формулу Стерлинга, получаем, что при всех доста­
точно больших п (см. также (2.6), (2.14) и (2.31)) 

(2.45) Р „ ( Х г ) < е Х р 2 { - п ( / Р х ( Р , д ) - 7 6 т ) } -

Далее, из (2.15) и (2.44) в силу равномерной непрерывности функции 
log t при Ь/2<£<1 получаем, что при всех достаточно малых 8 

(2.46) hT(P,q)>I(j>*,t)-1/»1. 

В силу равномерной непрерывности /(/?, q) no p из (2.15) следует, 
что при всех достаточно малых г 

(2.47) 7(рх, $)>/(/>, ? ) -7«Т-

Из (2.45)-—(2.47) следует утверждение леммы. 
Положим при фиксированных q^Q, г^Ш 

(2.48) ^(P,q,r)=J£iJ\i^P(x)q(s\x)r(y\x,s)X 
.тех 2/er SGS 

Xlog(g(ds)r(yk,s)/ |((s)P8(i/)), 

где p(s)= X\p(x)q(s\x). 
хех 
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Л е м м а 6. При любых q^Q, r&R и iv.=w(q, г) вида (1.17) 
(2.49) 3fg(P,q,r)>I(P,w). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу известного неравенства (см., напри-
мер, [••]) 

авд £niog^>(£r,)io8(£r,/£4 
г = 1 г ' = 1 г = 1 г = 1 

справедливого при любых наборах неотрицательных чисел г*., и*, имеем 

^ ( Р , д , г ) ^ 2 1 £ р ( а ; ) ш ( Ж , г / ) 1 о § ( ш ( Ж , 1 / ) / ^ р ( 5 ) Р Д у ) ) = 

(2.51) = / ( P ' " ' ) + S ( £ P W t t ' ( ^ ) ) X 

2/GF . хвХ 

Xlog (^P(x)w(x,y) / J^p(s)Ps(y))>I(P,w), 
xQX sGS 

что и требовалось доказать. 
Из леммы 6 вытекает следующее утверждение, на котором основаны 

приведенные ниже рассуждения, хотя само оно явно в дальнейшем не 
используется. 

У т в е р ж д е н и е . Пусть 
(2.52) Cp(J7i)=inf inf 3lg(P,q,r). 

w&Wi (q,r)QV (w) 

Тогда Cp(TFi)=CP(fF1) (CM. (1.10). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 6 следует, что 

(2.53) CpiWJ^CpiWi). 
Пусть Wo^Wi таково, что I(P, w0)=Cp(Wi). Так как W± совпадает с вы­
пуклой оболочкой И7!, то существует распределение вероятностей po(s), 
s^S такое, что 

(2.54) Wo(z,y)s=2_jpo(s)w8(x,y), хвХ, г/б Г. 
sGS 

Рассмотрим q0&Q и rfi3l, определяемые очевидным образом из урав­
нения 

(2.55) qo(s\x)r0(y\x,s)=p0(s)w0(x,y)Ps(y)X 

X{Hpo{s/)Ps,{y)) ' seSl X&X' y*Y° 
s'es 

Очевидно, что (д0, r0) GV(w0) и 

(2.56) Ж{Р, q0, го) = / (Р , м?о) =CP(Wi). 

Из (2.53) и (2.56) вытекает доказываемое нами утверждение. 
Л е м м а ? . Существует е4>0, такое, что при е<е4 ^ любом q£Q 

(2.57) / (Р, д ) + Ж ( Л д)^СР(ТГ1)-1/зТ. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . При любых q&Q и г£0£, как следует из (1.16) 
и (2.48), 
(2.58) I(P, q)+H(P, q, т)=Щ(Р, g, г). 
Обозначим через W7(е) совокупность всех переходных функций из X в Г, 
таких, что для каждой w^Wi(s) найдется wr&Wu удовлетворяющая нера­
венству (см. (1.8)) 
(2.59) v{w,w')^z\Y\%h-\ 

Заметим, что Wi(z) является замкнутым множеством. Поэтому из 
(2.58), (2.30), (1.10) и леммы 6 следует, что 
(2.60) I(P,q)+Jes(Prq)>CP(Wi(e)). 

Далее из равномерной непрерывности /(/?, w) no w на Wt(&) следует, 
что при всех достаточно малых 8 

(2.61) СР(1Г1(8))^Ср(1Г1)-1/зТ. 
Из (2.60) и (2.61) вытекает утверждение леммы. 

5. Предположим теперь, что 8, фиксированное в начале параграфа 
(см. (2.1)), равно 
(2.62) 8=min (6ei/21 F | , e2, е3, е4). 

Тогда справедливы формулы (2.10), (2.21), (2.32), (2.42), (2.57). 
Перейдем к построению случайного кода. Рассмотрим систему 

(2.63) N=[2nR] 

независимых одинаково распределенных случайных величин §4 , . . . , £#, 
принимающих значения в Хп с распределением вероятностей Рп(-)-

Будем считать, что они определены на вспомогательном вероятностном 
пространстве (Q, 33, Рг), так что будем писать иногда |j(со), со^й. Зафик­
сируем произвольное &&Sn. Положим 

1 

(2.64) 

iV « s d j > i 
г—1 

Тогда вероятность 

A N 

л (в) = Рг {— £w.(S«, Ft« Л U Д") <Х/2-} ; 

^ Рг {Vi+ViOb/2} > Рг {max (vu v2) <X/A}. 

Поэтому для оценки л (s) достаточно оценить 
я,(в)=Рг-(1;1<Л/4), 

(2.66) 
n2(s)=Pr(z;2<l/4). 
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Пусть %p,g , (p, q)£J[s(&) (см. (2.39)) есть характеристическая функ­
ция множества Х | (см. (2.41)). Тогда случайные величины 
(2.67) х , _ = х _ ( у , / = Г П У 

взаимно независимы и имеют математическое ожидание M%L Л = Рп(Х~). 
Положим при i=l, N 

г 

(2.68) 4 ' 2 = £ x ? — 
г A™J p, q 

т. е. при фиксированном со̂ О значение Lf,a равно числу слов в наборе 
gi(co), / = 1 , г, таких, что 

(2.69) /?|. (со) (a?) gS|6. i<a)(s\ х) =р (х) q(s\x), х£Х, sdS. 
Рассмотрим при фиксированном i=l,N и фиксированных (/?, д)^Ж3(г) 

множество Qi(p, q) всех элементарных событий оGQ, таких, что 

(2.70) z £ « - i P n ( X § ) < n » ( i / > n ( X f ) + l ) : 

Из леммы 9 следует, что 
(2.71) Рг{ЩЯ q)}>l-e-n*'\ i=TJr, (лг)е^Г.(е) . 

Положим 
(2.72) 0,(8) = П -Qi(P, 2). 

(р, йе^ 8(£) 

Из (2.71) и (2.40) следует, что при всех достаточно больших п равно­
мерно по s&Sn 

(2.73) Pr{Q<(s)}>l-e-na/«. 

6. Из-за независимости ^ при любом г=2, iV, любом наборе # = 
= {xj: x^Xn, / = 1 , i—1} и любом вещественном а условная вероятность 

p{ws(U Ft» Л U F0 <аЦ^х}, /=ЙТ^1} = 
(2.74) 

Легко показать, что 
Mwt(£trFt»n l)FS.)=Pnws{(x,y):(x,y)eF"}, 

(2.75) '<г' 
г - 1 

у в и *v;} < л (и *ур < J\ ps (лр. 

Для любого набора x = {xf. / = 1 , i—1} положим J(x)={j: xfiA(P, e), / = 

Согласно (2.16), при xftA (P, е) значение Pe(Fx,-) =0. Поэтому 
г—1 

(2.76) 2 i ^ ( ^ ) = £№«")• 
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Воспользовавшись леммой 4, получаем 
г — 1 >•• . . ' 

(2.77) ^РВ(П,)< YJ ^^VA-n^ip, q)-1/^)}-

Рассмотрим при любом t=2 , N множество Кг наборов i 

(2.78) Ki={x: x={xj: х ,=&(ю), / = 1 , £—1>, co&Q^s)} . 

Тогда из (2.40), (2.77) и (2.70) следует, что при любом наборе х={х3}^К{ 

г—1 

(2.79) V P S ( ^ . ) < ( « + 1) W - | S | max ( ^ ( 2 i P n ( X | ) + l ) x 
j= i (P, S€^ S ( £ ) 

X ехра{— п [Жг (P,q) - х/з v)»-

Отсюда в силу (2.42), (2.57) и (2.63) имеем 

г - 1 

^РЛР^Х(п+,1)1х1^(2п2[2пЕ]вх-р2{-п(СР(Ш,)-^)} + 
• 3 = 1 

( 2 ' 8 0 ) + ? z 2 e x p 2 { - r a ( m f ^ e ( P , g ) - I / 3 f ) } ) . 

Согласно (2.20) и (2.30), 

(2.81) ШЗвя(Р,я)=*И{Р, Wu 281716-'). 
qeQ 

Так как Н(Р, W±, г) является невозрастающей функцией от 8, то из 
(2.80), (2.1), (2.62), (2.81), (2.21) и (2.25) следует, что 

i - i 

(2.82) ^\ps(Fx
n.)<%2/256 

при всех достаточно больших п равномерно по s&Sn, i=2, N и наборам х^К(. 
Положим для любого вещественного а, £=2, N 

(2.83) 5 г
1(а) = т т Р г { с о : и ; 8 ( | < , ^ П U FT*)<a). 

Так как число наборов х^Кг конечно, то можно показать, что #"*(•) 
является неубывающей неотрицательной и непрерывной слева функцией. 
Кроме того, #"*(0)=0 и ^ ( 1 ) = ! Значит, ЗГч(-) - ф у н к ц и я распределе­
ния некоторой вещественной случайной величины £*. При этом из (2.75), 
(2.82), (2.83) и неравенства Чебышева следует, что 

(2.84) 1-#-<(Я/16)<(А,2/256). (16Д)=А,/16 

при всех достаточно больших п равномерно по s^*Sn. Поэтому 
1 Х/1в ! 

(2.85) М ^ = J ( l - # \ ( a ) ) d a = J ( l - 0 - * ( a ) ) d a + J ( l - ^ ( a ) ) d a < — ' 

при всех достаточно больших тг равномерпо г =2 , iV и s&Sn. Применяя к 
случайным величинам £* и Ц г = ^ 8 ( £ г , ^ П U F{!) лемму 8 (в качестве мно-
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жеств Д выбраны Q^s) (см. (2.72) и (2.73)), имеем, согласно (2.66), 
\ N 

(2.86) m ( s ) > / ? { — - ^ £ 4 < Л / 4 } - ^ - п Я / 5 . 
г' = 2 

Из (2.85) и леммы 10 следует 

г = 2 г" = 2 

Поэтому из (2.86) получаем, что 
(2.88) nt(8)>l-e'nt/e 

при всех достаточно больших /г равномерно по s^5n. Те же рассуждения 
показывают, что при всех достаточно больших п равномерно по s&Sn 

(2.89) n2(s)>l-e~n2/6. 
Значит (см. (2.65)), при всех достаточно больших п равномерно по s&Sn 

(2.90) n(s)>l-2e~n2/\ 
Пусть 

(2.91) i ^ - L r m a x — V ^ . ^ n U ^ ) < - r | . 
•i = i 

Тогда из (2.90) следует, что при всех достаточно больших п 
(2.92) Т?т(3±)>1-2\8\пе-п*/в>1-е-п*/8.-

7. Согласно (2.10), при всех достаточно больших п равномерно по s&Sn 

(2.93) M^ s (§ , , ^ )=P n ^ s (^ )^ l -A ? i=Jj?. 
4 

Из взаимной независимости при фиксированном s6$n случайных вели­
чин Wsi^i, Fin)j i=l,N, B силу леммы 10 получаем, что при всех доста­
точно больших ?г равномерно по s^Sn 

(2.94) P r {-L£ i u; s a i , J P l p^l -Aj > 1 _ e X p(_^ . [2- iy . 
i= i 

Пусть 

(2.95) Д={©:тт — J ^ . U , , ^ » ) ^ - — } . 
г = 1 

Тогда из (2.94) следует, что при всех достаточно больших п 

(2.96) P r ( S 2 ) S H - | S h e x p ( - - ^ - [ 2 n B ] ) . 

Из (2.92) и (2.96) следует, что при всех достаточно больших п 
(2.97) Рг(б1П52)>74 . 
2 Проблемы передачи информации, вып. 2 
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Поэтому найдется (о0
б£2? такое, что 

, N 

(2.98) min — V w,(£«(©.), (^".«о.)\ U К.м))>1-
SQSn J\ tmmd $ф1 

Значит (см. определение 3), система 

(2.99) { ( 1 , ( а . ) , ( ^ * с . ) \ и ^ * ( « ) ) ) : * = 1 , Л ) 
Зфг 

есть (п, [2пН], Я)-код. Теорема 2 доказана. 

§ 3, Доказательство теорем 3, 4 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Из непрерывности количества ин­
формации I(p, w) по обеим переменным, выпуклости по w и вогнутости 
по р, а также компактности SP и Wi в силу теоремы о минимаксе (см., на­
пример, [13]) имеем 
(3.1) C(Wi)= min max!(p,w) 

(эта формула впервые получена в [14]). Пусть wfiWi таково, что 
(3.2) C(IF1) = max/(/?,u;o), 

pes0 

и пусть {w0
n, 7^=1,2,...} дискретный стационарный канал без памяти с 

матрицей переходных вероятностей wQ. Пусть 9t={(Xi, Аг)} — любой фикси­
рованный (п, N, Я)-код для {Wn}. Из линейности по w функции (см. (1.7)) 

1 * 
(3.3) г(*,и>) = — ^ ( х , , ^ ) 

N 
3 = 1 

следует, что St является (щ 7V, Я)-кодом для полного класса {W/} с мно­
жеством допустимых переходных функций W/, являющимся выпуклой ли­
нейной оболочкой Wi. Поскольку в рассматриваемом нами случае W± со­
впадает с выпуклой оболочкой И7!, то St является (п, N, Я)-кодом для 
{г/;0п, п=1, 2 , . . . } . Поэтому из теоремы 3.3.1 в [15] следует утверждедие тео­
ремы 3. 

Следующий пример показывает, что условие (1.20) является достаточ­
ным, но не необходимым для выполнения теорем 1, 2. 

П р и м е р 1. Пусть X=Y={1, 2}, £={1, 2, 3, 4}, Wl={wil w2l ш3, w4}, 

и 1 0 и и 0,6 0,4 и || 0,6 0,4 и у 1 0 it 
(3.4) Wl=\\ , ^ 2 = , ^ 3 = , ^ 4 = 

II 0,4 0,6 | | | | 0 1 | | | | 0,4 0,6 | | | | 0 l | l 

Пусть Wi — выпуклое построчное замыкание Wi. Легко показать, что Wi=Wl. 
Поэтому 
(3.5) С (fFi) = max minj (p, w) = С (Wi). 

рв<&> weWt 

Пусть распределение вероятностей ро{х) = 1/2, #=1 , 2. Нетрудно показать, что 
ро — единственное распределение вероятностей, удовлетворяющее (1.19). 
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Покажем, что Н(р0, Wi)=0. Распределения вероятностей PS(-) в данном случае 
равны 

„• f 0,7, y=i,. n г 0,3, у=1, 

У=2, У=2, 
(3.6) 

Ps(y)=P, (У) =0,5, У=1,-2. 
Рассмотрим переходную функцию qo(s\x)GQ, равную 

м1 0 0 Ом 
(3.7) go(-|-)= : 

II 0 0,5 0,5 0 | | 
Пусть r0(y\x, s)£$l равна 

(3.8) г0(.|1,.)--= 

|0,7 0,3 
1 0 
1 0 
1 0 

Пусть WQ(X, y)GW± равна 

1 3 
(3.9) wQ = w 

4 
1 + И 

4 

, г0(-|2,-) = 

1 1 0 
'0,3 0,7 
0,5 0,5 

1 0 

• 

• 

II 0,7 0,3 и 
8 = 

0,4 0,6 
Тогда легко проверить, что (g0, r0)£V(w0) и Н(р0, д0, г0)==0. Значит, в данном случае 
Н(р0, Wi)=0. С другой стороны, по теореме 1 из [4] пропускная способность класса 
{Wn} для (re, N, X)-кодов ]эавна C(Wi)=^0. Значит, и для кодов из теоремы 1 пропуск­
ная способность равна С(Wi). 

П р и м е р 2 (заимствован из [16]). Пусть X=S={1, 2}, Г={1, 2, 3} 

(3.10) wt = 
1 0 0i 
0 0 1 

Юч : 
|0 0 1 
0 1 0 

Единственное распределение вероятностей, удовлетворяющее (1.19), есть Po{x) = ll2i 
х=1, 2. В [16] доказано, что пропускная способность С=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Предположим, что 

(3.11) тшр(х)=Ь>0. 

Это предположение не ограничивает общности, так как, заменив X на Хр, 
a Wi на Wip (см. (1.21) и (1.22)), получаем множество переходных функ­
ций, для которого Н(р1 Wiv) =Н(р1 Wi) и выполняется (3.11). 

Пусть 

(3.12) U(p,Wi)()Wi^0. 

Тогда существуют w&Wi и q &Q, такие, что 

(3.13) . w(x,y)=^q(s\x)p8(y),x£X,y£Y. 
sGS 

Полагая г&М равным 

(3.14) r(y\x,s)=pa(y), х*Х, y*Y, s*S, 

имеем пару (д, г) W(w), и такую, что (см. (1.16)) 
(3.15) H(p,q,r)=0. 

Отсюда следует, что если выполнено (3.12), то Н(р, Wi)-=Q. 
Пусть 

(3.16) H(p,Wi)^0. 

2* 
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Тогда легко видеть, что из компактности Wu ( ? и Й , а также из полу­
непрерывности ^снизу Н(р, q, r) (см. (1.16)) по парам (q, r) следует, что 
существует w0&Wi и пара (g0, Го) ^V(wQ), такие, что 
(3.17) tf(p,g0,r0)=0. 

Покажем, что w0^U(p1 Wi). Из (3.11) и (3.17) следует (см. также 
(1.16)), что 

Тогда из свойств энтропии одной вероятностной меры по другой 
(см. [и]) следует, что для множеств Гх, х^Х 
(3.19) Tx={(s,y): r0(y\x,s)=pa(y), s*S, y*Y) 
имеет место равенство 

(3.20) £ qo(s\x)r0(y\xrs)=L 
(s,y)QTx 

Пусть 

(3.21) ^o4^,I/) = ^go(sU)j9 s(z/), хвХ, y£Y, 
ses 

и пусть Sy,x={s: (s, y)^Tx, s$S}, x^X, y^Y. Тогда, поскольку (g0, r0)^V(wd) 
(CM. (1.17)), ИЗ (3.19) —(3.21) следует, что 

(3.22) u>o'(x,y)-wQ(x,y)= V q0(s\x)ps{y). 
s6S\SlJ>x 

Просуммировав (3.22) по всем y&Y, имеем V 

(3.23) 0 = £ ( £ qo(s\x)p.(y)), xdX 
yGF • sBS\SytX 

откуда в силу (3.23) следует, что 
(3.24) wQ(x,y)=w/(x,y), х^Х, т/67, 
т. е. w0*U{p, Wt). Итак, если Н(р, ^ 0 = 0 , то U(p, Wl)f\Wi=0. Теорема 4 
доказана. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Пусть {Jj}, 7 = 1, п - набор дискретных случайных величин, принимающих зна­
чения в некотором пространстве Z. Обозначим при натуральном i через Z1 простран­
ство всех последовательностей длины i элементов из Z. Предположим, что при не­
котором а >0 выделены при каждом £=1, п множества Bi^Z\ такие, что 
(П.1) PtABi)>i-au 

где ри1(-) -мера , задающая совместное распределение вероятностей случайных ве­
личин £ i , . . . , £г- Пусть вещественные случайные величины 

(П.2) (!<=/< «<}• 

таковы, что найдется набор 5 r i ( - ) , . . . , ff"w(-) функций распределения, для которого 
при любом вещественном а, всех £=2, п и всех z= (zu . . . , Zi-i) GZ?;-i условная веро-
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ятность 
(П.З) p{^i<a\^=zh /=*, i-l}>&-i(a) 
и 
(П.4) /?(|11<а)^^'1(а). 

Обозначим через ФД-) свертку функций распределения @~i(-),..., #"г(*)« 
Л е м м а 8. Д/ш есеа; г=1, /г 

г 

(П.5) / ? | V iij<a \> Фг(а)-1а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При i—i неравенство (П.5) следует из (П.4). Предполо­
жим, что лемма доказана при i=L Обозначим левую часть (П.5) через Gi(a) и рас­
смотрим независимый от {£3} набор {gj}, / = 1 , п, взаимно независимых случайных 
величин, таких, что %$ имеет функцию распределения ЗГд\-). Пусть 

(П.6) Bj=b/i(2j), / = 1 Д (*i, • • • , Zt) W. 

Тогда из (П.5) следует 

(П.7) 

(а)= | i ? J \xi+i < а - Y\ иЛэ = zh / = М lPtAdzu 
Zl j 

I 

-- J &-l+i I a - V иЛ pw (dzu . . . , dz{) ^ 
Bi j = l 

i 

-- I eri+i i a - \ и A pw (dzu . . . , dz{) -a = 
Zl j = l 

I oo 

= p J V fXj+ gz+i < a I - a = f Gi(a-k)d^l+l(k)-a. 

С другой стороны, 

(П.8) Фг+1= f Ф ^ - & ) с ^ + 1 ( / Ь ) . 

Из предположения индукции, (П.7) и (П.8) следует, что (П.5) справедливо при 
i=Z + l. Лемма доказана. 

Пусть g i , . . . , gn - взаимно независимые одинаково распределенные случайные 
величины, такие, что 
(П.9) М&=0, lgt!<l, *=17Я 
тогда имеют место леммы. 

п 
Л е м м а 9 (частный случай теоремы 17 из [17], гл. III, § 4). Пусть 5 П = 2 Щь 

г=1 

Тогда если а^Вп, то 

(П.10) р 
{£„>.}. 

Л е м м а 10 (частный случай теоремы Хэфдинга, см. [18]). При любом б, 0 < 6 < 1 , 

(П.11) р | у 1 1г > пд 1 < е-и52/2_ 

г ' = 1 
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