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1. Введение 
В статье изучаются большие уклонения в принципе усреднения для 

стохастической разностной системы 

на торе Td х Т1, Здесь вп e Td, Yn G T1 (Td = [0, l ] d — тор размерно­
сти d) , / — функция со значениями в d-мерном евклидовом простран­
стве Ed, а — функция со значениями в E1, Ь — матрица размера I х /, 
7 > 0 — малый параметр, Wn ЕЕ1, n = 0 , 1 , . . . , — последовательность 
независимых одинаково распределенных случайных величин, заданных 
йа некотором вероятностном пространстве (П ,^ 7 , Р ) . Соотношения (1.1) 
понимаются следующим образом: надо рассматривать дробную часть 
для всех координат в правой части каждого равенства. 

Система (1.1) аналогична системе стохастических дифференциаль­
ных уравнений, рассмотренной М. И. Фрейдлиным в [1], [2], изучаемая 
задача о больших уклонениях также близка к задаче в [1], [2]. Основное 
отличие состоит не в том, что время дискретно, а в том, что коэффи­
циент диффузии 6 зависит от медленного процесса (в [1], [2] такая зави­
симость не разрешается). На первый взгляд, такое обобщение должно 
быть очевидно. Однако, доказательство в ситуации [1], [2] сильно упро­
щает возможность использования замены меры Гирсанова (что не свя­
зано с непрерывностью или дискретностью времени). Э т а замена (см. 
доказательство теоремы 7.9.2 [2]) позволяет свести задачу к изучению 
больших уклонений в случае, когда быстрый процесс не зависит от мед­
ленного. В нашей более общей ситуации этот прием не работает , хотя 

3 Т р у д ы М И Р А Н , т . 202 33 

en + 7f(0n,Yn), 
Yn + a(On,Yn) + b(tin,-Yn)W, 
в, YQ = у, 

пз (1.1) 



ясно, что все должно происходить совершенно аналогично (это удается 
показать, несколько изменяя последовательность шагов в схеме дока­
зательства). Другое направление обобщения результата Фрейдлина — 
переход к случаю некомпактного фазового пространства (см. [3], [4]). От­
метим, что в сходной, но более простой, ситуации для сумм функций от 
марковского процесса близкий к теореме 1 (см. ниже) результат анонси­
рован в [5]. В формулировке теоремы 1 [5] следует опустить утверждение 
о дифференцируемости предела по а; остальные утверждения остаются 
без изменения. 

2 . Основные предположения и результаты 
Предполагается, что выполнено условие 
(А) функции / , а, Ь ограничены и непрерывно дифференцируемы по 

совокупности переменных; матрица Ъ равномерно невырожденна: 

înf inf Л*&(0,2/)Ь*(0,у)А> 0; 
в,у IА 1=1 

распределение \ \ \ имеет непрерывную положительную плотность. 
Рассмотрим предел 

n 
# ( 0 , z, а) = lim т Г 1 In E exp ( a / ( 0 , yz

k)), (2.1) 

k=l 

где 0 G Td, z eTd, a £ Ed, процесс y z определяется соотношениями 

Уп-и = Уп + a(z9 Уп) + b(z9 yZn)Wn, уо = y. 

Если предел в (2.1) существует, то по аналогии с непрерывным случа­
ем можно надеяться, что искомая асимптотика больших уклонений 0 П 

на интервале времени 0 < n ^ Г / 7 при 7 | 0 задается функционалом 
действия 

г 

Sorte) = J LteaMda, (2.2) 
о 

где L(9,ß) — преобразование Лежандра функции #(0,0, а ) : 

£(0,/?) = s u p ( a / ? - # ( 0 , 0 , a ) ) . 

Число Т > 0 далее считаем фиксированным. Положим ported) = 
= S U P \Vt - 1>t\, #t = 07 = fy/7b. 

Т е о р е м а 1. Пусть выполнено условие (А). Тогда при любых а, 
0, z, у существует предел (2.1), равномерный по всем 6,z,y и всем \а\ < 
а при любом конечном а > 0; функция H не зависит от у, непрерывна 
по совокупности переменных, выпукла по а и дифференцируема по а. 
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Т е о р е м а 2. Пусть выполнено условие (А), Тогда 7 Sorte) 
есть функиионал действия для семейства процессов (0n>n ^ T/j) на 
множестве -C[0,T\Td], т.е. для любых x £ T d , s > О множество 

Фв(з) = (<р: <р € С%Т-Т% <р0 = 0, Sorte) < *) 

— к о м п а к т в C [ 0 , T ; T d ] , u <9л1Г любого з > О выполнены неравенства 

lim lim 7 I n Р ( р п т ( 0 7 , у ) < S) ^ -S0T(<p), (2.3) 

îîm В т 7 I n Р ( Р О Т ( О 7 , Ф О ( ^ ) ) < S) ^ - 5 . (2.4) 
5—•О 7JO 

Пусть /x z — инвариантная мера процесса yz. Обозначим f(0) = 
= / /(Ö) y)ß{dy)- Рассмотрим уравнение 

0t = №), So = е. (2.5) 

Н а любом решении уравнения (2.5) функционал S обращается в нуль 
(см. [1], [2]), на всех остальных траекториях он отличен от нуля. 

3. Доказательство теоремы 1 
Основное утверждение о существовании предела и его дифференци-

руемости следует из тех же соображений, что и в [1], [2], — из теоремы 
о спектральном радиусе положительного оператора. 

В силу ограниченности функции / и определения (2.1) для функ­
ции # ( 0 , z , a ) выполнено условие Липшица по а с единой константой 
Липшица для всех 0, z. 

В силу равностепенной непрерывности / по аргументу в функция 
H равностепенно непрерывна по в. 

Непрерывность П по z (также равностепенная) будет доказана, если 
м ы установим, что предел в (2.1) является равномерным по всем 0, z и 
по всем а , | а | ^ а, при любом фиксированном а. Для этого достаточно, 
в свою очередь, доказать, что собственные функции, соответствующие 
спектральным радиусам операторов Ta'&lZ на В(Т1), заданных формулой 

Ta>e'zh(y) ^ Е у / . ( у О « Ф ( < * / ( * , lO), 
равномерно ограниченны и равномерно отделены от нуля (ср. с рассу­
ждениями в доказательстве теоремы 7.2.4 [2]). Но указанное свойство — 
простое следствие уравнения для собственной функции Th(y) = \h(y), 
.условия (А) и того, что все спектральные радиусы r(Ta'e'z) при \а\ ^ а 
равномерно ограниченны и равномерно отделены от нуля; равномерная 
отделенность от нуля следует, например, из известной оценки для спек­
трального радиуса положительного оператора (см. [6]): если Th ^ ch 
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при некоторых с ^ 0, h > О, то г (Г) ^ с. В данном случае в каче­
стве h можно взять 1 и заметить, что в силу условия (А) справедливо 
неравенство 

inf înf Г а А * 1 > 0. 
1а |^а 6,z 

Теорема 1 доказана. 

4. Доказательство теоремы 2 

I. Поскольку функция / ограниченна, функция H (в, z, а) растет по а 
не быстрее некоторой линейной функции, поэтому L обращается в + о о 
вне некоторого ограниченного множества значений /3. Значит, если <р G 
G $*(«$), т о ess sup |<,е*| < оо, и, стало быть, для доказательства ком­
пактности множества $ £ ( s ) достаточно установить полунепрерывность 
снизу функционала SOT- Полу непрерывность S доказывается так же , 
как в [1], [2]. 

IL Выберем малое А > 0 так, чтобы Г / А = m было целым. Пусть 
ipt — кусочно постоянная непрерывная справа функция со значениями 
в Г 4 , имеющая скачки только в точках вида АД, а <р$ — гладкая (не­
прерывно дифференцируемая) функция со значениями в Td, удовлетво­
ряющие условиям porter*) < ^> Porte* ФХ) < ^- Еще некотоые огра­
ничения на выбор <рХ будут наложены ниже. Для простоты изложения 
считаем Д кратным 7; изменения в общем случае очевидны. 

Обозначим через у^ , , X* , процессы 

Уп+i = Уп + чФп^Уп ) + Ь(^п7,2/п )Wn9 Уо = У, 

-*П7 — Уп 5 ^ 0 — °S — *ЧЬД> 

^ ( t + l ) 7 = XÎ~i + lften<y,Yn*f )> 

^ ( t + l ) 7 = + irftenyiYn), 

к A < 717 < (к + 1 )Д, À ; = l , . . . , m . 

Положим 
T 

S O T M = ôrCvO = j Цф„ <pî) ds. 
0 

Этот функционал полунепрерывен снизу по (ф,(р) в топологии равно­
мерной сходимости, что доказывается аналогично [1], [2]. 

III. Докажем, что при достаточно малых v > 0 и 7 | О 

Р (/>от(*\ / ) < *) > exp ( - 7 _ 1 ( ^ r V ) + "))• 
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Пусть <р*'л = (<fiï,<f2A,••, VmA)» FA
 = (0д , - • • , О - П Р И Достаточно 

малых б' > О имеем 

Поэтому будем оценивать снизу последнюю вероятность. 
IV. Введем следующие меры типа преобразования Крамера на F?, 

(j = 0,..., m - 1) : 

dP^idv = e X p ( 7 - V i ( * C - x t ) - Л 1;))' 

где 

* I j = 7 E y ( e x p ( 7 " Ч ( * £ + 1 - )) I TTi ) = 

= 7Ey ( e x P ( a i S Vki )) I ^т,-).1 

= т Е у ( е х р ( 7 ~ 1 a i ( X ^ + i - X^)) \ TTj) = 

= 7 E y ( e x p (aj Y, №*y>Yk))\FTj) = 
т , - < и < т ; + 1 

= 7 E y ( e x p (а3- £ / ( ^ 7 , j £ ) ) | TT. ) . 
^•<Апг<Т У +1 

Все эти меры p 7 ' 0 ^ , pnrtotStj — вероятностные (последний индекс j бу­
дем опускать). Обозначим через pi'aj условное распределение величины 
^ 0 ' + 1 ) д п о м е Р е ИР 1 1 условии Тт, и через / 2 7 , a j — условное распре­
деление величины - Х у + 1 ) Д по мере Р 7 , а при условии Ттг Положим 
j = m - 1. 

V. Имеем ( £ m _ i < 5 ) 

Р ( р ( ^ ' А , ^ Л ' А ) < Е / ( р ( 0 7 ' А , ^ А ) < О ^ 

^ E 7(p((0L . . . , ^ т _ 1 ) д ), ̂  - - -, ^ т - 1 ) Д ) ) < 4 - 0 X 

Оценим последнюю условную вероятность. В силу условий на / при 
достаточно малом о имеем 

Е(/(|0Т - VTI < S'\ГТт_г) ^ E ( / ( | l f - VTI < О ^ т . . , ) = 

= È','am-1(I(\xf -ф$\<8")х 

X e x p C T ^ u m - l C ^ - ^ C j - A I m - l C u m - l ) ) ) ! ^ ^ ) . 
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Если o m _ ! фиксировано (чуть позже это будет сделано), то для любого 
у > 0 на множестве - Фтш-г\ < 4 - 1 } при достаточно малых Д 
и имеет место следующая замечательная оценка: 

|Л7 - Л7| < i/Д/б. 

Это следует из условий непрерывности на / и непрерывной зависимо­
сти переходных плотностей вероятности процесса у$ от траектории ф в 
равномерной метрике. 

Поэтому на этом же множестве и при тех же малых параметрах 
получаем 

Ê4>Q-*(I(\xf -ф$\<б")х 

x e x p ( 7 - 1 ( a m _ 1 ( X ^ - - hl,m-i(<*m-i))) I ̂ г . - » ) > 

^ Ê 7 ' e — » ( / ( I J C j * - ^ | < б")х 

x e x p - * T L ) - A i , « - ^ « « - ! ) - « * / 6 ) ) I ^ r . . , ) -
Далее, если cr-алгебра Ттт_х фиксированна, т.е. фиксированы зна­

чения всех процессов в момент T m _ i , то в силу теоремы 1 существует 
предел 

7Ю 

(^т ш -1 — параметр, который был опущен в .допредельном выражении; 
согласно теореме 1, предел не зависит от «начального значения» ). 
Поскольку этот предел дифференцируем (см. теорему 1), то преобразо­
вание Лежандра 1(ф,р) = sup(a/?- Д ^ Л д ^ ^ а ) ) строго выпукло по 

ос 

переменной ß (см. [7]). Таким образом, при достаточно малых 7 > О 
получаем оценку 

Ë™->(I(\xf - ф$\ < б")х 

^ ( T - W r f - ^ J - ï l ^ f e . . ! ) ) ) ! ^ , ) > 

>%™"-\I{\xf -ф$\<8")х 

VI. Зафиксируем теперь такое a m _ ! , что 
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при всех ß ф AT (<рт — <PTm-i))- Такой выбор возможен в силу строгой 
выпуклости /, если только 1(Фтт-г* A^CVT — ^Tm-i)) Ф 0 0 и если, более 
того, величина А"~1(у?у — фтт„г) является внутренней точкой множества 
КФтт-г,ß) < оо. Но этого всегда можно добиться, немного пошевелив 
кривую <рЛ, если использовать условие 5от(¥ ?) < °°- Отметим, что в 
силу этого условия величину а т _ х можно выбирать из ограниченного 
множества (ср. с [2]). 

При указанном выборе a m _ i выполнено равенство 

A A , m - l ( « * m - l ) = ~ Д / ( ^ Т т _ 1 5 А " Х ( ^ Т - ¥>T m - i ) ) + « m - l ( V T ~ V T ^ - i ) -

Теперь, когда а т __! зафиксировано, используем другую столь же 
полезную оценку: на том же множестве { |6y m _ 1 — Фт^А < £ m - i } П Р И 

достаточно малых А, Д , б" и 7 имеем 

Это вытекает из тех же соображений непрерывной зависимости, что и 
оценка для разности кумулянт h и h выше. Стало быть, получаем 

È^a->(I(\xf -ф$\<б")х 

= J ЩУ-1>Т\<Ь")Х 

^ e x p ( - 7 - V A / 6 ) j Щу-Фт\<б")х 

х exp ( 7 - 1 ( a m _ 1 ( y - Xtl^m^-^dy) > 

^ е х р ^ - ^ Д / З ) jЩу-Фт\ <*")* 

x e x p ( 7 - 1 ( e « - i ( » - ^ - x ) ) ) # l ' 1 r , e " " , W = 
= е х р ( - 7 - 1

1 / Д / 3 ) Е 7 , а " - 1 ( / ( | Х ^ - < *')х 

x e 4 > ( 7 - W , ( ^ - < J ) ) | ^ J . 

Стало быть, на множестве { | 0 j m — Фтш-Х\ < 4 - 1 } имеем 

^ exp ( - 7

_ 1 A i / - 7 ~ 1 Л д , т - 1 ( а т а _ 1 ) ) х 
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xW—^IQX? - фт\ < б")\ТТт_г\ехр(7-1(ат.г(^ - Ртт-г))) = 

= e x p ( - 7 _ 1 A i / - 7 _ 1 A / ( ^ r m _ i . А _ 1 ( У т - ¥ ' T m _ i ) ) ) x 

*F»'--4\xf ~1&\<*'\Гтш-г)-
VIL В силу теоремы 5.1.1 [2] (экспоненциальной оценки сверху), при­

мененной к семейству мер pi*a™-*9 справедливо соотношение 

p™--*(\xf-tà\<6")—>i, тЮ, 

(это проверяется с помощью тех же выкладок, что и в доказательстве 
теоремы 7.1.2 [2]). Стало быть , объединяя все полученные оценки, по­
лучаем при достаточно малых 7 

P^a~\\xf - t à \ < S " \ Ï T m _ l ) > 

> exp ( — 7 _ 1 А ( К ^ т Т _ 1 ) A - 1 ( V T - + "))) 

равномерно относительно CÜ е ft. Подставляя эту оценку в равенство 
п. V и уменьшая каждый раз при необходимости 6j, б" и Л, по индукции 
получаем оценку 

( Т П - 1 ч 

Y Л / ( ^ * А , Д ~ \ ^ ( * + 1 ) Д - ^ А ) ) - 7 " " 1 ^ ) -
VIII. Из рассуждений в доказательстве леммы 7.5.1 [2] следует ра­

венство 

] Г Д / ( ^ А , A " 1 ( V ( * + i )A - V Î A ) ) = / L(tâtâ)da, 

- A ~ 

где <£>Л — кусочно линейная функция, имеющая изломы в точках, крат­
ных Д , и принимающая в этих точках значение tp*. Итак , при доста­
точно малых 7 > 0 имеем 

Р (/>о,х(07, ¥>Л) < 0 > ехр ^-т"1 Х ( ^ Л , фХ

3) ds + i / j j . 

В силу выпуклости вниз функции L по второму аргументу отсюда ана­
логично [1], [2] получаем 

Р ( Р о , т ( 0 > Л ) < S) > exp(-7-\S&(<px) + V)). 
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IX. Наконец, в силу леммы 7.5.2 [2] для любой последовательности 
ступенчатых функций ф^п) -> (р £ C[0,T;Td] в C[0 ,T;T d ] существует 
такая последовательность <р^ G С[0,Т;Т% что 

т 

lim sup / i ( ^ n ) , ( p (

e

n ) ) d 5 ^ Sorte). 
П - + О О J 

О 

Стало быть, окончательно при достаточно малых у > 0 имеем оценку 

Р(/>о,г(* 7 ,У> Л ) < * ) > « р ( - 7 " 1 ( ^ о т ( ^ ) + ^ 

что совпадает с искомым неравенством (2.3). 
X. Доказательство неравенства (2.4) вытекает из рассуждений в до­

казательстве второго неравенства в теореме 7.5.1 [2]. Теорема 2 доказа­
на. 
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