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Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Е З Н А Ч Е Н И Й К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В 

Ф У Р Ь Е М О Д У Л Я Р Н Ы Х Ф О Р М В Е С А 1 

§ 0. ВВЕДЕНИЕ 

В с т а т ь е р а с с м а т р и в а ю т с я различные в о п р о с ы распределения 
значений коэффициентов Фурье модулярных форм в е с а 1 на поли­
номиальных п о с л е д о в а т е л ь н о с т я х натуральных чисел . 

Примем для п р о с т о т ы , ч т о 

П = 1 

- 5 L ( 2 , 2 ) - п а р а б о л и ч е с к а я форма целого веса к. Еще во времена 
Гекке и Х а р д и б ы л а получена оценка 

X > ( n ) | 2 « z * , (1) 
П<С.£ 

из к о т о р о й немедленно следует : 

£ W " ) i « * ( - + 1 ) / 2 - (2 ) 

Лишь недавно в некоторых случаях оценка (2 ) была улучшена; 
для с л у ч а я 

оо 
2-ninz 

9 ( г ) = Д ( 2 ) = ^ # « 
п = 1 

(SX(2 ,2£) -параболическая форма веса 12, открытая Рамануджа-
ном) Э л л и о т т , М о р е н о и Ш а х и д и [1] доказали: 

"£\T(n)\<xW(\ogx)-l<1* (3) 

Р а б о т а в ы п о л н е н а ч а с т и ч н о при финансовой п о д д е р ж к е с л е д у ю щ и х фон­
д о в : Р Ф Ф И ( г р а н т N o . 9 4 - 0 1 - 0 0 9 1 3 ) и ISF (Grant No . R 2 V 3 Q 0 ) . 
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(о д р у г и х р е з у л ь т а т а х - с м . в §1 ) . Ч т о касается ( 1 ) , то Ранкин [2] 
и С е л ь б е р г [3] показали (в б о л е е о б щ е й ситуации, с м . §5) , что 

J2\a(n)f = c(<p)xk + 0(zk-V5), ф > ) > 0 . (4) 

Р а с с м о т р и м п а р а б о л и ч е с к у ю форму 
оо 

5 ( z ; / ) = ^ S ( n ; / ) e 2 " ' - J 

П = 1 

в х о д я щ у ю в тета -ряд положительно определенной примитивной 
бинарной квадратичной (п .п .б .к . ) формы / ( с м . (7) ниже) . Первый 
параграф р а б о т ы связан с получением аналога (3 ) для случая 
формы S(z] / ) ( т е о р е м а 1 ) : 

а последний - с о с л е д у ю щ и м уточнением (4) для случая S(z\ /) 
( т е о р е м а 1 0 ) : 

£ * ( п , / ) 2 = сж + 0 ( х 1 / 2 + в ) , с > 0 . 
п <Сх 

М е т о д доказательства т е о р е м ы 10 связан с усилиями ряда мате­
матиков по решению п р о б л е м ы Ю . В . Линника о скалярном про­
изведении L-функций Гекке полей алгебраических чисел ( с м . [ 4 * ) -
8]); м е т о д ы этих а в т о р о в отличны от м е т о д а "свертки Ранкина", 
использованного в [9] также для изучения п р о б л е м ы Ю . В. Лин­
ника. 

С п о с о б доказательства т е о р е м ы 1 применяется в §2 для у т о ч ­
нения известной т е о р е м ы Бернайса [10] о количестве В(х; / ) на­
туральных чисел п ^ ж, представимых п.п.б.к. формой / . Нами в 
основных с л у ч а я х найдена константа в главном члене и дана яв­
ная оценка о с т а т о ч н о г о члена в э т о й теореме , чего ранее, видимо, 
сделано не было ( т е о р е м а 4; замечание 3 ) . Наиболее интересным и 
новым нам казалось наблюдение , что почти все числа, представи-
м ы е р о д о м п.п.б.к. форм, п р е д с т а в л я ю т с я каждым к л а с с о м э т о г о 
р о д а ( с л е д с т в и е 1 т е о р е м ы 3 ) . Однако в р а б о т е Б. М . Бредихина 
и Ю . В. Линника [11] б ы л о явно п о с т р о е н о м н о ж е с т в о чисел , ко­
т о р о е представимо каждой формой р о д а п.п.б.к. форм и к о т о р о е , 

*)В п р и в е д е н н о м в [4] р е з у л ь т а т е о р а с п р е д е л е н и и ц е л ы х т о ч е к на ч е т ы ­
р е х м е р н о м конусе о с т а т о ч н ы й ч л е н неоправданно занижен. 
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как недавно заметила Е. П. Г о л у б е в а [12], составляет почти все 
числа , представимые р о д о м . О б с у ж д е н и е и уточнение результата 
Б. М . Бредихина и Ю . В . Линника с м . в р а б о т е [12]. 

В §§3,4 изучается распределение делителей специального вида 
в полиномиальных п о с л е д о в а т е л ь н о с т я х . В частности , оценивает­
ся с в е р х у с у м м а 

п^.х 

где f(x) £ Щх], г 2 ( п ) = ^2 1, и выявляются законы распре-

деления делителей предписанного вида (1 и произведения только 
п р о с т ы х в и д а р = 4к-\-1 или 1 и произведения только п р о с т ы х вида 
р =r 4к — 1) в полиномиальных по с л едов ате л ьно стях { / ( n ) , п ^ х} 
(для определенных классов полиномов f(x) £ Z [ x ] ) . Т р у д н о с т и 
здесь вполне аналогичны. С а м и законы (в тех случаях , к о т о р ы е 
п о д д а ю т с я и с с л е д о в а н и ю ) г о в о р я т о симметрии в распределнии 
указанных типов делителей в полиномиальных последовательно­
стях ( с нарушением ее лишь в исключительных случаях , напри­
мер , для круговых полиномов Ф т ( х ) , 4 | т ; общий случай абелевых 
полиномов с предположением "4|а" ( с м , т еорему 5) т р е б у е т даль­
нейшего изучения) . 

Исследование д о с т а т о ч н о содержательно может быть проведе­
но для абелевых полиномов . Ч т о касается полиномов f(x) £ Щх] с 
неабелевой группой Галуа , т о здесь содержательные результаты 
м о г у т быть получены лишь в очень немногих случаях , поскольку 
в о п р о с упирается в нерешенную п р о б л е м у вычисления величины 
# { a € F p | / ( a ) = 0 } . 

Д о к а з а т е л ь с т в а наших результатов в §§1-4 б а з и р у ю т с я , в ч а с т ­
н о с т и , на оценках среднего значения мультипликативных функций 
о т полиномов , с о д е р ж а щ и х с я в р а б о т а х [13, 14] . 

Настоящая р а б о т а посвящена д в у м выдающимся математикам 
- Ю р и ю В л а д и м и р о в и ч у Линнику ( 1 9 1 5 - 1 9 7 2 ) и М а р к у Б о р и с о ­
вичу Б а р б а н у ( 1 9 3 5 - 1 9 6 8 ) . П е р в о м у в 1995 г о д у исполнилось бы 
80 лет, в т о р о м у - 60 . 

§ 1. С У М М А М О Д У Л Е Й КОЭФФИЦИЕНТОВ 

Ф У Р Ь Е П А Р А Б О Л И Ч Е С К И Х ФОРМ ВЕСА 1 

Гекке [15] получил с л е д у ю щ и й результат : пусть к ^ 1 и Q ^ 1 
- целые числа . Т о г д а для каждой параболической формы в е с а к 
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и ступени Q 
оо 

(p(z) = j2a(n)e27rinz/Q 

п = 1 

справедлива оценка (х —> с о ) 

£ W » ) l = o(*<t+1>'3). (5 ) 

Сравнительно недавно появились р а б о т ы о б L-функциях, связан­
ных с с и м м е т р и ч е с к и м и степенями автоморфных представлений 
группы G L ( 2 , AQ) ( с м . , например, Ш а х и д и [16]) . Опираясь на э ти 
исследования , Ранкин [17, 18] в некоторых случаях сумел улуч­
шить оценку Гекке ( 5 ) . Приведем результат из [18] . Пусть 

оо 

ф ) = a(n)e2*inz 

n=l 

- новая ф о р м а веса к для полной модулярной группы. Т о г д а 

2>""«ТЕПР- («) 
п^х 

где 8 = (8 - Зу/Е)/Ю = 0.065153 
В настоящем параграфе м ы п о л у ч и м оценку, с х о д н у ю с ( 6 ) , для 

случая п а р а б о л и ч е с к о й формы, входящей в тета-ряд п.п.б.к. фор­
м ы . П у с т ь / ( x i , х з ) = ах\ + 6x1X2 + сх\ - п.п.б.к. форма дискрими­
нанта d = Ь2 — Аас. П у с т ь А = —d/4, если 2|6; А = —d, если 2 f 6. 
П у с т ь Q(z; f) - т ета -ряд ф о р м ы / . По общей теории 

Q{z;f)=E(z;f) + S(z;f), ( 7 ) 

где E(z\f) - ряд Эйзенштейна, ассоциированный с тета -рядом, 
S(z\ f) - параболическая форма , входящая в тета-ряд. Переходя 
о т равенства (7 ) к равенству с о о т в е т с т в у ю щ и х коэффициентов Фу­
рье , имеем 

r(n;f) = e(n;f) + s(n;f). (Г) 

По р е з у л ь т а т у Гекке (5 ) 

п<Сх 

Д л я уточнения э т о й оценки применим представление s(n; / ) в 
форме , у ж е использованной в р а б о т а х [19, 20 ] . Пусть С , R и О -
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с о о т в е т с т в е н н о класс , р о д и м н о ж е с т в о всех п.п.б.к. форм дискри­
минанта d, к о т о р ы м принадлежит форма f(x\, х2). Лля упроще­
ния изложения будем считать дискриминант d фундаментальным. 
Из т е о р и и квадратичных форм известно , что между классами С 
п.п.б.к. форм дискриминанта d и классами С идеальных чисел мни­
м о г о квадратичного поля Q(y/d) с у щ е с т в у е т взаимно однозначное 
с о о т в е т с т в и е . Введем обозначения: 

' 6 при d = - з , 

< 4 при </ = - 4 , 

, 2 при d< - 4 . 

П у с т ь 

r(n;f)= £ 1; 
n = / ( a ? 1 , x 3 ) 

г ( п ; Я ) = J2 !' 

где (p E R означает, что ip п р о б е г а е т п о л н у ю с и с т е м у представи­
телей к л а с с о в форм, принадлежащих R. Введем также величину, 
к о т о р а я нам п о т р е б у е т с я ниже: 

r ( n ; 0 ) = £ 1. 
п-(р(хг,х2), 

<р£0 

И м е е м 

r(n;f) = w !' (8) 

O^argor<27r/ty 

r(n]R) = w 
n=N(a), a£R, 
0^a rga<2? r /u> 

где R - р о д идеальных чисел , к о т о р о м у принадлежит класс С. 
П у с т ь Д, ho, h\ - число всех к л а с с о в идеальных чисел поля 

Q(\/d), ч и с л о классов в роде , ч и с л о р о д о в соответственно (те же 
обозначения б у д у т у п о т р е б л я т ь с я для ф о р м ) . Имеем h = hoh\. 

П р е о б р а з у е м п р а в у ю часть (8 ) с п о м о щ ь ю характеров группы 
классов идеальных чисел: 

r(n; f) = jY,x(C) £ *(")• (9) 
X n=N(a), 

0^argcr<27r / iu 



Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Е З Н А Ч Е Н И Й К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В Ф У Р Ь Е 201 

Во внешней с у м м е справа в (9) выделим главный характер ХГ И 

квадратичные характеры %2 (если h ч е т н о ) ; остальные характеры 
обозначим через хз.Как следует из т е о р е м ы Г а у с с а о б удвоении, 
значения квадратичных характеров одинаковы на фиксированном 
роде , п о э т о м у 

^Ъ(С) £ Xi (« ) + £ £ x ( C ) £ = 
п=ЛГ(а), Х 2 n=N(a), 

O^arg а<27г/и; 0^arga<27r/u; 

= т ^ г ( п ; R) = e ( n ; f ) . 
tlQ 

Тем с а м ы м , м о ж н о получить с л е д у ю щ е е представление коэффици­
ента Ф у р ь е s(n; / ) и н т е р е с у ю щ е й нас п а р а б о л и ч е с к о й формы ( с м . 
( Г ) : 

* ( « ; / ) = | £ > 3 ( С ) * з ( « ) . ( 1 0 ) 
Хз nzzN(a), 

O^arg a<27r/ty 

Введем обозначение 

^ з ( ^ ) = ог(п, хз) = <т(п). 
nzzN(a), 

Q^.3.vga<2w/u) 

Если n = N(a) - норма идеального числа , то каноническое разло­
жение п на п р о с т ы е рациональные числа имеет вид 

n = p ^ . . . p a r ? q \ b l . . . q > . . . l ? . . X l \ ( П ) 

где ч и с л а р — N(p) = рр - н о р м ы п р о с т ы х идеальных чисел первой 
степени, q - п р о с т ы е идеальные числа в т о р о й степени (они сами 
- рациональные ч и с л а ) , N(q) = q2\ I - делители дискриминанта cf, 
I2 = / , N(i) = /. 

А . И . В и н о г р а д о в [19] ввел с л е д у ю щ у ю мультипликативную 
функцию А(п) : если п имеет вид ( 1 1 ) , то положим 

А ( п , х з ) = А(п) = ПА (р?0 , 
t = l 

где 

ЧР") = 

А(<? 2 6) = 1 (6 = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

А ( / е ) = 1 (е = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 
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Если п в с в о е м разложении (11) с о д е р ж и т х о т я бы одну степень 
п р о с т о г о числа , к о т о р а я не является н о р м о й идеального числа , то 
положим А(п) = 0. Легко показать, ч т о А ( п ) = А(п, хз) = |<т(п, хз)| 
и ч т о A(n) <J d(n) ( число делителей п ) . 

Нам п о т р е б у е т с я с л е д у ю щ а я лемма ( с м . [14]) . 

Л е м м а 1. Пусть t(n) мультипликативна, t(n) ^ 0 ; t(pk) <С k°l, ^ / 
к = 1,оо (р простое), f(m) = a i m % ~ неприводимый (над коль-

i = 0 

цом целых) полином, (а\, а 2 ) . . . , щ) = 1, |а,| <С я С 2 , тогда 

£ , ( / ( „ ) ) « , ( 1 о 8 « ( Д ) Г ехр ( Е ^ ) № ) - 1 ) 

Здесь D - дискриминант многочлена f(m); UJ(D) = ^ 1; L(a) - чи-
P\D 

ело решении сравнения f(m) = 0 (mod а), 0 <^ т < а; I, с\, с 2 -
константы, сз - постоянная, зависящая лишь от I, с\, с2. 

Нам б у д е т н е о б х о д и м а также с л е д у ю щ а я лемма [21] . 

Л е м м а 2. Б обозначениях и предположениях леммы 1 при ж —•» со 

V ^ = l o g l o g x + C + o ( l ) , 
^—' Т) 

где С - константа. 

Применяя леммы 1 и 2, получаем 

„ х Е М Р ) / Р 

п<х 

где д о конца доказательства р = N(p) - норма п р о с т ы х идеальных 
чисел п е р в о й степени. Очевидно , 

И м е е м 

y ; M = 7 i 0 g i o g x + o(i), 
р^х 

где ( т > 0 - целое с условиями m|/i, т ^ 3) 

1 т 

т 
/=1 

2тг/ 
cos га 4 
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При э т о м м ы в о с п о л ь з о в а л и с ь с л е д у ю щ е й асимптотической фор­
мулой , вытекающем из результатов Гекке, 

N(p)^x,Pect 

0 ^ arg р<2тг/ии 

П о э т о м у 

5 A ( n ) < < (b^" 
п^х V о / 

Последняя оценка в м е с т е с формулой (10) приводит к с л е д у ю щ е й 
т е о р е м е , к о т о р а я на с а м о м деле верна для п.п.б.к. форм произ­
вольного дискриминанта d < 0. 
Т е о р е м а 1. Пусть 

оо 

5 ( * ; / ) = 5 > ( П ; / ) е 2 " п ' 
n = l 

- параболическая форма, входящая в тета-ряд п.п.б.к. формы f (см. 
(7)) . Тогда 

? | s ( n ; / ) l < < ( i o ^ -

З а м е ч а н и е 1. М о ж н о показать , ч т о для каждой п.п.б.к. формы 
f(x\, Х2) дискриминанта d = —23 ( с ч и с л о м классов форм h = 3) 
имеет м е с т о асимптотика (ж оо) 

С > 0 - константа . 

З а м е ч а н и е 2. Как известно , в случае п.п.б.к. форм / ( # 1 , Х2) вели­
чины е(п; / ) и ${п\ f) д о в о л ь н о ч а с т о и м е ю т один и т о т же порядок; 
например, в естественных предположениях для конечной части Р\ 
всех п р о с т ы х чисел е(р] /) = —s(p] /), р £ Р\. Э т о является при­
чиной т о г о , ч т о п р о б л е м а п р е д с т а в и м о с т и натуральных чисел ин­
дивидуальной п.п.б.к. ф о р м о й не решена. Покажем, однако, что в 
среднем е(п; / ) "больше" , чем |s(n; / ) | . Действительно , пусть Л(ж) 
- м н о ж е с т в о целых чисел п ^ ж, представимых р о д о м Д. В силу 
очевидных неравенств —е(п; / ) ^ s(n; / ) ^ (/г — 1 ) е ( п ; / ) , д о с т а т о ч н о 
р а с с м о т р е т ь средние значения на множестве R(x) Известно ( с м . 
§2 ниже) , что 

# { Я ( х ) } х - ^ = . 
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П о э т о м у 

{ с р е д н е е значение е(п; / ) на R(x)} х (log ж ) 1 / 2 . 

По т е о р е м е 1 

{ с р е д н е е значение |s(n; / ) | на R(x)} <С (log ж ) 1 / 6 . 

М е т о д о м доказательства т е о р е м ы 1 можно получить и такой ре­
зультат (для п р о с т о т ы б е р е м простейший полином в т о р о й степени 
ж 2 - f a ) . 

Теорема 2. Сохраним обозначения теоремы 1, пусть %d(n) - харак­
тер поля Q(s/d). 

1) .Если (-—) и Xd(n) ~ эквивалентные характеры, то 

£ | S ( n 2 + a ; / ) | < x ( l o g x ) 1 / 3 . 

2) .ЁЪш ("тр) w Х^(п) - неэквивалентные характеры, то 

Е к « 2 + « ; / ) 1 « ( ь ^ ) Т 7 з -

Поведение |s(n; / ) | на д р у г и х полиномиальных последователь­
ностях здесь не р а с с м а т р и в а е т с я , поскольку ниже б у д е т изучена 
сходная задача для функции г 2 ( п ) . 

§ 2. Т Е О Р Е М А Б Е Р Н А Й С А 

В 1908 г о д у Л а н д а у [22] получил с л е д у ю щ и й результат : 
пусть В(х) - к о л и ч е с т в о целых положительных п ^ ж, к о т о р ы е 

м о г у т быть представлены в виде п == ж 2 + ж 2 , где жх, ж 2 - целые. 
Т о г д а 

lim x ~ l \ / \ o g x B { x ) = 6, 
a?-+oo 

где 6 - положительная явно вычисляемая константа . 
В книге о Рамануджане [23] Х а р д и заметил, ч т о для В(х) можно 

получить а с и м п т о т и ч е с к о е разложение 

B ( x ) = f c ( l + « + ' + . . . ) . (12) 

V ^ o g x V log ж l og 2 ж ) 

Д ж е й м с [24] доказал с л е д у ю щ у ю т е о р е м у : 
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пусть В ' ( х \ 0 ) означает к о л и ч е с т в о целых положительных п ^ 
х, к о т о р ы е м о г у т быть представлены п.п.б.к. формами заданного 
дискриминанта d ) причем ( n , 2 A ) = 1. Т о г д а ( х —• оо) 

B , ( x ] 0 ) = b f ( 0 ) x / ( l o g x ) 1 / 2 + 0 ( x / l o g x ) , (13) 

где b'(O) - положительная константа , выражение для к о т о р о й да­
ется . 

Полл [25] у б р а л ограничение ( n , 2 A ) = 1 и получил аналогич­
н у ю а с и м п т о т и ч е с к у ю ф о р м у л у с явно подсчитанной постоянной 
6 ( 0 ) в главном члене: 

В ( х ] О ) = Ь(0)х/(log х ) 1 / 2 + О ( х / log х ) . 

О т м е т и м , что при доказательстве с в о е г о результата Полл опи­
рался на формулу Д ж е й м с а ( 1 3 ) . 

В дальнейшем Х о й п е л ь [26] и, наконец, Р. М . Кауфман [27] за­
менили о с т а т о ч н ы й член в формуле Полла асимптотическим раз­
ложением ( с м . также [28, 29 ] ) , получив полный аналог ( 1 2 ) . 

Значительно труднее перенести результат Ландау на индиви­
д у а л ь н у ю форму. Впервые э т о сделал в своей диссертации [10] 
Бернайс . Поскольку э т а публикация нам недоступна, сформули­
руем результат Бернайса по книге Д и к с о н а ([30] , р . 4 9 ) : 

п у с т ь / ( x i , Х 2 ) - п.п.б.к. ф о р м а дискриминанта d. Т о г д а коли­
ч е с т в о В { х \ / ) целых положительных чисел п ^ х, представимых 
ф о р м о й f(x\, Х 2 ) , у д о в л е т в о р я е т а с и м п т о т и ч е с к о м у с о о т н о ш е н и ю 
(х —» оо ) 

о / г \ ^ Ж 

5 ( * ; / ) ~ ( } ^ 7 2 ' 

где константа bd зависит лишь о т дискриминанта d. 
В р а б о т е [31] О д о н и дал с в о е доказательство результата Б е р ­

найса в форме 

B(s;f) = A(f)x(logx)-1'2{l + 0((logx)-BW)}, B(f) > 0. 

М е т о д О д о н и , по-видимому, не позволяет вычислить константу 
A ( f ) и не дает информации о B ( f ) . М ы не знаем работ , в которых 
вычислялась бы константа в главном члене, кроме статьи [32], где 
делается попытка решить задачу для случая формы х \ + Ь х \ . 

Наконец, следует указать на с т а т ь ю [11] Б. М . Бредихина и 
Ю . В . Линника, о к о т о р о й п о д р о б н е е сказано в §0. 

В настоящем параграфе м ы даем доказательство теоремы Бер­
найса, п о з в о л я ю щ е е п о д с ч и т а т ь константу в главном члене и оце­
нить показатель степени в о с т а т о ч н о м члене. Величина г(п; / ) за­
висит не от индивидуальной ф о р м ы / , а от класса С , к о т о р о м у 



206 О . М . Ф О М Е Н К О 

принадлежит / . П о э т о м у в м е с т о г(п; / ) нам у д о б н о иногда писать 
г(п; С). Наряду с величинами £ ( х ; О ) и В(х\С) = В ( х ; / ) будем 
р а с с м а т р и в а т ь величину В(х; Я ) = # { Я ( х ) } , количество целых по­
ложительных п ^ х, представимых р о д о м форм Я . Будем рас­
с м а т р и в а т ь также с х о д н ы е величины J9'(x; С ) , £ ' ( ж ; Я ) , В'(х\ О) 
( п о с л е д н ю ю м ы уже ввели выше) с дополнительным условием 
( п , 2 Д ) = 1. 

И з в е с т н о , что если d - фундаментальный дискриминант и п 
представляется формой / ( x i , x 2 ) , то р о д Я формы / единствен­
ный, к о т о р ы й представляет п. Если же d - нефундаментальный 
дискриминант, то в с л у ч а е ( п , 2 А ) > 1 п может представляться 
несколькими родами Я , Я ' , Я " , . . . , причем, как доказано в [33], 

г(п; Я ) = г(п; Я ' ) = г(п; Я " ) 

О б о з н а ч и м количество р о д о в ф о р м дискриминанта d, представля­
ю щ и х п, через х ( п ) . 

Т е о р е м а 3. Пусть / ( x i , х 2 ) - п.п.6.к. форма дискриминанта d, f £ 
С С Я С О . Пусть А - некоторое множество натуральных чисел, 
содержащееся в Я ( х ) . Тогда 

у; x(»)!^l = f • #л + о ( 7 Г - ^ ) . 
^ 4 > ( п ; 0 ) /г0 V ( b g x ) 2 / V 

Д л я доказательства нам п о т р е б у е т с я с л е д у ю щ а я лемма [34] . 

Л е м м а 3. Пусть f(x\, £ 2 ) _ п. п.5. к. форма дискриминанта d, f € О. 
Пусть п = 2ат (2 { го), Д = 2хАх (2 } A i ) , / | | п ( р > 2 ) , р ' | | Д , и = 
= ПР\ПУ-

Тогда 

к - ; О ) = -Х;П*;Е0!)> 
p\d v\u 4 7 

Р > 2 

где w - число единиц формы f(x\, х 2 ) ; а величины % 2 г/ х* вычисля­
ются по формулам 

Х\ = 2 а / 2 при а < х , 2 |а, 

= 2 ( х " 1 ) / 2 при а > х , 2 | х , 
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= 2 х / 2 при а > х , . 2 | х , A i = 1 (mod 4) , 

= 3 • 2 х / 2 при 2|d, а > х , 2 |а, 2 | х , A i = 3 (mod 8) , 

= (а - х - 1 ) 2 х / 2 при 2|d, а> х , 2 | х , Аг=7 (mod 8) , 

= <* + 1 при 2\d, А = 7 (mod 8 ) э 

= 1 при 2 { d, А = 3 (mod 8) , 

= 0 в остальных случаях; 

* ; = У / 2 при / ? < / , 2|/?, 

= р ( ' - 1 ) / 2 при / ? ^ / , 2 | / , 

= р ' / 2 + р ' / 2 - 1 при' 2\l, 2\(3, (Z^j = - l , 

= ( / 3 - / + l ) ( p ' / ' - p ' / ^ i ) при 2|/ , ( I J i ) = l . 

= 0 в остальных случаях. 

При доказательстве т е о р е м ы 3 м ы сначала р а с с м о т р и м случай 
фундаментального дискриминанта d. Т о г д а 

г(п;0) = w^Txd(v), 

где Xd{v) _ характер поля Q(\/d). В §1 м ы получили равенство 

г ( п | С ) = ^ - г ( п ; й ) + о(р(п)). 
Теперь м ы используем равенство ( здесь и ниже б е р у т с я те п, для 
к о т о р ы х выражения и м е ю т с м ы с л ) 

r ( n ; C ) _ 1 г ( п ; Я ) , ^ / v - A ( n ) 
r ( n ; 0 ) h0 r(n; O ) \ ^ r ( n ; 0 ) 

Для доказательства т е о р е м ы д о с т а т о ч н о оценить с у м м у 

А(п) Е 
где rQ(n) = ]Р Xd(^) - Применяя лемму 1, получаем, как и при д о -

казательстве т е о р е м ы 1, 

т -^ Х(п) х 5 
r 0 ( n ) log ж 
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где р = N{p) - н о р м ы п р о с т ы х идеальных чисел первой степени 
поля Q(Vd). П о в т о р я я дальнейшие рассуждения из §1, получаем 
н у ж н у ю оценку 

Е Чп) „ х 

п^Г0(п) ^ ( l 0gx )2 /3 ' 

о т к у д а с л е д у е т справедливость т е о р е м ы 3 в рассматриваемом 
ч а с т н о м с л у ч а е . 

П е р е й д е м к с л у ч а ю л ю б о г о дискриминанта d < 0. Обозначим 
через Q произведения степеней тех п р о с т ы х чисел, к о т о р ы е входят 
в 2 Д . Р а з о б ъ е м отрезок натуральных чисел [1, ж] на части : 

п 

где 1а с о с т о и т из произведений вида fit/, П постоянно, и пробегает 
м н о ж е с т в о чисел Qu £ [1, ж]. На м н о ж е с т в е In величины xl> Хр 
постоянны ( с м . лемму 3 ) . Оценка с у м м ы 

У Л<") (14) 
п^.х 

с в о д и т с я к и с с л е д о в а н и ю с у м м 

А(П) 

1С г(щОУ 

а последние оцениваются т о ч н о так же, как оценивалась с у м м а 
(14 ) в с л у ч а е фундаментальных дискриминантов . В остальном д о ­
казательство не меняется . Т е о р е м а 3 доказана. 

С л е д с т в и е 1. В прежних обозначениях имеем (ж —+ оо) 

В(«;О = В ( « ; Я ) + 0 ( ^ 7 з ) . 

Д л я доказательства д о с т а т о ч н о применить теорему 3 к мно­
ж е с т в у А = AQ, с о с т о я щ е м у лишь из тех п £ Д(ж), к о т о р ы е не 
п р е д с т а в и м ы С . 

О с т а е т с я получить а с и м п т о т и ч е с к у ю формулу для В(х;С) с 
главным членом в виде функции о т ж. Для э т о г о выведем из т е о ­
р е м ы 3 еще одно следствие . 

С л е д с т в и е 2. В прежних обозначениях имеем (х оо) 

В ' ( х ; С ) = В ' ( х ; й ) + о ( ^ | ^ ) . 
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Д л я величины B'{x\R) а с и м п т о т и ч е с к у ю формулу можно по­
лучить , в в о д я в с х е м у Д ж е й м с а [24] р о д о в ы е характеры. М ы не 
будем приводить доказательство , поскольку оно в значительной 
степени п о в т о р я е т р а б о т у [24], с ф о р м у л и р у е м лишь полученный 
результат : при ж —• оо 

где константа 6 ' ( 0 ) вычислена Д ж е й м с о м ( с м . ( 1 3 ) ) . 
С л е д с т в и е 2 и (15) д а ю т : 

Ф о р м у л у для В{х\ R) можно получить , используя формулу (15) 
п о д о б н о т о м у как Полл [25] выводил формулу для В(х;0) из фор­
м у л ы для В'(х\ О ) . Сравнительно п р о с т о рассматривается случай 
фундаментальных дискриминантов . При э т о м , естественно, н е о б ­
х о д и м ы у с л о в и я п р е д с т а в и м о с т и чисел р о д о м форм ( с м . , напри­
мер , [33] ) . В результате получаем формулу (х —> оо) 

„ч b(R)x 
(log ж ) 1 / 2 \ log X J 

в к о т о р о й константа b(R) одинакова для всех р о д о в Й С О , откуда 
с л е д у е т соотношение : b(R) = ~ 6 ( 0 ) . С ф о р м у л и р у е м полученный 
результат . 

Т е о р е м а 4 . В случае фундаментального дискриминанта d < О име­
ем формулу (ж —• с о ) 

в < - с > Ч е т + 0 ( е т ) - ( 1 7 ) 

где 6 ( 0 ) - константа Полла. В случае произвольного дискриминанта 
d < О имеет место формула ( 1 6 ) , где 6 ' ( 0 ) - константа Джеймса. 

З а м е ч а н и е 3 . В случае произвольного дискриминанта d < О име­
ет м е с т о формула , аналогичная ( 1 7 ) , однако константа в главном 
члене имеет б о л е е сложный вид и здесь не приводится . 

§ 3. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ Г 2 ( п ) 

П у с т ь d(n) - число целых положительных делителей целого по­
л о ж и т е л ь н о г о п и пусть / ( п ) - полином о т ж с целыми коэффици­
ентами, неприводимый над Ъ. Для п р о с т о т ы положим f(n) > 0 для 

14 Заказ 227 
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п = 1,2, 3, Э р д е ш [21] показал, ч т о с у щ е с т в у ю т положительные 
константы Л4- = A t ( / ) (г = 1,2) такие, ч т о 

A i x l o g x ^ ] Р d(f(n)) ^ A 2 x l o g x . 
п^а ; 

В с л у ч а е / ( ж ) = ах2 + Ьх + с Скауфилд [35] получил асимптотиче­
с к у ю ф о р м у л у (х —> оо) 

d(f(n)) = i 4 i ( / ) x l o g « . + 0 ( « l o g l o & ? ? ) , (18) 
n^a; 

Одновременно в случае б 2 — Аас = —/г2 им доказана асимптотиче­
ская ф о р м у л а (х —> оо) 

£ r 2 ( / ( n ) ) = A2(f)x log х + О (х log log х ) . (19) 
п^х 

Х о л и [36] сумел д о в е с т и результат (18) д о 

J2 < № ) ) = А\(/)*logх + B\(f)x + О(х8/9log3 х). (20) 
п^а ; 

Одновременно он улучшил асимптотику ( 1 9 ) , а в с л у ч а е Ь-Аасф—р2 

его результат имеет вид 

5 > 2 ( / Ы ) = . ^ 3 ( / ) * + 0 ( a r 8 / 9 l o g 3 ' - i ) . (21) 
ri^ar 

Позднее В . А . Быковский [37] довел показатель 8 /9 в (20) до 2 / 3 . 
А н а л о г результата Э р д е ш а для г 2 ( п ) в с л у ч а е неприводимого 

полинома / ( х ) степени ^ 3 пока не получен . Не получены даже 
оценка снизу или нетривиальная оценка сверху . 

В настоящем параграфе м ы докажем нетривиальную оценку 
с в е р х у для с у м м ы 

Х> (/(«)) (22) 
П ^ X 

в случае неприводимых полиномов / ( х ) специального вида степени 
^ 3. В с е р а с с м а т р и в а е м ы е ниже полиномы о б л а д а ю т свойствами: 
f ( n ) > 0 для всех п £ N, кроме , м о ж е т б ы т ь , конечного числа; 
в с у м м а х типа (22 ) б е р у т с я только те п, для которых / ( п ) > 0. 
"Нетривиальность" оценки означает, ч т о она лучше с л е д у ю щ е й 
оценки, к о т о р а я п о л у ч а е т с я из результата Э р д е ш а : 

X>2(/(n)) < x l o g x . (23) 
п^х 
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За некоторыми исключениями ( с м . случай "а = 4Л" т е о р е м ы 5) 
доказанная нами- оценка имеет вид 

%2Mf(n)) < ж 
п<^х 

и, по-видимому, неулучшаема по порядку (а для с о о т в е т с т в у ю щ и х 
квадратичных полиномов в т о ч н о с т и неулучшаема, с р . с ( 2 1 ) ) . 
В исключительных случаях наша оценка совпадает с "тривиаль­
ной" оценкой (23) и также, по-видимому, неулучшаема по порядку 
(а для с о о т в е т с т в у ю щ и х квадратичных полиномов в т о ч н о с т и не­
улучшаема , с р . с ( 1 9 ) ) . 

З а м е ч а н и е 4 П у с т ь (р(х\, х2) - п.п.б.к. форма фундаментального 
дискриминанта d, принадлежащая р о д у форм R^. В с т а е т в о п р о с 
о переносе асимптотики (2Д) на случай с у м м ы 

] £ г ( / ( п ) ; у > ) . 

Ограничимся ч а с т н ы м с л у ч а е м / ( х ) = х2 + а, где ( ^ ) и X d ( n ) -
неэквивалентные характеры. В силу т е о р е м ы 2 (ж —» оо) 

£ г ^ + а ^ = т г Х г ( " 2 + а ; *>) + 0 ( ( ь й ^ ) • 

Разбивая значения; п из [1, х] на п р о г р е с с и и так, как э т о было 
сделано в р а б о т е [38], а затем применяя м е т о д Х о л и , получим 
(х —» оо) 

Ф 2 + «; ^ ) = Сх + о ( х 8 / 9 + £ ) , 
п*Саг 

откуда 

О т м е т и м , ч т о п о д о б н о е рассуждение на примере иной и более 
сложной задачи впервые применила Е. П. Г о л у б е в а [39]. 

Возвращаясь к оценке с у м м ы ( 2 2 ) , будем предполагать , ч т о / (ж) 
- неприводимый полином степени га с целыми коэффициентами и 
старшим коэффициентом 1. П у с т ь Spl{f(x)} - м н о ж е с т в о всех про­
с т ы х р таких, что / ( х ) mod р разлагается в произведение различ­
ных линейных полиномов над полем из р элементов Fp. Для оценки 
с у м м ы (22) будем применять лемму 1; нам п о т р е б у е т с я полная ин­
формация о величине 

Ц р ) = # { « е ^ | / ( « ) = о } . 
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К с о ж а л е н и ю , вычисление э т о й величины в настоящее время про­
ведено лишь в некоторых случаях . Сначала р а с с м о т р и м абелевы 
полиномы (т .е . полиномы с абелевой группой Галуа ) . В абелевом 
случае м о ж н о вычислить L(p), поскольку из теории полей классов 
над Q следует : м н о ж е с т в о Spl{f(x)} м о ж е т быть описано конгру-
энциальными у с л о в и я м и по м о д у л ю , зависящему от / ( ж ) , в т о м и 
только в т о м с л у ч а е , если полином f(x) абелев ( с м . [40]) . Т о ч н а я 
форма первой половины э т о г о результата дается законом взаим­
н о с т и А р т и н а (над Q ) : 

пусть K/Q - конечное абелево расширение с группой Галуа 
G = Gal(K/Q) и пусть Г - подгруппа группы Q*, порожденная про­
стыми , неразветвленными в К. Т о г д а символ А р т и н а дает с ю р ъ -
ективный г р у п п о в о й г о м о м о р ф и з м а : Г —» G, я д р о к о т о р о г о с о ­
держит л у ч е в у ю группу Г а , а = р\1 . . .ре/, где р ь . . . , p s - развет­
вленные в К п р о с т ы е и е,- ^ 1. 

Из э т о г о закона можно в ы в е с т и [40], ч т о Spl(f) с т о ч н о с т ь ю до 
конечного ч и с л а исключений с о с т о и т из п р о с т ы х в п р о г р е с с и я х 

{р = ак -Mi, р = ак + / 2 , . . . , р = ак + If } , 

причем одна из п р о г р е с с и й имеет вид {р = ак -f , /t- = 1} ; будем 
считать , ч т о l\ = 1. 

П у с т ь 7*2(п) = ^ г 2 ( п ) . Л е м м ы 1 и 2 сводят оценку с у м м ы (22) к 
и с с л е д о в а н и ю с у м м ы 

^2 L(p)r2(p) 

Р^* Р 

Б у д е м р а с с м а т р и в а т ь отдельно три случая : 1) а = 4Л; 2) а = 2А, 
А = 2А\ + 1; 3) а = 2A -f 1. Р а с с м о т р и м случай 1 ) . Р а з о б ъ е м 
п р о с т ы е ч и с л а в указанных п р о г р е с с и я х на два класса (в с л у ч а е 
н е о б х о д и м о с т и переобозначив н о м е р а п р о г р е с с и й ) : 

{р = 4Ак + 1, р = + / 2 , • • . , Р = 4Л£ + i / o } , 

{ р = ААк 4- / / о + 1 , Р = 4 ^ + / / о + 2 | . . . , р = 4ilfc + / / } (1 ^ / о ^ / ) . 

В с е ч и с л а 1, / 2 , . . . , / ; 0 и м е ю т вид 1, / 2 = 4 L 2 + 1,... , / / 0 = 4 L / 0 + 1; 
в с е числа / / о + 1 , / / 0 + 2 ) . . . , / / и м е ю т вид / / 0 + i = 4 L / o + i - 1, / / о + 2 = 
4 L / 0 + 2 — 1 , . . . , / / = 4 L / — 1 (конечно, / / = 4 L / -f 1, если / 0 = / ) . 
На п р о с т ы х п е р в о г о класса г 2 ( р ) = 2, на п р о с т ы х в т о р о г о класса 
г 2 ( р ) = 0. Имеем (х с о ) 

E ^ r i M = 2 m 1 . / o l o g l o g x + 0 { i ) , 
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но = ~ , п о э т о м у правая ч а с т ь равенства равна 

2 ^ 1 o g l o g x + 0 ( l ) , 

откуда 
S r 2 ( / ( n ) ) < x ( l o g x ) 2 / o / / - 1 

П е р е х о д и м к с л у ч а ю 2 ) . У наших п р о г р е с с и й {2Ак + 1, 2Ак + 
/2,... ,2Ак + / / } 1, / 2 , • • • , / /0 и м е ю т вид 4L{ + 1 (i = 1 ,2 , . . . , / 0 ) , а 
/ / 0 + ь / / 0 + 2 , . . . , / / и м е ю т вид 4L,- - 1 (г = / 0 + 1 , . . . , / ) . П р о с т ы е в 
наших п р о г р е с с и я х разделим на два типа; тип I характеризуется 
у с л о в и е м к = 2к\, а тип II - у с л о в и е м к = 2к\ + 1. В с о о т в е т с т в и и 
с э т и м с у м м а по п р о с т ы м разделится с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

у L(p)r*2(p) = yU) L(Py2(p) | 

Z _ / р ^Р^х р 

Применяя теперь рассуждения , использованные в случае 1 ) , имеем 
(х —* оо) 

^ ( / ) = ^ 1 о ё 1 о 6 х + 0 ( 1 ) , 

^ ( " ) = / ^ f o l o g l o g x + 0 ( 1 ) i 

X ) r 2 ( / ( n ) ) < х. 
о т к у д а 

С л у ч а й 3 ) , х о т я и сложнее первых д в у х , но довольно прост ; м ы 
опускаем доказательство и приводим лишь результат: 

Х ^ г 2 ( Д п ) ) < * -
п<а? 

С ф о р м у л и р у е м полученную т е о р е м у . 

Т е о р е м а 5. Пусть / ( х ) - неприводимый полином степени т с це­
лыми коэффициентами и старшим коэффициентом 1. Предполага­
ется, что этот полином абелев. Пусть {ak -f / * } (г = 1 ,2 , . . . , / ) -
прогрессии, простые числа р в которых составляют (с точностью 
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до конечного множества) Spl(f). В случае а = А А пусть /0 - ко­
личество прогрессий вида {ААк 4- 4Lt- + I (i = 1 , 2 , . . . , / 0 ) } (имеем 
1 ^ /о ^ f), тогда 

^r2(f(n))<x(\ogx)2fo/J-\ 
П^Х 

Если же 4 \ а, то 

Х>2(Дп)) < Ж . 

З а м е ч а н и е 5. 1) Для квадратичных полиномов практически все ­
гда / = 2/о и лишь в исключительных (легко описываемых) слу­
чаях / = / 0 = 1. В о б щ е м ( а б е л е в о м ) случае при а = АА еще 
т р е б у е т с я дополнительное исследование . 

2) Интересный пример применения т е о р е м ы 5 - круговые поли­
номы. П у с т ь Фт(х) - m-ый к р у г о в о й полином. Известно , ч т о 

5 р / ( Ф т ( х ) ) = { р = 1 ( m o d r n ) } . 

В с л у ч а е га = AM 

] Г г 2 ( Ф т ( п ) ) < ж 1 о ё ж (24) 

(в ч а с т н о с т и , для Ф^ж) = ж 2 -f 1 оценка (24) неулучшаема по по ­
рядку) ; для всех га, 4 \ га, 

£ г 2 ( Ф т ( п ) ) < ж (25) 

(в ч а с т н о с т и , для Ф 3 (ж) = ж 2 + х 4- 1 оценка (25) неулучшаема по 
п о р я д к у ) . 

П е р е х о д и м к полиномам с неабелевой группой Галуа. Для них 
известно не м н о г о результатов о виде L ( p ) ( [ 4 1 - 4 4 ] ) . М ы р а с с м о ­
трим с у м м у (22 ) в двух с л е д у ю щ и х случаях : f ( x ) - кубический 
полином в е с ь м а о б щ е г о вида или f(x) — х А — т . Начнем с первого 
случая . 

П у с т ь / ( ж ) = x 3 - b a x 2 - f бж-fc (a, 6, с £ Z ) - неприводимый полином, 
поле разложение К к о т о р о г о есть расширение Галуа над Q с G = 
Gal(K/Q) = S 3 ( с и м м е т р и ч е с к а я группа порядка 3) и содержит 
мнимое квадратичное поле к = Q{y/—D), где — D - дискриминант 
к. П у с т ь 

сю 

п = 1 
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- L-функция А р т и н а , ассоциированная с двумерным комплексным 
неприводимым представлением 

р : Gal(KfQ) -» GL2{C) 

с к о н д у к т о р о м N, где D\N. Т о г д а представление det р группы G, 
определенное п о с р е д с т в о м (det р)(д) — det р(д), индуцирует харак­
тер Л и р и х л е (—£) /* ) . Определим функцию S(z) п о с р е д с т в о м 

S{z) = ^ a ( n ) e 2 n i n z . 
n = l 

Из т е о р и и Гекке-В ей ля следует , ч т о S(z) является нормализован­
ной новой ф о р м о й веса 1и характера (—£)/*) на группе TQ(N). Кой­
ке [42] доказал с л е д у ю щ и й результат : 

пусть М - произведение всех п р о с т ы х чисел , появляющихся в 
а, 6, с, и п у с т ь р - л ю б о е п р о с т о е такое, что 

p\MN; (*) 

т о г д а имеем 

£(р) = а ( р ) 2 - ( ^ ) - ( 26 ) 

Койке доказал также, ч т о для р \ МN 

(a(p) = 0 <=>(-D/p) = - l , 

а(р) = 2 или - 1 <*=>• (-D/p) = 1. 
(27) 

Для оценки с у м м ы (22) применим лемму 1. Л е м м а 1 и (26) показы­
в а ю т , ч т о н е о б х о д и м о оценить с у м м у ( (* ) в знаке с у м м ы означает, 
ч т о выполняется у с л о в и е (*) ) 

у(.)ЦРу2(р) = у(*) а?{р) + а2(р){-\/р) - j-D/p) - (D/p) 

П р е д п о л о ж и м сначала , ч т о {—D/n) и ХА{П) — ( — 1 / п ) - неэквива­
лентные характеры. Т о г д а (х —• оо) 

£ ^ = 0 ( 1 ) ; 
р^х Р 

кроме т о г о , 

p^x F 
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Из с в о й с т в свертки Ранкина х о р о ш о известно ( с м . , например, 
[45]) , ч т о (х ~-> с о ) 

Y ) ^ = loglogz + O( l ) ; 

Наконец, р а с с м о т р и м с у м м у 

а?{р){-1/р) 

р^х Р 

В р а б о т е [46] у ж е изучались L-функции типа 

П = 1 

И з в е с т н о , ч т о в точке s = 1 функция L(s) регулярна; по доказан­
н о м у в [46] L ( l ) > 0. Теперь по известной схеме получаем оценку 
/ = 0 ( 1 ) . О т с ю д а при сделанных предположениях имеем 

5 > 2 ( / ( п ) ) « * . (28 ) 
п^.х 

Р а с с м о т р и м теперь случай эквивалентных характеров (—D/n) 
и Х4(гс); п у с т ь —D = —4 (такой случай реально возможен) . Т о г д а 
(D/n) эквивалентен главному характеру; с д р у г о й с т о р о н ы , в силу 
( 2 7 ) для р \ MN 

а\р)(-1/р) = а 2 ( р ) , 

и результат ( 2 8 ) сохраняется . Т е м самым доказана 

Т е о р е м а 6. Пусть 

f(x) = ж 3 + ах2 + Ьх + с (а, Ь, с е Щ 

- неприводимый полином, поле разложения которого К есть рас­
ширение Галуа над Q с Gal(K/Q) = S3 и содержит мнимое квадра­
тичное поле. Тогда 

£ г 2 ( / ( п ) ) < * . 
п^х 

П е р е х о д и м к с у м м е 

2 > 2 ( / ( n ) ) , / ( * ) = * 4 - т . (29 ) 
71<Х 
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Предполагаем, ч т о га > 0 - неквадратное целое ч и с л о , т = ]~Jp e ^\ 
р 

О < е(р) ^ 3. П у с т ь К = Q ( v ^ - T , yfrri) - поле , порожденное л/~Г и 
-s/rn над Q . Т о г д а А" является расширением Галуа над Q степе­
ни 8 и его группа Галуа G = Gal(K/Q) изоморфна диэдральной 
группе £>4 порядка 8. П у с т ь аир- о б р а з у ю щ и е G, определенные 
п о с р е д с т в о м с о о т н о ш е н и й 

а(Ут) = V l̂Vm, сг(>/=Т) = V=T; 

П у с т ь -0 - д в у м е р н о е комплексное неприводимое представление 
группы G, определенное п о с р е д с т в о м 

.£т).*м=(! !)• 
Т о г д а представление det -0 группы G, заданное соотношением 
( d e t ^ ) ( # ) = det ф(д), индуцирует характер Дирихле х 4 ( п ) . Пусть 

со 

п = 1 

- L-функция А р т и н а , ассоциированная с ф; N - кондуктор -0. Из 
теории Гекке-В ей л я следует , что функция 

оо 

s { z ) = J2a(n)e2ninz 

n = l 

является нормализованной новой формой веса 1 и характера ХА{П) 
на группе TQ(N). Ишии [43] доказал с л е д у ю щ и й результат: 

п у с т ь т о - бесквадратная ч а с т ь га, т о г д а для п р о с т о г о р с у с л о ­
вием 

р\ N (**) 

имеем 
L(p) = l + a(p) + ( m o / p ) . (30) 

Ишии доказал также, что 

Г р = 1 (mod 4) => a(p) = 2 или — 2 или 0, 

\ р = - 1 (mod 4) a(p) = 0. 
(31) 

Для оценки с у м м ы (29 ) применим лемму 1. Л е м м а 1 и (30) показы­
в а ю т , ч т о н е о б х о д и м о оценить с у м м у ( ( * * ) в знаке с у м м ы означает, 
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ч т о выполняется у с л о в и е (**?)!) 

,<">ОДг; (р ) 

Е 
р^х 

(**) 1 + ( - 1 / р ) + ф ) + + ( т р / р ) 4- ( - т о / р ) 

p ^ r F 

В силу наших предположений ( т о / п ) не м о ж е т быть тривиальным 
характером. По результату (31) имеем а(р)(—1/р) = а(р) . Извест­
но, ч т о в точке s = l функция L(s,V0 регулярна, а Ранкин [2] 
показал, ч т о Ь(1,ф) > 0. П о э т о м у (ж —* оо) 

Р < * ^ 

Ш р о м е т о г о , при ж —• оо 

Y ] i = log log ж+ 0 ( 1 ) . 
Х м / г) 
p^:r F 

Дальнейшие р а с с у ж д е н и я п о в т о р я ю т доказательство т е о р е м ы 6. 
Итак, нами доказана 

Т е о р е м а 7 . Пусть т > 0 - неквадратное число, т = ] [ [ р е ^ \ где 
р 

О <С е(р) < 3. ffWa 

r 2 ( п 4 - ш) < ж. 

§ 4. СРЕДНЕЕ ЧИСЛО ДЕЛИТЕЛЕЙ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА 

В настоящем параграфе м ы ненадолго оставим основной о б ъ е к т 
нашего исследования - коэффициенты Фурье м о д у л я р н ы х форм 
в е с а 1 т;перейдем к изучению поведения некоторых мультиплика­
тивных и аддитивных функций, связанных с делителями чисел , на 
полиномиальных последовательностях . При э т о м в процессе ре­
шения задачи п о я в л я ю т с я те же с у м м ы по п р о с т ы м , ч т о и при 
изучении распределения значений г 2 ( п ) в §3, но теперь можно по­
лучить б о л е е т о ч н ы е результаты - определить порядок или даже 
асимптотику для с о о т в е т с т в у ю щ и х с у м м значений этих функций. 
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Р а с с м о т р и м сначала аналоги функции d(n). П у с т ь d^(n) -
мультипликативная функция такая, ч т о 

d^(2a) = 1, а = 0 , 1 , 2 , . . . ; 

d^\pa) = d(pa)) если р = 1 (mod 4) и а = 0 , 1 , 2 , . . . ; 

dw{pa) = 1, если р ~ - \ (mod 4) и а = 0 , 1 , 2 , . . . . 

А н а л о г и ч н о , пусть d(~l\n) - мультипликативная функция та­
кая, что 

d ( - i ) ( 2 a ) = l , а = 0 , 1 , 2 , . . . ; 

d(~l\pa) = 1, если р= 1 (mod 4) и а = 0 , 1 , 2 , . . . ; 

d(-l\pa) = d(pa), если p = - l (mod 4) и а = 0 , 1 , 2 , . . . . 

Изучим с у м м ы 

lW = J2dW(f(n)) и = ^ ^ - ^ ( / ( п ) ) 

где полином / ( х ) £ Щх]. В м е с т о леммы 1 будем использовать сле­
д у ю щ и й частный с л у ч а й результата М . Б. Барбана [13] ? который 
с ф о р м у л и р у е м в виде леммы. 

Л е м м а 4 . Пусть t ( n ) - мультипликативная функция и удовлетво­
ряет следующим условиям: 

Тогда для любого неприводимого полинома f(n) имеет место соот­
ношение (L(p) имеет прежний смысл) 

£ М Ж Ч р ) - 1 ) 

] Г * ( / ( п ) ) х хе '<* ' ; 
п^х 

знак f\ х / 2 означает с2 < jfc <с&, причем константы с2) сз зависят 
лишь от функции t(n), полинома f(n), но не зависят от х. 

М ы объединим аналоги т е о р е м 5-7 для d^l\n) и ^ " ^ ( п ) в виде 
с л е д у ю щ е г о результата , доказательство к о т о р о г о сходно с дока­
зательством этих т е о р е м с заменой леммы 1 на лемму 4. 

Т е о р е м а 8. Пусть выполняются предположения теорем 5 -7 и со­
храняются использованные там off о значения. Если f(x) - абелев по­
лином с предположением "а = 4 А" (см. теорему 5 ) , то 

I^^x(\ogx)fo,J, 
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Для абелевых полиномов / ( ж ) с предположением Ч \ а" из теоремы 
5 и для полиномов, рассмотренных в теоремах 6 и 7, гшеелс 

/< l>x*(loga:)1/2, /(-^xzOogz)1 7 2. 
З а м е ч а н и е 6. 1) Для полинома / ( ж ) = аж + Ь обобщением м е т о д а 
Ландау [22] можно п о л у ч и т ь асимптотику 

№ = C ^ x l o g 1 ' 2 ж + 0 ( ж ( 1 о ё ж ) - 1 / 2 ) , 

/ ( - 1 ) _ C { l ) x l o g l / 2 ж + 0 ( ж ( 1 о ё ж ) ™ 1 / 2 ) 

2) Для ш-го к р у г о в о г о полинома Ф ш ( ж ) имеем: если 4|га, то 

1 ^ х ж log ж, х ж; 

если 4 f т , то 

№ х ж 1 о ё

1 / 2 ж , х s l o g 1 ' 2 * . 

П е р е х о д и м теперь к р а с с м о т р н е и ю сильно аддитивных функ­
ций. А д д и т и в н о й арифметической функцией д(п) называется функ­
ция, у д о в л е т в о р я ю щ а я у с л о в и ю : для (n i , пг) = 1 д(п\П2) = g(ni) -f 
g(ri2). Если к т о м у же д(рг) = д(р) для каждого п р о с т о г о р ^ 2 и 
каждого целого г ^ 1, то #(п) называется сильно аддитивной функ­
цией. П р и м е р о м такой функции является c j ( n ) = 1 - количество 

pjn 

различных п р о с т ы х делителей п. 
П у с т ь / ( ж ) - примитивный неприводимый полином с целыми 

коэффициентами, причем предполагаем, что f ( n ) > О для всех п > 
О, кроме , м о ж е т б ы т ь , конечного числа . Т у р а н [47] доказал, ч т о 
(ж —* оо) 

о>( / (п ) ) = ж log log ж -f О(ж). 
n <J,r 

Ш в а р ц [48] о б о б щ и л э т о т результат ; м ы сформулируем э т о о б о б ­
щение в виде леммы. 

Л е м м а 5. Пусть арифметическая функция F ( n ) сильно аддитивна 
и F ( p ) = 0 ( 1 ) ; пусть сумма (в которой L ( p ) имеет прежний смысл) 

р^х Р 

если х —• оо . Тогда при ж —* оо 

£ F ( / ( n ) ) - * • * ( * ) . 
р ^ Г 
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В в е д е м теперь две сильно аддитивные функции а / 1 ) ( п ) и ш(~1\п). 
П у с т ь cv(l\n) - сильно аддитивная функция такая, что 

J 1 ) ( 2 ) = 0; 

LL>(l\p) = 1, если р = 1 (mod 4) ; 

uj(l\p) = 0, если р = — 1 (mod 4) . 

П у с т ь и(~1\п) - сильно аддитивная функция такая, что 

о ; ( " 1 ) ( 2 ) = 0; 

и > ( ~ г \ р ) = 0, если р = 1 (mod 4) ; 

u)(~l\p) = 1, если р = —1 (mod 4) . 

С п о м о щ ь ю леммы 5 и наших п р е д ш е с т в у ю щ и х результатов можно 
легко доказать с л е д у ю щ у ю т е о р е м у . 

Т е о р е м а 9. Пусть выполняются предположения теорем 5 -7 и со­
храняются использованные там обозначения. Если f(x) - абелев по­
лином с предположением "а = 4А" из теоремы 5, mo rrpu х —» оо 

A'(D = Х У ^ Д п ) ) = a r l o g l o g x ^ + о(1) V 
П^Х 

к<-^ = J V ^ C / H ) = rloglogzffl - fj\ + 0 ( 1 ) ) , 

причем если / о =. / , т о /С^" 1 ) «С ж. 
^Гл>г абелевых полиномов f(x) с предположением % \ а " из тео­

ремы 5 и для полиномов, рассмотренных в теоремах 6 и 7, имеем 
(х —» оо ) 

tfW = «loglogxQ.+ o(l)^> 

= xloglogxQ -f o(l)̂ j. 

§ 5. У Т О Ч Н Е Н И Е ОЦЕНКИ Р А Н К И Н А - С Е Л Ь В Е Р Г А 

в С Л У Ч А Е П А Р А Б О Л И Ч Е С К И Х ФОРМ ВЕСА 1 

В §1 м ы уже приводили оценку Гекке (5) для суммы модулей ко­
эффициентов Фурье п а р а б о л и ч е с к о й формы целого веса . Э т а оцен­
ка б ы л а выведена Гекке из с л е д у ю щ е г о результата ( с м . [15]) . 
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П у с т ь к ^ 1 и Q - целые числа , т о г д а для каждой параболиче­
ской формы в е с а к и ступени Q 

оо 

ф ) = ^Ta(n)e2nn2/Q 

n = l-

справедлива оценка (х —• с о ) 

Х > ( п ) | 2 = 0 ( х * ) . 
П^Х 

Несколько ранее для SL(2 ,2£) -параболической формы в е с а 12 

оо 

п - 1 

Х а р д а [49] получил б о л е е точный результат : с у щ е с т в у ю т констан­
ты А { > 0 и В > О такие, ч т о 

оо 

An12 < ^r2(rn)<Bn12. 
m=l 

В 1939 г о д у Ранкин [2], придумав замечательный м е т о д , доказал, 
ч т о неравенство Гекке м о ж н о заменить асимптотической форму­
лой 

Y^Hn)\2 = Cxk+0(xk-i), ( 32 ) 

где С > 0. Результат Ранкина верен для Г ' -параболических форм 
вещественного в е с а к > 0, где Г ' является конгруэнц-подгруппой 
группы Г = 5 L ( 2 , Z ) (или с о д е р ж и т такую п о д г р у п п у ) . Несколь­
ко позднее результат Ранкина был переоткрыт С е л ь б е р г о м [3] . С 
тех п о р асимптотика (32) не была уточнена, хотяяесть все о с н о ­
вания считать , ч т о о с т а т о ч н ы й член в ней м о ж е т быть улучшен. 
По п о в о д у с о о т в е т с т в у ю щ е г о ^ - р е з у л ь т а т а сошлемся на с т а т ь ю 
А . Б. В о р о н е ц к о г о [50] . 

В настоящем параграфе м ы покажем, ч т о для п а р а б о л и ч е с к о й 
ф о р м ы S(z; / ) , входящей в тета -ряд п.п.б.к. формы / ( с м . ( 7 ) ) , 
о с т а т о к в (32) м о ж е т б ы т ь улучшен д о 0(х112+е). 

П у с т ь Ьм($,х) означает L-функцию Гекке поля алгебраических 
чисел М , где х ~ г р о с с е н х а р а к т е р в Ml: 

Ь м ( 5 , х ) = ^ х ( ^ м ^ " 5 ( R e s > 1 ) , 
А 
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А п р о б е г а е т в с е целые идеалы в М. Известно , что эта функция 
имеет г о л о м о ф р н о е продолжение на в с ю комплексную плоскость С 
( и с к л ю ч а я п о л ю с в точке 5 = 1, если х ~ главный характер) . П у с т ь 
к = Q(Vd) - мнимое квадратичное поле дискриминанта d < О, 
£fc(s, Xi) ~ L-функция Гекке поля к с гроссенхарактером х% (г ~ 
1,2), 

т ( \ an(Xi) 

1 п* 
n = l 

где 

Nk/(flA=n 

Скалярное произведение 

Lk(s,xi) * Lk(s,xi) 

L-функций Гекке Lk (s, Xi) и £fc ( s > X 2 ) (мы ограничимся лишь рас ­
с м а т р и в а е м ы м частным с л у ч а е м ) в в о д и т с я равенством 

M-,xi)*w(«.*a)= £ а " ( Х 1 ) ! п ( Х 2 ) ( R e , > i ) . 
, п=1 

По п о в о д у аналитического продолжения и с в о й с т в э т о г о ряда с м . 
[ 4 - 9 ] . 

Р а с с м о т р и м п.п.б.к. ф о р м ы / i ( # i , # 2 ) 5 / 2 ( ^ 1 , ^ 2 ) фундаменталь­
ного дискриминанта <f. П у с т ь /1 - ч и с л о классов идеалов поля к] 
с\ и C2 - к л а с с ы идеалов поля с о о т в е т с т в у ю щ и е формам / 1 и 
/ 2 . О с н о в а дальнейших рассуждений - очевидное т о ж д е с т в о 

П = 1 

r(n; / i)r(n; / 2 ) 

(33) 

X I Х 2 

где ^ (j = 1,2) - суммирование по характерам группы классов 
X i 

идеалов поля к. Из р а б о т [4 -8 ] следует , что скалярные произве­
дения в (33 ) можно выразить через L-функции Гекке: 

г ( \ г ( \ М « , Х ( 1 ) ) М « . Х ( 2 ) ) 

I , * ^ («. X») = ^ ( 2 S | X ( 0 ) ) (34) 

(в у д о б н о й форме э т о т результат изложен в [8]) . 
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Е с л и xi = Х2 - главный характер или квадратичный характер , 
то из п о д р о б н о г о вида правой части ( 3 4 ) , приведенного в [8], сле­
дует , ч т о скалярное произведение 

£fc( 5 >Xi) * М * , Х 2 ) 
имеет в точке 5 = 1 п о л ю с в т о р о г о порядка; в остальных случаях 
э т о скалярное произведение в точке 5 = 1 либо регулярно либо 
имеет п о л ю с п е р в о г о порядка. 

О б о з н а ч и м р я д слева в (33 ) через Z ( s ) . Используем формулу 
обращения для рядов Лирихле ( с м . [51]) . Полагая 6 = 1 + 1 / l o g x , 
Т = х112+е, имеем ( s = <т + it) 

6+t'T 

^ r ( n ; / 1 ) r ( n ; / 2 ) = ^ J Z{s)xsx'lds + 0 { x 1 ' 2 ^ ) = 

n^x b _ i T 

= 2 ^ p - £ E * i ( c i ) X j ( c 2 ) x (35) 
X l X 2 

b+iT 

x J Lk(siXi)*Lk(s,X2)xss-1ds + 0 ( x 1 / 2 + e ) . 

b-iT 

И з в е с т н ы с л е д у ю щ и е результаты ( с м . [52]) : при а ^ | (j = 1,2) 

Lk(s,xu))<{\t\ + *)1~°+t; (36) 
Т 

1 J | L f c ( i + « l X t f > ) | a < f t < l o g 4 T . (37) 
О 

Перенося в каждом интеграле в (35) п р я м у ю интегрирования вле­
во на п о л о в и н н у ю п р я м у ю s = | + it, м ы п р о х о д и м (возможный) 
п о л ю с в точке 5 = 1. И с п о л ь з у я формулу ( 3 4 ) , м ы оцениванием 
затем интегралы по вертикальному и горизонтальным отрезкам 
к о н т у р а с п о м о щ ь ю ( 3 6 ) , (37) и получаем с л е д у ю щ и й результат: 

г(п; Л ) г ( п ; / 2 ) = C l s log ж + с2х + 0 ( х 1 / 2 + в ) . (38) 

Н е б о л ь ш о е вычисление , и с п о л ь з у ю щ е е , в ч а с т н о с т и , т е о р е м у 
Г а у с с а о б удвоении , показывает, что если f\ и / 2 принадлежат 
о д н о м у р о д у , то константа с\ = c i ( d ) > 0 и зависит лишь от d. 
( Е с л и же f \ и / 2 принадлежат разным родам, т о , очевидно , левая 
ч а с т ь (38 ) е с т ь нуль при л ю б о м х). 

О т с ю д а с у ч е т о м т е о р е м ы Зигеля о р о д о в о м тета-ряде получа­
ется с л е д у ю щ а я 
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Теорема 10. Пусть 

оо 

S(*;/) = X>(n;/)e2™'"* 
п = 1 

- ненулевая параболическая форма, входящая в тета-ряд п.п.б.к. 
формы f фундаментального дискриминанта d (см. ( 7 ) ) . Тогда 

£ в ( п ; / ) а = с х + 0 ( х 1 / а + « ) ) 

где с > 0. 
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