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В монографии [1] развита «теория линейного абстрактного функ­
ционально-дифференциального уравнения», где показано, что для многих 
сингулярных уравнений можно так выбрать пространство (понятие 
решения), что в этом пространстве уравнение становится регулярным 
[2, 3 ] . В настоящей работе рассматривается сингулярный линейный опе­
ратор п-го порядка 

(&x)(t)= Д it-aiyix^{t) + {Tx)(t), / е = [ а , 6 ] , 

/=i 
а = а\<а2< ... <ap=b, я > 2 , р,, — целые, 0 < p i , \ip^.n — 1, 

1 < р . / < я — 1, / = 2 , . . . , 1. 
Выбирается такое банахово пространство D и формулируются такие огра­
ничения на оператор 7\ что & как оператор, действующий из D 
в пространство суммируемых на отрезке [a, Ь] функций, будет непре­
рывным нётеровым оператором. Таким образом, уравнение &x = f 
и краевые задачи для этого уравнения являются объектом изучения 
монографии [1, гл. 6 ] . 

В работе [3] С. М. Лабовский изучал уравнение 

{t-a)q(t-b)n-qx(n)(t) + \ x(s)dsr(tys) = / ( / ) , /€=[а, Ь]У 1 < ? < / г - 1 . 
а 

В нашем распространении подхода работы [3] на уравнение 3?х = ] 
число точек, в которых множитель перед /г-й производной может иметь 
нули, а также сумма кратностей этих нулей произвольны. 

Используются следующие обозначения: Rk — /г-мерное вещественное 
k 

пространство с нормой | | a | | / ? . = ]Г | а« | ; L[ay b] —банахово простран-

ство суммируемых на отрезке [a, Ь] функций х:[ау b]-+Rl с нормой 
ь 

| | x | | M f l b] = \ \x(s) \ds; Wm[ay b] — банахово пространство т раз диффе-
а 

ренцируемых функций х: [a, b]-+Rl с абсолютно непрерывной производ-
т— 1 

ной (т— 1)-го порядка и нормой | | x | | r « ( a , 6 , = II*(m)II/.[«,/>] + £ \^'Ча)\', 
р 

х Л * ) — характеристическая функция множества е\ л ( / ) = Д Ц — сц)*4-
1. Введем линейное пространство D таких функций х: [a, b]-+R\ что 
1) х{п~х) локально абсолютно непрерывна в [а, Ь]\{щу ..., ар)\ 
2) \ \n(s)x{n)(s)\ds<oof 

а 
3) функции х{1) непрерывны при / = 0, 1, . . . , п— 1 — р./ в точке а1у 

i = l , . . . , р. 
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При р = 2, Р1 + Р 2 = я пространство D совпадает с пространством, 
используемым в работе [3]. Аналогично лемме 1 этой работы дока­
зывается 

Л е м м а 1. Если х{п~1) локально абсолютно непрерывна в [а, Ь]\ 
ь 

[аи ..., ар) и \ \n(s)x(n)(s)\ds< оо, то существуют конечные односто-
а 

ронние пределы lim xin(t)y i= 1, ..., р— 1, lim x{l){t), / = 2, ..., p, при 

/ = 0, 1, ..., п— 1 — щ. 
Таким образом, существование конечных пределов в условии 3) 

определения пространства D гарантируется леммой 1. 
Рассмотрим «моделтюе» уравнение 

л ( 0 * ( п ) ( / ) = г ( 0 , / е = [ а , 6 ] . (1) 
Л е м м а 2. Уравнение (1) разрешимо в D при каждом zeL[a,b]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем произвольно точки / /Е (а,-, а,- + 0 , 

/ = 1 , ... , р — 1 . Функция х, определенная на каждом интервале (а„ a,-+i) 

равенством *(/) = f —Ц т п 7 - 4 - d s , удовлетворяет условиям 
/ , 

леммы 1. Положим х(а\) =х(а\ + 0), л:(а() = *(а,— 0) , / = 2, ..., р. 
Функция 

¥ ( / ) « * 0 - £ £ ' [ ^ ( с + О) - ^ ) ( а / - 0 ) ] ( < ~ а , ) < х к * 1 (0, 
/ = 2 / = 0 

/€=[а ,&] , 

принадлежит пространству D и удовлетворяет уравнению (1). 

Положим N = £ + 
< = 2 

Л е м м а 3. Однородное уравнение л/п) = 0 имеет N-мерное мно­
жество решений в пространстве D. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Множество решений уравнения лх(п) = 0 
совпадает с множеством решений уравнения * ( л ) = 0 . Любое решение 
последнего уравнения в пространстве D является линейной комбина-

, * (t — a)1 . . циеи линейно независимых функции ———-—, / = 0 , 1, ..., л — 1, и 

^ ^ Х[«,ь] (0> / = 2, ... , р — 1 , ] = п — 1, ..., п — 1. 
Пусть r = { r i , . . . , rN):D-+RN — линейный М-мерный вектор-функционал. 

В силу лемм 2 и 3 условия однозначной разрешимости краевой задачи 
ял: ( л ) = 2, гх = а (2) 

и краевой задачи 

x{n) = z, гх = а (3) 
состоят в невырожденности одной и той же (NXN) -матрицы, состав­
ленной из значений функционалов п на элементах базиса множества 
решений однородного уравнения. Следовательно, справедлива 

Л е м м а 4. Краевые задачи (2) и (3) однозначно разрешимы 
в D для всех 2 6 l [ a , b), a G ^ одновременно. 

Для построения однозначно разрешимой модельной задачи (2) 
можно использовать вектор-функционал, соответствующий краевым усло­
виям многоточечной задачи: 

rx= [x(ci), i(ci), ... , х{"-1) ( с ) , ... , х(а), i(a), ..., х{*~1) (с)), ... 

. . . , x ( c , ) , i ( c , ) , . . . f ^ - | , ( c , ) } > (4) 
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где a < C i < c 2 < ... < Q < f t , 1 < р / < я — 1, / = 1, ... , q, £ pi = N (если 
t=i 

точка с,- совпадает с точкой а/, то р /^гг —р,/). Из леммы 4 и результатов 
работы [4] непосредственно вытекает следующий критерий. Если 

max р / + max р / ^ / г , то для однозначной разрешимости зада-
l < i < < 7 , е,е= (а, b) 2 < / < р — 1 

чи (2) с вектор-функционалом г вида (4) необходимо и достаточно, 
чтобы 

1 < | < 9 , с,е= [а, а ;] г = 2 

£ p i < n + X / = 2, . . . , р — 1 ; (6) 
1 с , Е [а/, Ь\ ' = / + 1 

/ 

здесь X И* = 0, если / < & . 

Л е м м а 5. Для каждого многочлена п существует вектор-функ­
ционал вида (4), для которого сингулярная краевая задача (2) одно­
значно разрешима при любых г Е 1 [ а , 6] и а Е ^ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть q = N, p i = ... = pq=l. Выберем точ­
ки d так, чтобы они не совпадали ни с одной из точек а у. На интер­
вале (ai, аг) возьмем п точек, на интервалах (a/, a /+i ) , / = 2, ..., р— 1,— 
по р/ точек. Тогда в условиях (5) имеет место равенство при каждом 

я 
/==2, ... , р— 1. Кроме того, £ pt = N. Условия (6) выполнены, так как 

i= 1 

A i + X М*'— I р/ = /г — Р / > 0 при / = 2, . . . , / ? — 1 . Следова-

тельно, задача (2) однозначно разрешима. 
2. Пусть краевая задача (2) однозначно разрешима всюду. Вве­

дем на линейном пространстве D норму 

11*11 = \\™!П)\\ца.Ь) + Ц / * Н И - (?) 

Теперь Z) — банахово пространство, изоморфное произведению 
L[a, b] XRN, а оператор л:-^ {ллг(л), rx) :D->L[a, 6] X/?" является изомор­
физмом. Линейный непрерывный оператор x-+nx^n)\D-+L [a, b] будем 
обозначать б. Так как б действует из D на все пространство L[a, b] 
и d imker6 = yv, то б — нётеров оператор, ind6=yV. 

Отметим, что в отличие от пространств, введенных в работе [2], 
пространство D изоморфно произведению RN и всего пространства L [a, Ь], 
а не его подпространства. 

Т е о р е м а 1. Все нормы (7), введенные в D с помощью различ­
ных вектор-функционалов (4), для которых краевая задача (2) одно­
значно разрешима, эквивалентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть вектор-функционал г определен равен­
ством (4), и краевая задача (2) однозначно разрешима. Выберем 
произвольно точки / £ -е (a,-, a £-+i), / = 1 , . . . , р — 1, и введем в D новую 
норму 

11*11.= " l \xU)(ti)\ + \ \n(s)jfinHs)\ds. (8) 

Покажем, что в норме (8) оператор [б, г] :D^h-+L[ay b] XRN 

непрерывен, следовательно, является изоморфизмом. Тогда оператор 
х-кк: D| N |->-D|M | , также изоморфизм, что означает эквивалентность 
всех норм вида (7) с такими вектор-функционалами (4), что краевая 
задача (2) однозначно разрешима. 
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Оператор 6 : D | M h - ^ L [a, b] ограничен. Осталось доказать, что каж­
дая из компонент вектор-функционала г является ограниченным функ­
ционалом. Пусть с / е [/,-, a / + i ] . Из леммы 1 следует, что при / = 0, 1, ... 
... уп— 1, если С[фа1+\, и при / = 0, 1, ... , п— 1 — p / + i , если с, = а / + 1 , 
выполнено равенство 

Тогда при тех же / 

+ — — ! — — max J | j l " ( 5 ) * ( , , ) ( 5 ) l r f s < / C | | J c | | , ' 
(n-l-j)\ t ( < s < C i I Я ( 5 ) 

при некотором К для всех X G D . ТО же самое получаем, если с / е [а/, / , ] . 
Теорема доказана. 

В дальнейшем будем считать, что норма в D введена равенством (7) 
с помощью одного из вектор-функционалов (4). 

Т е о р е м а 2. D c F [ a , f c ] (т = п— max р,), норма в D не слабее 

нормы в Wm[a, b]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что норма ( 8 ) не слабее нормы 

в Wm[a, b]. Если X G D , ТО при / = 1, ... , р— 1 

Т !*«»><*)\ds<f \*»«.)I + J L, (/ — т + 1 ) ! 
ti . j = m • 

L ' ( / - т + 1 ) ! + ) ( л - т ) ! U ( 5 ) Ы $ < 

< Х > ( / , ) 1 ' " J l - t o V + Д . Х 
/ = т 

X max (ai+l-s) , |n(s)jc<»>(s) Ids, 

"<"=*•' п ( « - в / ) 1 " " 
/ = 1 , / ^ / + 1 

k ( m ) ( s ) | d s < у и о ) ( / ; ) |

 ( ; Г * > + 1 х 
3 (у — т + 1 ) ! 1 (п — т ) ! 
а* / = т 

X max 1 1 Ъ ) \ [ \ji(s)x{n)(s)\ds. 

П * 

Кроме того, при / = 0, 1, ... , га — 1 

£ — / а 
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X max 
(5 —a) 

p 

I 
1 = 2 

J \n(s)x{n)(s)\ds. 

z(s) 
n(s) 

ds< o o , 

Суммируя полученные выше неравенства, имеем, что i G F [ a , 6 ] , 
и существует такая постоянная /С, что </C||JC||I для всех X G D . 
Так как нормы (7) и (8) эквивалентны, то теорема доказана. Отметим, 
что приведенные доказательства теорем 1 и 2 существенно используют 
идеи работы [3]. 

Пусть [б, г] — изоморфизм. Обозначим [б, г] ~1 = {Л, Y): {Л, Y} X 
X {z, р} = Л г + У р , z E L [ a , 6 ] , Р е / ? " . Из теоремы 2 следует, что 
линейный непрерывный оператор A:L[ay b]-+D непрерывно действует 
из L[a, b] в U?1 [a> а такой оператор имеет интегральное представ­
ление (см., например, [1, с. 51]) и его ядро — функция Грина краевой 
задачи (2) Л(/ , s) — ограничено в существенном на [a, b] X [а, Ь] 
[5, с. 100]. При каждом [a, Ь] сечение ядра Л( / , •) как функция 
переменной 5 определено на отрезке [a, Ь] с точностью до множества 
нулевой меры. Поэтому, не оговаривая это в дальнейшем, считаем, что 
все утверждения относительно Л(/ , s) при каждом [a, Ь] выполня­
ются при почти всех 5 Е [а, Ь]. 

Т е о р е м а 3. Л(/ , s) = G ^ s ) п р и tys^[ayb]y где G(tys) — 
n(s) 

функция Грина краевой задачи (3). 
ь 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для таких Z E L [a, b]y что ^ 
ь а 

выполнено (Az) (t) = ^ z(s)dsy [а, Ь]. Таким образом, 
а 

Git s) A(ty s) = V f П Р И U 5 ^ [a, b\y 15 — a,-|> e, i=l, ... , рУ для каждого n(s) 

e > 0. Это значит, что Л(/ , s) = f̂  при / , S G [a, 6 ] . 
n ( s ) 

Итак, для построения изоморфизма пространств D и L[a, 6] Х д 
достаточно найти функцию Грина краевой задачи (3) . Следует отметить, 
что пространство решений задачи (3) состоит из функций без разрывов 
производных (т .е . является пространством Wn[a, b)) только если р = 2. 
Пространство решений сопряженной задачи [4] к задаче (3) может быть 

р 

пространством Wn[ayb] лишь тогда, когда £ п. В работе [3] рас-
;=1 

сматривается случай, когда оба эти условия выполнены. В нашем же слу­
чае приходится пользоваться более широким пространством, чем Wn[ay b]. 

3. Следующие две теоремы посвящены вопросу об условиях сохранения 
знака функции Грина Л( / , 5) задачи (2) . 

Т е о р е м а 4. Функция Грина A(ty s) краевой задачи (2) с функцио­
налом г вида (4), где С\=ау cq = by max р , + max р / < я , сохраняет 
знак тогда и только тогда, когда р, четны при / = 2, ... yq— 1. В этом 
случае ( - 1 ) Ц ' + Р «Л( / , s) > 0 , /, SGE [а, Ь]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 2 работы [4] следует, что 

( _ 1 ) р / д Pjj ( s - a » f C ( / , s ) > 0 , / , s E [ a , i ] , 
i=2 1=2 
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где G — функция Грина задачи (3). Отсюда 

Теорема доказана. 
Т е о р е м а 5. Если р , < л — 2, / = 1 , 2 , . . . , р , го существует такой 

вектор-функционал г вида (4), что функция Грина краевой задачи (2) 
неотрицатель на. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть с\ = а, cq = b, pi и р<? равны либо 1, 
либо 2, причем четность р^ совпадает с четностью р р , а четность pi сов-

р ~ х 

падает с четностью п+ £ Р< —Р?- Точки ciy / = 2, . . . , q — 1, выберем так, 
чтобы они не совпадали с точками а/. Число точек с* на интервале (a,, а,-+1) 
обозначим ос/, / = 1 , . . . , р — 1 . Положим р; = 2, / = 2, ... Ь Выбираем 

точки с/ так, что a t = ""^'j > a j f e = [ " 2 " ( n + Z M "~ P l )] ~~ X ̂  
/ = 2 / = 1 

k = % ..., p — 2( [/] — целая часть / ) , a p _ i = -y-f я + £ p < —pi —рЛ — 

p - 2 ? 

— £ а/. Таким образом, условие £ р/ = УУ и условия (5) выполнены. 
/ = i t=1 

/ - 1 / - 1 

Кроме того, м + £ p ( ~ p i —2 £ а , -<1 при / = 2, ... , р — 1 . Тогда я + 
/ = 2 / = 1 

/ 5 - 1 Р - 1 / - 1 / - 1 

+ £ Р/ — р(/ —2 £ <х/ = /г — р/— (л + £ — pi — 2 £ а / ) > 0 п р и / = 
/ = / + 1 / = / / = 2 / = 1 

= 2, ... , р — 1, т . е . условия (6) также выполнены. Таким образом, 
задача (2) однозначно разрешима, и вектор-функционал г удовлетворяет 
условиям теоремы 4. Так как р^ + р? четно, то теорема доказана. 

4. Рассмотрим линейный непрерывный оператор &\D-+L\a, b] 

{&х) (t) =n(t)x(n)(t) + (Тх) (/), t<= [a, b]y 

где оператор T:D-+L[a, b] вполне непрерывен (в силу теоремы 2 для 
этого достаточно полной непрерывности Т как оператора из Wm [a, b] 
в L[a,b]). Так как оператор 6 нётеров, то оператор & также нётеров, 
ind ^ = ind 8 = ЛЛ Получили, что уравнение 9?х = \, j c e D , f^L[a,b], 
не является сингулярным, а представляет собой одну из реализаций 
абстрактного функционально-дифференциального уравнения (см. § 6.1 
монографии [1]) . При этом главная часть оператора & — оператор 
Q = &A — является фредгольмовым оператором, действующим в про­
странстве L [a, Ь]. Краевая задача 

&x = f, llx = aiy ос,<=/?1, / = 1 , ..., tf, / e L [ a , 4 ] , xe=D, (9) 

с линейно независимой системой линейных ограниченных функциона­
лов ll:D-+R\ i= 1, ..., N, также будет фредгольмовой задачей [1, с. 103]. 

В частности, справедлива теорема [1, с. 105]: 
следующие утверждения эквивалентны: 
а) уравнение 3?х = \ разрешимо для каждого [ E L [ a , b\\ 
б) d i m k e r ^ = ^ ; 
в) существует такой ограниченный вектор-функционал l:D-^RN

i что 
краевая задача (9) однозначно разрешима. 

Можно заменить операцию х ( л ) линейным неосциллирующим на от­
резке [a, Ь] дифференциальным оператором п-го порядка 
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(бх) (/) = *<»>(/) + I Pi(t)x(Ht), tf=[a,b], Pi<=L[a,b}, 
i = 0 

а пространство L[a, ft] любым лебеговым пространством L p [a , ft], p > 1. 
Все приведенные выше утверждения при этом сохраняются. 

5. Для измеримой h: [a, b]-*Rl обозначим 

, л Г . _ . * ( й ( 0 Ь если A ( 0 e [ a , f t ] , 
m = J *1>НОЬ если / ^ e i a , &j, 

' \ 0, если h(t)(£[atb]. 

Рассмотрим вопрос об условиях однозначной разрешимости краевой 
задачи 

л ( 0 * ( п ) ( / ) +p(t)xh(t) = / ( / ) , / Е Е [a, ft], 

™=о, <10) 
где p , f E i [ a , f t ] , г : D ^ R N — вектор-функционал вида (4), для кото­
рого однозначно разрешима краевая задача (2), x^D. 

ь 
Подстановка x(t) = $ Л(/ , s)z(s)d.s устанавливает взаимно однознач-

а 
ное соответствие между множествами решений краевой задачи (10) 
и уравнения относительно z E i [ a , b] 

z(t) +p(t) \ A(h(t), s)z(s)ds = f(t), / Е Е [a, ft], 
a 

где Л(/ , s ) = 0 . при (/, 5) ф. [a, ft] X [д, ft] • Оценивая норму интеграль­
ного оператора в левой части последнего уравнения, получаем доста­
точное условие однозначной разрешимости задачи (10) 

М \ \p(t)\%[a,b](h(t))dt<\, 
а 

где М= v. sup |Л( / , s) |. 

В каждом конкретном случае число М можно вычислить. Например, 
при / е [ — а, а] 

а) если л = 3, n(t) = (t + a)t(t — a ) , rx = {x( — a ) , x( — a ) , x ( a ) , x(a) }, 

то M = ; 
4a 

б) если л = 3, л ( / ) = (t + a)2(t — a ) 2 , r x = {*( — a ) , x (0 ) , x(a) }, то 
м 1 

в) если л = 4, л ( / ) = (/ + а ) 3 ( / — a ) 3 , rx= [x{ — a ) , x (0 ) , j t (0) , x(a) }, 
1 ' • то A l = 7Г ; 

48a 3 . . . 
г) если n = 4, я ( / ) = {t + a)t2(t — a ) , rx = {*( — a ) , x ( — a ) , x( — a ) , 

x ( a ) , x ( a ) , *(a) }, то M= (см. [6]) . Оценки величины M при 

я ( / ) = ( / _ a ) q ( t — b)n~\ 1 < ( / < / г — 1, можно получить с помощью тео­
ремы 2 работы Ю. В. Покорного [7]. 

6. В заключение рассмотрим вариационную задачу, которая стано­
вится регулярной, если искать решение в пространстве D. Здесь при 
определении пространства D заменяем пространство L[a, ft] простран­
ством L 2 [ a , ft]. Получим условие существования в D решения задачи 
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b 1 
\ {— [n(s)x(«\s)}2+ (TlX) (s) (T2x) (s) + (T3x) ( s ) j d s + m i n , 

rx = a, a^R*1, ^ ^ 

где D изоморфно Li[a, b]XR", а изоморфизмом является оператор 
[b,r]:D^L2[a,b)XRN ((6x) ( 0 =n(t)x(n)(t), [6, r] {Л, Y}). Кроме 
того, T\, T2:D->~L2[a, b], Tz:D-**L[a, b] —линейные ограниченные опера­
торы, операторы 7"iA, Г г Л г / ^ а , b]^Li[a, b] интегральные: 

(TiAz)(t)=\Qi(t,s)z(s)ds, te=[a,b], «==1,2. 
a 

b 
Подстановка x(t) = J Л(/ , s)z(s)ds + Yay z e L 2 [ f l , i ] сводит зада-

a 
чу (11) к задаче в L 2 [a , ft]: 

\ { J - J L - + \ Qi (*, s)z(s)ds J Q 2 ( / , s ) z ( s ) d s + (Tz) (/)} -итйп,(12) 
a a a 

где f : L 2 [ a , ft]->L{a, 6 ] —линейный ограниченный оператор. 
Можно показать, что достаточным условием однозначной разреши-

ь ь 
' 2 / мости задачи (12) является неравенство J J /С2(/, s)dtds< 1, где/С(/, s) = 

a a 

= J { Q 2 ( T , / ) Q I ( T , S) + Q , ( T , / ) Q 2 ( T , 5) } d T , / , s £ [a, ft]. 

Если (Tix) (/) =pi(t)xhl (/), (Га*) (/) = p 2 ( 0 * A , ( 0 . где Л,, h2: [a, ft]-*/?1 

измеримы, р ь p 2 e L [ a , ft], Af = v. sup |Л( / , s ) | . то справедлива 

Т е о р е м а 6. Задана (11) имеет единственное решение в простран­
стве D при любых a G ^ u r 3 :D-^L[a , ft], если 

J l p i ( T ) p 2 ( T ) \X[a,b] (Al(T))X[e .6J (A2(x))dx < 
1 

2 M 2 ( f t - a ) 

П р и м е р 1. Если T i = 0 , то задача (11) имеет единственное реше­
ние в пространстве D. 

П р и м е р 2: Рассмотрим вариационную задачу 

S ( [ ( * - l ) s 2 ( s + l ) x I V ( s ) ] 2 + p(s) [xh(s)]2+(Tx)(s) }ds+min, 
- 1 

x{ — l ) = a i , x( — l ) = a 2 , x( — l ) = a 3 , 
x ( l ) = a 4 , i ( l ) = a 5 , x ( l ) = a 6 , x e f l . 

Здесь Z) — пространство абсолютно непрерывных функций х: [ — 1 , l ]-*/? 1 , 
у которых х абсолютно непрерывна в [ — 1 , 1] , х локально абсолютно 
непрерывна в [ — 1 , 0 ) и (0, 1 ] , Т локально абсолютно непрерывна 

в ( - 1 , 0 ) и ( 0 , 1 ) и \ [(s~l)s2(s+l)iclv(s)}2ds<oo. 
- 1 

Так как в данном случае Л1 = 1 / 1 2 , то из теоремы 6 следует, что 

если J \p(t)\dt<72, то задача имеет единственное решение при всех 
- 1 

измеримых h: [ — 1, 1 ] -> /? 1 , при любом линейном ограниченном опера­
торе Т : [ a , ft] и любых а , - е / ? \ / = 1, ..., 6. 
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