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Введение 

В различных задачах квантовой теории ноля, теории струн, мембран и т.д. воз­
никают различные бесконечномерные алгебры Ли, что является одной из причин 
большого интереса к различным аспектам теории таких алгебр. В частности, 
многие динамические системы, в том числе и вполне интегрируемые, находятся 
в тесной связи с различными типами бесконечномерных алгебр Ли и их предста­
влениями. 

Одним из примеров алгебр Ли такого типа является так называемая триго­
нометрическая синус-алгебра [1], являющаяся одномерным центральным расши­
рением квантованной по Мойалу-Вейлю пуассоновой алгебры Ли на двумерном 
торе. Эта алгебра относится к широкому классу континуальных алгебр Ли, ак­
сиоматизированных в [2], а более точно, к подклассу таких алгебр Ли, ассоции­
рованных со скрепленным произведением [3]. Некоторые континуальные градуи­
рованные алгебры Ли появились недавно в теории динамических систем [2, 4-6]. 
Изучение этих систем, в частности, мотивирует возрастаюп];ий интерес к описа­
нию различных «естественных» классов таких алгебр Ли и их представлений. 

В настояп];ей работе вводятся четыре серии континуальных градуированных 
алгебр Ли Afi — Dfi^ зависяп];их от векторного параметра h = (/ii, . . . , / i ^ ) , 
где hi ^ М.. Для серий Afi и Bfi (точнее для их центральных расширений) стро­
ятся неприводимые представления в терминах вершинных операторов. Эти серии 
естественны в следуюп];ем смысле: 

i) Алгебра Ли Afi при h = hi G М, точнее ее центральное расширение Afi^ , 
совпадает с синус-алгеброй, 

ii) Как было установлено в [7] и [8], синус-алгебра Afi-^ вкладывается в бес­
конечномерную алгебру Ли А^о = ^[(ос)^. Серия А;^, где h — векторный 
параметр, строится как естественное обобп];ение серии Afi^, допускаюп];ее 
аналогичное вложение в А^о (формула (И)) . 

iii) Серии Bfi — Dfi определяются как пересечения соответствуюп];их подал­
гебр ^ос — ^ос в Аос ([9]) с образом алгебры Afi в ^ос • Их центральные 
расширения Bfi — Dfi согласованы с центральными расширениями соот-
ветствуюп];их подалгебр ^ос — ^ос из [9]. 

Всюду в этой статье мы будем использовать «крышку» ^ для обозначения одномерного 
центрального расширения. В частности, Аоо обозначает центральное расширение алгебры Ли 
Аоо = ^[(оо) и т .д. Это не совпадает с обозначениями из [9], где, например, ^[(оо) = Аоо , а 
Аоо — центральное расширение. 
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Наибольший интерес, как нам кажется, представляют специальные фактор-
алгебры Ли, получающиеся из введенных серий при специальном выборе значе­
ний векторного параметра h = (тг/А^, / i i ) , hi ф TTQ, И последующей факториза­
ции по соотношениям (24) и (28). Мы обозначаем эти факторы соответственно 
AN,hi — J^N,hi • Последние являются естественными неабелевыми обобщениями 
синус-алгебры и, как показывает теорема 4, задают квантовые деформации ал­
гебр Каца-Муди серий А — D ^ сохраняющие структуру алгебры Ли. Нам бы 
хотелось подчеркнуть, что в пределе hi ^ О алгебры Ли Ajy^fi^ и Bjyfi^ пе­
реходят в алгебры Каца-Муди типов А ж D (корни одинаковой длины). Это 
обстоятельство отчасти объясняет причину того, что мы строим представление 
вершинными операторами только для серий Afi и Bfi. Видимо, как и в теории 
алгебр Каца-Муди, для построения представлений серий С^ и Dfi необходимо 
расширить пространство представления, добавив свободные фермионы (или q-
фермионы). 

И, наконец, несколько библиографических замечаний. Коммутационные соот­
ношения для Afi^ в виде (1) были приведены в [1]. Коммутационные соотношения 
для алгебр Ли Afi были приведены в [3], а алгебра Bfi^ исследовалась Ноном и 
Романсом. Вложение Afi-^ в A^Q И представление вершинными операторами было 
получено в [7] и [8]. Серии Bfi — Dfi^ формулы вложения в ^ос — ^ос и пред­
ставление алгебр Ли Afi, Bfi вершинными операторами анонсированы в работе 
авторов [14]. Техника скрещенных произведений для построения ассоциирован­
ных континуальных алгебр Ли была описана в [3] (см. также [16]), а примени­
тельно к синус-алгебре такая реализация приводилась в [15]. Серии Bfi — Dfi 
не являются алгебрами Ли, ассоциированными с ассоциативными (7*-алгебрами, 
т.е. не получаются конструкцией скрещенного произведения в отличие от се­
рии Afi. Фактор-алгебры Ли Ajy^fi^ — Bjy^fi^, насколько нам известно, ранее не 
описывались. 

Авторы благодарят А. Герасимова и О. Огиеветского за полезные обсуждения, 
а также А. М. Вершика за конструктивные замечания. 

§1. Определение серии Afi 

Тригонометрическая синус-алгебра является одномерным центральным рас­
ширением квантовой деформации алгебры Ли С^{Т^) функций на двумерном 
торе со скобкой Нуассона. В реализации, приведенной в [1], она задается образу­
ющими Тп, центральным элементом с и коммутационными соотношениями 

[Тп.Тт] = 2isin[/ii(m х п)]Т^+^ + П2^п+т,о-с, (1) 

где п = (п1, П2) и ?тг = {mi, 7712) — целочисленные векторы двумерной плоскости, 
т X п = т1П2 — т2П1, а /ii — произвольный вещественный параметр. Будем 
обозначать алгебру с коммутационными соотношениями (1) через Afi^, а без 
центрального расширения — через А;^^. 

Другой подход к определению синус-алгебры основывается на идеях некомму­
тативной геометрии. Простейшим объектом некоммутативной геометрии явля­
ется некоммутативный (квантовый) 2-тор [12]. Чтобы определить квантовый тор, 
введем ассоциативную (7*-алгебру А;^^, которая обычно называется алгеброй ир­
рациональных вращений. (7*-алгебра Afi^ порождена двумя унитарными опера­
торами Ui и С/2 5 удовлетворяющими соотношению U2U1 = q^UiU2 {q = е^^^). 
Произвольный элемент из Afi-^ может быть записан в виде формального ряда 
/ = J2ni,n2ezfni,n2Ui^U2''. Как обычно, введем на А^^ структуру алгебры Ли, 
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определив коммутатор двух элементов f ^ д Е Afi^ формулой 

722 + 7712 
2 

Алгебра Ли Afi^ допускает одномерное центральное расширение, определяемое 
2-коциклом uj(f ^ д) = т (^2/ * 5̂ ) • Здесь т — инвариантный функционал «след» на 
алгебре Afi^, определяемый формулой т(^/^^^2^^Г^^^2^^) = /о,0 5 а ^2 — одно из 
дифференцирований в А;̂ ^ , удовлетворяющее условиям S2U1 = 0 и 2̂С̂ 2 = С̂2 • 
Выберем в А;̂ ^ = Afi^ 0 С- с базис вида Т 1̂П2 = q^^^'^U]^^^'^; тогда образующие 
Тп1П2 удовлетворяют коммутационным соотношениям (1), определяющим синус-
алгебру. 

Естественным обобщением синус-алгебры являются тригонометрические ал­
гебры Ли серии Afi^ /i = (/ii, . . . , /i/g) G М^ . Алгебра Ли А;^, /i G М^ , порождена 
образующими AQ; f^i 1 ^ ^ 

центральным 
элементом с и соотношениями 

[Ac,,m,^/3,d = 2isin[m(/i,/?) - ^(/i, а)] Ас,+/з,т+^ + ^^а+/з,о W ^ , o - с (2) 

Здесь мы используем обозначение {h^ а) = hiai -\- • • • -\- Н^о^к • 
Алгебра Ли А;^, /i G М^ , может быть реализована как скрещенное произве­

дение алгебры функций на /с-мерном торе Т^ = {(^pi, ... ^ (рк) \ ^к mod 27г} и 
оператора сдвига С/ = e2(^i^/^^i+-+^'«^/^^'«). Пусть g = (gi, . . . , g/,), ĝ  = e^^^, 
и пусть g"̂  = Qi^ " ' q^^. Тогда образующие Aa^m = g^^^e^ '̂̂ '̂ ^C/"^ этой алге­
бры удовлетворяют соотношениям (2) при с = 0. Таким образом, соответствие 
Аа,т ^ Аа^т задаст представление Afi в пространстве С '^(Т^) . 

Существует неприводимое представление алгебры Ли Afi в пространстве 
(7^(5'^) гладких функций на окружности S^ = {(pi mod 27г}: 

^a ,m ь^ g-^«e-^^^^e-2(^'«)^/^v^i. (3) 

§2. П р е д с т а в л е н и е верхпинными о п е р а т о р а м и а л г е б р Л и серии Afi 

В этом параграфе мы применим метод Каца-Каждана-Липовского-Вильсона 
[9, 10] для построения неприводимого представления тригонометрических алгебр 
Ли серии Afi при помощи вершинных операторов. 

Определим в алгебре Ли А;^, /i G М^ , следующие подалгебры (аналоги верхне-
и нижнетреугольных нильпотентных подалгебр полупростых алгебр Ли): 

п+ = {Аа,т \ а eZ^, т> 0} , п_ = {Аа,т \ а Е Z^, т< 0} 

и максимальную коммутативную подалгебру (подалгебру Картана) 

Я = {с ,А, ,о \aeZ^\{0}}. 

Скобки { , } обозначают линейную оболочку. Тогда А;̂  = п_ 0 i7 0 п+ — 
разложение Картана-Вейля в алгебре Afi. Имея разложение Картана-Вейля, мы 
стандартным образом можем ввести понятие представления со старшим векто­
ром алгебры Ли Afi. Старший вес Л G i^* задается своими значениями на базисе 
Я : Л (с) = ао, А(Ас,,о) = а^, aeZ^\{0}. 

Зафиксируем в Afi подалгебру Гейзенберга S = {с^РшчЧт | яг > 0 } , где 
Pjn = А о , ш 5 Чт = ( 1 / ^ ^ ) ^ 0 , - т - ОнрСДСЛИМ ПрОИЗВОДЯЩИС фуНКЦИИ (пОЛя) Xa{z) 
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формулой 

где Z — комплексная переменная. Отметим, что все генераторы алгебры А^ 
содержатся либо в Хс^(^) в виде коэффициентов Лорана, либо в подалгебре Гей-
зенберга S. Несложно проверить, что для любого ?тг G Z \ О и любого а G Z^ \ О 
выполняются следующие соотношения: 

[Ao,m,Xa{z)] = 2ism[mifi,a)]z'^Xaiz). (4) 

Существует стандартное неприводимое представление тго подалгебры Гейзен-
берга S в пространстве V = C[xi , Х2, . . . ] многочленов от бесконечного числа 
переменных: 

7То{Ао^гп) = д/дхт, 7То{Ао^_гп) = тхт, 7Го(с) = 1, тпУО. (5) 

Уравнения (4), в которых Ао,±ш5 т > 0^ представлены операторами д/дх^ч 
тхт , имеют единственное решение (с точностью до умножения на произвольные 
константы аа) в классе дифференциальных операторов на пространстве V [9]: 

^ а ( ^ ) = ^а ехр < 2i 2 , ^^ s'm[m{h^ <^)]^m \ 

^ т>1 
X ехр <j 2i ^ sin[m(/i, а)] [>. (6) 

777' C/XfYi 

Определим дифференциальные операторы на пространстве V формулой 

где интегрирование проводится по контуру Г , охватывающему точку О G С. 
Т Е О Р Е М А 1. Соответствие тг такое, что 

7r{Ao^rri) = д/дХт, 7 г ( А о , - ш ) = ^ ^ т , 7г(с) = 1 , 777 > О ; 

задает неприводимое представление алгебры Ли Afi в пространстве V = 
C [ x i , X 2 , . . . ] с вакуумным вектором |0) = 1. Константы аа, OL ̂  Z ^ \ { 0 } ; 
6 формуле (6) определяются из уравнения 

««««' = ( g a - g - « ) ( g a ' - g - « ' ) " ° + ° ' ' 

которое имеет единственное (с точностью до умноэюения на фазовый мноэюи-
телъ е^^" '̂̂ ^, А = (Ai, . . . , А/̂ ) G М^) решение 

аа = д7(^° - Я~П • (7) 
Старший вес Л G i^* определяется условиями А{Аа^о) = а^ .̂ 

Доказательство теоремы состоит в прямой проверке коммутационных соот­
ношений между образующими Хс^^£. Для этого выпишем правило слияния двух 
вершинных операторов (6) в различных точках z ж ( комплексной плоскости. 
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Несложно проверить, что при \z\ > \(\ 

Х»Ш»'(0 = I J^»^»'^;^, J^-ia^a'^l] -.Х^ШАСУ. . (8) 
Нормальное упорядочение понимается в стандартном смысле, т.е. все операторы 
рождения в :Xc^(z)Xc^'(Q: стоят слева. Поскольку правая часть в формуле (8) не 
меняется при замене z ^ (^ а ^ а' ^ то вычисление коммутаторов [Ха,ги ^а',т] 
для а -\- а' ^ О сводится к вычислению контурных интегралов 

2 

Е ; (2^//«""'i''"'""''^<-«' 
где F{z^Q — обозначение для правой части формулы (8), а Г^, i = 1, 2, — 
две инфинитезимальные окружности, охватывающие полюсы z = g^+^ (^ ^ z = 
q-{a+a)^ правой части формулы (8). в случае когда а -\- а' = О, два полюса 
первого порядка сливаются в один полюс первого порядка. Результат вычисле­
ний следующий. Нри условии что константы а^ определяются формулами (7), 
коммутационные соотношения между операторами Х^^^ таковы: 

sm[n{h,a') - m{h,a)]Xa+a',п+т при а-\-а' j^O; 
( —2is'm[p{h^ а)]д/дхр^ p = n + m > 0 , . . 

[Ха,п,Х-а,т]= I 2ism[p{Н, а)]рХр, _p = - ( n + m ) > 0 , 
[ n - 1 , n + ?тг = 0. 

Сравнивая формулы (9) и (2), мы видим, что алгебра дифференциальных опе­
раторов д/дхт-, Xmi 1, Xa^ni Of G Z^ \ {0}, тп G Z+ , замкнута относительно 
операции коммутирования (что априори не очевидно) и задает представление 
алгебры Ли Afi в пространстве V. Это представление неприводимо, так как 
является циклической оболочкой вектора |0) = 1 G У . Более того, оно остается 
неприводимым при ограничении на подалгебру Гейзенберга S. Используя выра­
жение (6) для вершинного оператора Xa{z) ^ имеем Хс^^о|0) = а̂ ^ и Ха^п\^) = О 
при п > О. Это означает, что мы построили представление со старшим вектором 
|0) = 1 и старшим весом Л G i^* таким, что A(AQ.^O) = (^а • 

Определим на Afi компактную инволюцию CJQ (СМ. [9]) условиями а;о(^а,т) = 
—Аа^-т • Тогда на пространстве V существует контравариантная эрмитова форма 
Ф (форма Шаповалова). Положим £)^ = {1/т)д/дхт] тогда условие контрава-
риантности эквивалентно условию Ф(1^^(Р), Q) = Ф(Р, XmQ) дл.^ любых Р^ Q ^ 
C[xi , Х2, . . . ] . Таким образом, 

Ф{P,Q) = {P{DJ,D2,...)Q{xuX2,...)m. 

Другими словами, ортогональный базис в C [ x i , X 2 , . . . ] образуют мономы 
М , и длина каждого такого монома равна Пу=1 i ^^ i^jV- (^м. [9]). 

§3 . Влож:ение Afi в Лос 

Нетрудно заметить, что вершинные операторы Xa{z) ^ а ^ Ъ^^ могут быть 
получены при помощи редукции и = zq^^, v = zq~'^ из стандартного вершинного 
оператора 

и 
и — V 
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реализующего базисное представление алгебры Ли А^о = вК^^) И- Пусть Z{u^ v) 
— S i j^z Ziju'^v~^. Положим и = zq^, v = ^g~^; тогда путем несложных вычи­
слений получаем, что 

V _ „ т а \ ^ „2na /7 1 А ^ 1 
- ^ а , т — ^ / ^ ̂  ^ n , n + m "Г ^т,0<^а* J--

Операторы Z .̂- реализуют базисное представление AQQ . Справедливо и более об­
щее утверждение. 

Т Е О Р Е М А 2. Пусть Eij, i^jElj, удовлетворяют коммутационным соотно­
шениям для Аос с произвольным центральным зарядом с: 

[Eij, Eki] = SjkEij - 6iiEkj + ф {Eij, Eki) • с, 

где ф есть 2-коцикл на А^о, определяемый условиями {см. [9]) 

ф{Eij, Eji) = -ф{Eji, £^ii) = 1, есд^ i ^ О, j ^ 1, 
ф{Ег^.^ Eki) = 0 6 остальных случаях. 

Тогда генераторы Аа^т, {oL-,m) eZ^ х 'Z\ {0}^ определяемые формулой 

nGZ 

г^е ttc^ = q^/{q^ — q~^), удовлетворяют коммутационным соотношениям {2), 
определяющим алгебру Ли Afi. 

Формула (11) задает вложение алгебры Afi в ^ос • Отметим, что эта формула 
является естественным обобщением аналогичной формулы, задающей вложение 
синус-алгебры в А^ ([7, 8]). 

§4. Серии Bfi^ C/i, Dfi тригонометрических алгебр Л и 

Принимая во внимание то, что алгебру Ли Afi можно рассматривать как под­
алгебру в ^[(сю), определяемую формулами (И) , мы можем определить тригоно­
метрические алгебры Ли серий Bfi, С^ и Dfi вполне естественным способом. 

Папомним [9], что алгебры Ли ^ос ч Соо и D^o определяются как подалгебры 
в Аос, сохраняющие соответственно билинейные формы 

(бг, ej) = {-lySi^-j в случае Боо, 

(бг, ej) = {-lySi^i-j в случае Соо, 

(бг, ej) = Si^i-j в случае D^o 

в С ^ X С ^ . Одномерное центральное расширение этих подалгебр задается 
2-коциклом гф^ где ф определяется формулами (10), а г = 1/2 для В^о и D^o 
и г = 1 для CQO • Тогда естественно определить тригонометрические алгебры 
Ли серий Bfi, Сп и Dfi как одномерные центральные расширения при помощи 
коцикла гф пересечений Afi с В^о, Соо и D^o. Прямые вычисления приводят к 
следующему списку результатов. 

1. Серия Bfi. Тригонометрический базис в Bfi имеет вид 

Ва,ш = Аа,ш-{-1ГА-а,ш, {а, гп) Е I." X Z\ Щ. (12) 
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Подалгебру Bfi можно описать как множество неподвижных точек автомор­
физма второго порядка алгебры Ли Afi, определяемого формулой 

ТБ(А, ,т ) = - ( - 1 ) " ^ А _ , , т , (13) 

Т.е. Гв{Ва^т) = Ва^т-
Коммутационные соотношения для Bfi в тригонометрическом базисе имеют 

вид 

[Ва^т.Вр^п] = 2isin[m(/i,/?) - n{h, а)]Ва+р,т+п 
+ ( - l )^2 is in [m( / i , (3) + n{h, a)]Ba_^^rn+n 

+ m{5a+(5,Q - ( - l ) ' ^ ^ a - / 3 , o ) W n , 0 - C . (14) 

Формула вложения Bfi в ^oc-

Ba,m = (f^ 2_^ Q ^^{En^n+m " ( " l ) " ^ ^ - n - m , - n ) + ^m,0&aC, (15) 
nGZ 

где Ъа = ( l /2) (g" + g - " ) / ( g "^ - g"") • 
По аналогии со случаем Afi мы можем построить представление вершинными 

операторами серии Bfi. Это построение проведено в следуюп];ем параграфе. 
2. Серия Cfi. Тригонометрический базис в Сп имеет вид 

Са,™ = ^а ,™-( -1) ' " (?2«Л_„ ,™, ( a , m ) e Z ' ^ x Z \ { 0 } . (16) 

Автоморфизм второго порядка тс алгебры Ли Afi такой, что гс{Са,т) = Са,т^ 
определяется формулой 

rc(A«,^) = - ( - l ) V " ^ - « , m - (17) 

Коммутационные соотношения для Cfi в тригонометрическом базисе имеют вид 

[Са,т^ Ср^п] = 2isin[m(/i, (3) — n{h^ а)]Са+(3 

+ ( - l ) "g2 /32 i sin [m{h,(3)+n {h, a)] Ca-l3,m+n 

+ 2m{5a+^,o - {-irq^"5a-0,o)Sm+n,o • с (18) 

Формула вложения C^ в Coo'-

Ca,m = Q^^ 2_^ ^ ^^{En,n+m — ( " l ) " ^ ^ l - n - m , l - n ) + 2^^^o ^a * С 
nGZ 

3. Серия Z); .̂ Тригонометрический базис в Dfi\ 

Da,rn = Ac,,m - g ' ^A_^ ,^ , {a, m) G Z^ X Z \ {0}. (19) 

Автоморфизм второго порядка TD алгебры Ли Afi такой, что го{Ва,т) = ^ а , т ^ 
определяется формулой 

го{Аа,гп) = - д ' ^ А _ ^ , ^ , {а, т ) G Z^ X Z \ {0}. 

Коммутационные соотношения для Dfi в тригонометрическом базисе имеют вид 

[Dc^m^Dp^n] = 2isin[m(/i,/?) - n(/i , a)]i:)c.+/3,m+n 

+ 2ig^^ sin[m(/i, /?) + n(/i , af)]i^a-/3,m+n 

+ m(^c.+/3,o -^^""^«- /3 ,0)^71,0-с (20) 
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Формула вложения Dfi в D^Q: 
Г) — ri^O^ \ ^ гР''^^( Т^ — Т^ \ М я п г-
-'-^а,т — Ч / J Ч \^п^п+т ^1 — п — т^1 — п) ~г ^^т,0 "-а * -̂' 

nGZ 
Отметим, что формула (3), задающая представление алгебры Ли Afi диффе­

ренциальными операторами на окружности, а также формулы (12), (16) и (19), 
выражающие образующие алгебр Ли Bfi, С^ и Dfi через образующие Afi, позво­
ляют построить представление алгебр Ли серий Bfi^ С^ и Dfi дифференциаль­
ными операторами на окружности. 

Заметим, что все построенные алгебры Ли являются Z-градуированными ал­
гебрами Ли. Пусть X = А^ В^ С или D; тогда 

где Хп — линейная оболочка образующих Х^^п^ а G Z^. 

§5 . П р е д с т а в л е н и е верхпинными о п е р а т о р а м и серии Bfi 

В этом параграфе мы в общих чертах опишем конструкцию представления 
серии Bfi вершинными операторами. 

Зафиксируем бесконечномерную подалгебру Гейзенберга в В^^: 

S = {Рт = ^ 0 , т / 2 , Qm = ^ 0 , - m / ^ , Ш > О, Ш НСЧетНо}. 

Определим производящие функции генераторов Ва^т формулой 

где Z — комплексная переменная. 
Легко проверить, что 

[pm,Ba{z)] = 2iz'^sm[m{h,a)]Ba{z), 
(21) 

[qm,Ba{z)] = - 4 i ^ " ' ^ m " ^ sin[m(/i, a)\Ba{z). 

Уравнения (21), в которых p ^ и g^ (?тг ^ 1, ?тг нечетно) представлены соответ­
ственно операторами д/дхт и Хт, имеют единственное, с точностью до умно­
жения на произвольные константы Ъа , решение в классе дифференциальных опе­
раторов на пространстве У = C[xi , хз , Х5, . . . ]: 

^ а (^ ) = &а ехр < 2г 2_. z^ ^\n[m{h^ а)\хт( 
т^1,т=2к+1 

к m^l,m=2/c+l 
Следующая теорема доказывается аналогично теореме из § 2. 

Т Е О Р Е М А 3. Пусть 

Ва,п = ^ f ^^^"^ ^Ba{z), 

где контур интегрирования Г содерэюит внутри точку О G С. Тогда 
(1) Отобраэюение тг такое^ что 7т{Вс^^п) = ^ а , п ; <̂  G Z^ \ 0^ 7г(с) = 1^ 

7г(^о,т/2) = д/dxjn, 7г(^о,-т/^^) = ^ т ; тп ^ 1, тп нвчетно, задает 
неприводимое представление со старшим вектором алгебры Ли Bfi в 
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пространстве V = C[xi , хз , Х5, . . . ] при условии, что константы Ь^ 
в формуле (22) удовлетворяют уравнению 

_ (g" + g-")(g" ' + g-" ' ) (g"+" ' - (?-("+"')) 
" °' ~ (g" - g-«)(g"' - g-« ')(g"+" ' + g-(«+«')) °+° ' - ^ ^ 

(2) Уравнения (23) имеют единственное решение 

ba = (?" + 9-")/2((?" - q-") 

С точностью до умноэюенил на фазовый мноэюителъ е^^^'^^, А G М^ . 
(3) Вакуумный вектор задается \0) = 1 ^ V, а старший вес представления 

Л G i^* определяется своими значениями А{Ва^о) = 6̂ ^ ^ г^е Н = {^^^^о} 
— максимальная коммутативная подалгебра в Bfi. 

Заметим, что вершинный оператор (22) может быть получен при помощи ре­
дукции и = q^z^ V = —q~^z из вершинного оператора 

Г Б ( ^ , ^ ) = J ^ e x p J Y. {u^^v^)xm\ 
2 u-\-v ^1 

V. m>l,m нечетн. J 

X exp J - 2 Y^ - {u-^^ + ^-^) д 
m dxm 

\ 771^1 ,?7i нечетн. J 

реализуюп];его базисное представление алгебры Ли ^ос [9]: 

Y {{-lyE^j - {-iyE_,^_,)u^v-^ ^ (Тв{и, v)-\ ^ ) . 

Формула вложения Bfi в ^ос (15) согласована с этой редукцией. 

§6. Некоторые реализации и редукции алгебр Л и серий 
Afi — Dfi при специальных значениях параметра h 

В этом параграфе мы рассмотрим некоторые частные случаи алгебр Ли Afi, 
Bfi, Cfi и Dfi для специальных значений вектора h, а также некоторые факторы 
этих алгебр. Отметим, что эти частные случаи включают синус-алгебру, алгебры 
Каца-Муди серий А — i^, а также алгебры Ли, которые можно реализовать как 
/i-деформации основных серий алгебр Каца-Муди. 

1. Bfi^-^ Cfi-^-^ Z);^^-аналоги синус-алгебры. Пусть h = hi ж hi ф TTQ, 
тогда, как уже отмечалось, алгебра Afi^ изоморфна синус-алгебре (1). Если в 
формуле (1) правую часть поделить на 2ihi и перейти к пределу при hi ^ О (без 
центрального заряда), то получим соотношения, определяемые скобкой Пуассона 
на Т2 = {((^1,(^2) mod 27г} в базисе Фурье Т^,^^ = e^^^i^i+^^v:^^). 

[Тп, Тт] = (тхп) Тп+гп . 

Подалгебры Bfi^, Cfi^ и Dfi^ определяют при аналогичном предельном переходе 
пуассоновы подалгебры в С^{Т^). Алгебры Bfi^ и Dfi^ в классическом пределе 
«склеиваются» и задают в (7^(Т^) подалгебру, состоящую из функций / на Т^, 
обладаюп];их дополнительной симметрией: / ( — ^ i , ^ 2 + тг) = —/(^1 ,^2) - Алге­
бра Dfi^ является квантованием пуассоновой подалгебры в С^{Т^), выделяемой 
условием / ( - ( ^ 1 , (̂ 2) = - / ( ^ 1 , ^2 ) . 
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2. Определение и реализация алгебры Л и Адг /̂^̂  . Пусть h = (тг/А^, / i i ) , 
hi ф TTQ. Рассмотрим снс1Чс1Лс1 серию A.fi. в силу формулы (11) образующие y4.Q; ттг -) 
а = (п1, П2), удовлетворяют дополнительным соотношениям 

^ n i + r A ^ , n 2 , m = ( ~ 1 ) ^ n i , 7 2 2 , 7 7 1 5 T G ^ . ( 2 4 ) 

Обозначим через Адг/̂ ^̂  фактор-алгебру но этим соотношениям. Покажем, что 
алгебру Ли Адг/̂ ^̂  можно реализовать как скреп];енное произведение алгебры 
Каца-Муди A ^ ^ i ^si{N) и оператора сдвига С/2 = e^^i^/^^i. 

В алгебре Ли si{N) можно выбрать тригонометрический базис 

о 1 о ... о\ 

где Q 
о ^ ' о о 1 ... о 
о 

о о о ... 1 
л о о ... о 

Здесь мы используем «главную реализацию» серии А)у_-^ (см. [9]), т.е. градуи­
ровку по высоте корня или, что то же самое, степенью при Р. Тогда в скреплен­
ном произведении ^ri2ez^N-i ^ ^2^^ можно выбрать базис вида 

An,,n,,m = ou''''^/^q''''^Q'''P'^ ^ и^и^""', q = e'^K (26) 

Образуюп];ие Ап^^п2,т^ определяемые формулой (26), удовлетворяют коммутаци­
онным соотношениям алгебры Afi при h = (тг/А^, hi) (формула (2) при с = 0) и 
дополнительным соотношениям (24). 

Приведем другой подход к определению алгебры Ajy^fi^, используюп];ий идеи 
некоммутативной геометрии. Отметим, что алгебры с генераторами А^^п^т по­
являлись уже в работе [11]. Рассмотрим алгебру Mat(A^) (8) Afi^ отображений 
квантового тора в полную матричную алгебру Mat (А^). Алгебра Mat (А )̂ (8) Afi^ 
имеет структуру (7*-алгебры с операцией умножения *. Пусть ( , ) — инва­
риантная билинейная форма (форма Киллинга) на алгебре Mat(A^): (А^В) = 
(1/А^) ti АВ. Тогда в алгебре Mat(A^) (8) Afi^ определим билинейную форму 

{A{Uj,U2),B{UuU2))k, = {l/N)TtiiA{UuU2)*B{UuU2)), 

которая позволяет построить центральное расширение алгебры Ли Mat (А )̂ (8 Afi^ 
при помоп];и 2-коцикла 

u;iA{UuU2),B{Uj,U2)) = {62A{Uj,U2),B{UuU2))k,. 

Здесь C/i, [̂ 2 — образуюп];ие некоммутативного тора, т — инвариантный след 
на A/i^, а ^2 — дифференцирование в Afi^ (см. § 1). Определим в Mat(A^) (8 
Afi^ 0 С- с подалгебру условием 

rtr(A(C/i,C/2)) = 0. 

Ввиду того, что rtT[A(Ui, [̂ 2)5 B{Ui, С/2)] = О, это условие действительно выде­
ляет подалгебру. Представляя Ui = е̂ ^^ , U2 = е^^^^/^^, несложно доказать, что 
полученная алгебра изоморфна Адг/̂ ^ .̂ Доказательство основывается на изомор­
физме различных реализаций (градуировок) для алгебры А]у_-̂  (см. [9]). 

Очевидно, что если в (26) перейти к пределу при /ii —> О (С/2 ~^ 1), то полу­
чим базис (25) в алгебре Ли А]у_-^, а коммутационные соотношения для Afsi^h^ 
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перейдут в коммутационные соотношения для ^дг- i • Поэтому Ajy^fi^ можно рас­
сматривать как квантовую деформацию ^дг- i • Вообще говоря, любую Afi для 
h = (тг/А^, hi^ ... ^hk) можно рассматривать как /с-нараметрическую деформа­
цию А)^_1. 

3. Определение и реализация алгебр Л и B^^fi^ , C^.hi и D^^fi^ . При ре­
ализации коммутационных соотношений для серии Адг/̂ ^̂  мы суп];ественно поль­
зовались «тригонометрическим» базисом в классической алгебре Ли si(N) с^ 
Адг_1, построенным из матриц Р и Q. В классических алгебрах Ли серий В^ 
С VL D также можно построить тригонометрические базисы из матриц Р ж Q. 
Пусть Ап^т = uj^^/'^Q^P^ ^ 00 = е^^^/^ — тригонометрический базис в si{N)^ 
О ̂  п, m ^ А̂  — 1, (п, т ) 7̂  (О, 0) . Тогда в Bi суп];ествует тригонометрический 
базис вида 

Вп,т ^ ^п,т ~ ^ ^ — п,т-) U ^ T T / ^ - c , к) ^ ТП ^ It ^ 

где Aji jn G si{2i + 1). Матриц В^ ^ , отличных от нуля, i{2i + 1) штук; они 

линейно независимы и удовлетворяют условию sB^s = —Р, где «̂  = I '" 1 , 
Vi ... о о/ 

т.е. являются кососимметричными относительно второй диагонали и, стало быть, 
образуют базис в В^. 

В Ci суп];ествует тригонометрический базис вида 

Сп^ш = Ап^ш - {-1Ги:^А_п^ш. О ^ п ^ ^ , 0 ^ т ^ 2 ^ - 1 , 

где Aji^jn G si{2i). Алгебра Ли с базисом {Сп,т} состоит из комплексных 2^х 2^-
матриц, кососимметричных относительно билинейной формы (sx^y)^ где s = 

'О о ... о - 1 \ 

, т.е. совпадает с Ci. 
о о ... 1 о 

о -1 ... о о . 
л о ... о о / 
В Di можно выбрать тригонометрический базис вида 

Dn,m = Ап,т - ио''А_г1,ш, О <П^1, О ̂  ГП ^ 21 - 1, 

а также вида 

К,гп = Ап,гп - {-1ГА_п,гп. 0 ^ n ^ ^ - l , 0 ^ m ^ 2 ^ - l , 

где Ап^т G si(2i). Матрицы Dn^m являются кососимметричными относительно 
второй диагонали, а матрицы D'^ ^ кососимметричны относительно билинейной 

(
о о ... о -1 о\ 
о о ... 1 о о 

-1 о ... о о о . 
о о ... о о 1/ 

в Di. 
В классической алгебре Ли А2£ — si(2i + 1) помимо тригонометрического 

базиса Ап^т можно выбрать тригонометрический базис вида 

А ; ^ ^ = Ап,ш - {-1ГА_п,ш, 0 ^ п ^ £ , 0 ^ т ^ 4 £ + 1 , 

а также вида 

А''^ = Ап,ш-{-1Ги;''А-п,ш, 0^n^i,0^m^4i+l. 

, Т.е. образуют базис 
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Во всех рассмотренных случаях второй индекс т задает Z/A^Z-градуировку 
соответствующей алгебры Ли. Пусть ^ — классическая алгебра Ли тина А^ В^ 
С или D. Имея конечную Z/A^Z-градуировку 

ИЛИ, что то же самое, автоморфизм а конечного порядка, а^ = 1, алгебры Ли 
д, мы можем определить в ^[C/i, U^ ] 0 С-с подалгебру 

jez 

Автоморфизм а состоит в умножении элементов из QJ на ш^, где о; = e^^^l^. 
Элемент центра с принадлежит ^о • Известно [9], что алгебра Ли L[^^G^ В за­
висимости от свойств автоморфизма а изоморфна ^^ , Щ ^ ^\ •> ^i •> ^Д^ 
/с = 1, 2 (в случае D4, /с = 1, 2, 3), если ^ — соответственно алгебра типа А^ В^ 
С ^ D. Тогда в алгебрах Каца-Муди можно выбрать тригонометрический базис 
вида 

Впш ^ и^ в Bf\ Спш ^ и^ в Cf\ Dnm ^ и^ в Df\^ 

D'^^ ^ иг в i ^ ; ' l i )+ i , А ; ^ ^ иг либо < ^ ^ иг в 4 ? -
(27) 

Теперь вернемся к алгебрам Ли Б;^, (7;^, Dfi, h = (тг/А^, / i i ) . Образующие этих 
алгебр нумеруются тремя целочисленными индексами (n i , П2, m ) , кроме того, 
выполняются дополнительные соотношения 

^ni + rN,П2 ,т {-1У"'Тп,,п,,ш, где Т = А, в, с или D. 

Определим алгебры Ли В^^п^ ч См.Пг ^ DN,hi ^^^ алгебры, получаемые фак­
торизацией Bfi^ Cfi^ Dfi^ h = {TT/N^HI)^ HO ЭТИМ соотношениям. Представляя 
^ П 1 , П 2 , т = c J ^ i W S ^ n ^ m g n i p m ^ иГЩ''^ В ф о р м у л а х ( 1 2 ) , ( 1 6 ) , (19) ПрИ П = 

{TT/N^ hi), получим реализацию для алгебр Ли Bjyfi^ , С^.Гц •> BN,hi • 
Заметим, что поскольку данные алгебры не обладают структурой (7*-алгебр, 

их нельзя реализовать как скрещенное произведение соответствующих алгебр 
Каца-Муди и оператора сдвига. 

Сравнивая явные выражения для тригонометрических базисов в алгебрах Каца-
Муди (формулы (27)) и явные выражения для тригонометрических базисов в ал­
гебрах Ли Bjyfi^, CN,hi ^ ^N^hi (формулы (12), (16), (19)), получаем следующую 
теорему. 

Т Е О Р Е М А 4. Алгебры Ли В^^п^ у См.Пг '^ DN,hi имеют следующие пределы 
при hi ^ 0: 

1) Bjy^fi^ при N = 2i-\- 1 переходит в А^^^, а при N = 21^2 —в Df_^^, 

2) CN,hi '^Р'^ N = 2i -\- 1 переходит в AL^^ , а при N — 2i — в С\\ 
3) Djy^fi^ при N = 2i -\- 1 переходит в В)^, а при N = 21 — в В \ , 

т.е. они могут рассматриваться как hi-деформации соответствующих алгебр 
Каца-Муди {при соответствующих значениях N). 

В теореме 4 можно заменить hi на вектор (/ii, . . . , /i/^); тогда мы получим 
/с-параметрические деформации соответствующих алгебр Каца-Муди. 

Отметим что происходит с вершинными операторами, например с (6), при под­
становке h = (тг/А^, hi). Очевидно, что вершинные операторы автоматически до-
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п у с к а ю т редукцию (24), т .е . представление в е р ш и п п ы м и о п е р а т о р а м и ф а к т о р и з у -
ется и з а д а е т представление Адг/^^^. Если положить з а т е м hi = О, т о м ы получим 
в т о ч н о с т и вершинные о п е р а т о р ы из [10], з а д а ю щ и е представление А)у . То ж е 
самое справедливо и для представления в е р ш и н н ы м и о п е р а т о р а м и серии Bfi. 
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