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О Г Р А Н И Ч Е Н Н О С Т Ь В А Р И А Ц И И С В Е Р Т О К М Е Р 

Ж . Бургейн 

1. В в е д е н и е . Эта заметка продолжает работу [1]. Внимание автора 
к вопросам, рассматриваемым ниже, и связанным с темой работы [1], было 
привлечено В. Хавиным, а также С. Виноградовым. В [1] установлено, что 
для любой ограниченной и аналитической в диске D = {z Е С \ \z\ < 1} 
функции F радиальная вариация в направлении ^ G [—тг, тг] 

У{Г,в)= f\r{pe'')\dp (1.1) 

конечна для множества значений в хаусдорфовой размерности 1. Такое 
же утверждение справедливо и для ограниченной действительной гар­
монической функции / . Чтобы убедиться в этом достаточно рассмотреть 
Я^-функцию F — е*̂ "̂ *-̂ , где / - функция, сопряженная к / , и исполь­
зовать тот факт, что \F'\ > \f'\e^ > c\f\. Мы покажем ниже, что для 
любой меры /i на [—тг, тг] (или на М), /i > О, ее гармоническое продолжение 
Д (ге*^) = (it * Рг) (9) опять же имеет ограниченную радиальную вари­
ацию для множества значений в хаусдорфовой размерности 1. (Рг обо­
значает ядро Пуассона). Этот факт, как и результат из [1], имеет очевид­
ный матричный аналог, а его доказательство является модификацией рас-
сужденрш работы [1]. Вместо сверток с элементами полугруппы Пуассона 
можно рассматривать свертки с ядрами меньшей гладкости. Справедли­
во, в частности, следующее 

УТВЕРЖДЕНИЕ. Пусть функция (р наШ удовлетворяет условиям 

J \хф)\^ dx<oo и J {{1 + \х\) \ip\x)\ + (1 -h х^) \<р'\х)\) dx<oo 

(1.2) 
{мы предполагаем, что (р" существует как мера). Положим для 
h > О (fh = ^ пусть fi - положительная мера. Пусть, на-
конец, Е - множество точек а? G М, для которых {fi * (ph) (х) имеет 
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ограниченную вариацию {как функция от Л). Тогда хаусдорфова раз­
мерность пересечения Е с любым открытым интервалом равна I. 

Условия (1.2) вполне возможно не являются оптимальными, но доста­
точны для получения следующего следствия, относящегося к теории диф­
ференцирования: 

СЛЕДСТВИЕ. Если f действительная функция класса на К , то 
симметрическая разность в точке х 

= ^ [fix + Л) + fix - Л) - 2/(х)] (1.3) 

имеет ограниченную вариацию по h для множества точек х хаус­
дорфовой размерности 1. 

В самом деле D^j^^ f может быть представлена как * (рк, где (р" = 
^ { 1 } " ^ ^ { - 1 } -2(5{о}, а значит (^-кусочно линейная функция с компактным 
носителем. 

Отметим, что предыдущее утверждение теряет силу для 

D'i!^f=l[fix + h)-fix-h)] 

И f £ . Контрпример может быть легко построен с учетом следующе­
го наблюдения. Пусть N достаточно большое целое число, рассмотрим 
функцию f{x) = sin iVx, имеющую, очевидно, ограниченную С^-норму. 
Тогда 

î î V = 2 ! i ^ c o s i V x , (1.4) 

^ { ^ПТТ^ } i < / к 1 имеет вариацию порядка log TV. 
Отсюда сразу следует возможность построения контрпримера в виде 

соответствующего лакунарного тригонометрического ряда. 
Доказательство утверждения является модификацией рассуждений 

из [1]. Дополнительные элементы доказательства связаны с заменой 
ограниченной действительной функции / на положительную меру /i (по­
сле которой мы можем использовать только ограниченность снизу) и с 
уменьшением гладкости функции (р (что потребовало изменения рассуж­
дений раздела 4 работы [1]). В изложении мы вынуждены повторить 
большую часть работы [1]. 

2. Д о к а з а т е л ь с т в о у т в е р ж д е н и я . Так же как в [1] для N = 1,2,... 
обозначим через {Км} последовательность сверточных ядер на М, обла­
дающих следующими свойствами: 
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KN>0, JKN = 1; (1) 

KNU) ~ 1/N{t^ + iV -2 ) ; (2) 

\KN\<NKN (поточечно); (3) 

Для Ni > N, пологал / т (х ) = f(x + т), имеем 

J \{Км)г - KN\Kr,,ir)dT < ^ log ( 2 + ^ ) KN (поточечно); (4) 

Для Ni>4 

(поточечно). ( 5 ) 

В частности, 
Км ^ KM < Км. ( 6 ) 

Км>0 и Км{п) > ^ для \п\ < ^-N- (7) 

supp Км С [-N, N] и A'TV имеет вариацию ^ J^- (8) 

В [1] подобное построение проводилось для случая окружности Т = 
M / Z . Случай М совершенно аналогичен и мы не будем останавливаться на 
деталях. 

Пусть ц - положительная мера на М; рассмотрим для к = 1,2,... по­
ложительные функции 

Л = /х * {K^k * К^к) * (K^kN * K^kN) * • • • . (9) 

(i) Предположение индукции. 
Будем по ршдукции строить точки 9к G М и последовательности с^^^ 

{j < к) положительных чисел (которые отделены от нуля), удовлетворя­
ющие неравенству 

к 

fo{0o) - (|/(i) * {е'^'''''К,,-г) I * К,,-.) (9^) > fk{9k). (Ю) 

Поскольку правая часть (10) остается положительной, мы можем полу­
чить отсюда ограниченность второго члена в левой части, что в свою оче­
редь позволит получить оценку вариации. 
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(ii) Шаг индукции. 
Так как мера /i - действительная, то Д так же действительные. А по­

скольку обращаются в нуль вне отрезка [-2^, 2^], ввиду (8) для дан­
ных 9 иф имеем: 

J f(k+i){v) [А'г-̂ С̂  - »?) (1 + cos (г̂ г̂ Се - ri)) + ф)] drj 

= (/(fc+i) * л » (в) + Re (/(fc+i) * ( е ^ " ^ ' А > ) ) . (11) 

Таким образом, для данного 9 найдется фв, удовлетворяющая следую­
щему равенству 

J f(k+i){v) [К2^{0 + COS {2п2'{в - - 7 , ) ) + Фв)] dv 

= ( / ( . + 1 ) * А » (в) - ! ( / ( , + ! ) * {е''''''^К,,))хв)\. (12) 

Умножая обе части (12) на К^н {9к — 9)и интегрируя по ^, получаем 

J fik^i){ri)L{h,r,)dr, (13) 

( A + i * A V * A V ) ( ^ , ) (14) 

- (|л+1 * (е2"-2*^ А > ) I . К^,) (вк), (15) 

где 

Ь{вк,т,) = J K^ki0k-0)K^k(e-т))il + cosi27r2''{e-r)) + фв))dв. (16) 

Ясно, что 
Ь{в,п)>0, [ L{e,r,)dr,= l. (17) 

JT 

По предположению индукции 

( / f c + i * A V * A V ) ( ^ f c ) = A(^fc) 

к 

< МОо) - 5] ) ( | / , * ( 2 2 - - 2 ^ - ' ^ А - _ х ) I * A - _ i ) ( ^ , ) . (18) 
Для простоты обозначим 

g,=fj*{e'^'''-''K,,-,). (19) 
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Покажем, что 

< ( l + сог-^*--')/^) {\9j\ * К,,-,){вк). (20) 

Действительно, ввиду (17) 

< J \i\9i\*K2^-^)iv)-i\9j\*K,,-^){ek)\m,r,)drj 

< JJ\gj\{x)\K,j-x{ri-x)-K,,-iie,-x)\L{ek,v)dxdr,. (21) 

Нетрудно показать, что ввиду (16), (6) 

т,т,) <2{К^,*К,,){вк -г,)< сгК^н{вк - Г}). (22) 

Подставляя (22) в (21) и применяя (4) для N = 2^~^, Ni = 2* в точке 
вк - X, имеем 

1 \К,,-г(п-х)- К^г-г{вк - х)\Li9k,r))dr] 

<С22-(''-^У^К.,,-г{вк-х), (23) 

И, наконец, оценка 

I J \gi\{х) \К,^-г (v-x)- К^^-г {9к - х)\Ь{вк, r))dxdT, 

<С22-^>'-^У'Ш*К,,-г){вк) 

доказывает справедливость неравенства (20). 
Аналогично, 

I {\gk+r\*K,,)ir,)L{ek,ri)dr,<cs{\9k+i\*K,,)iek). (24) 

Принимая ВО внимание неравенства (13)-(15), (18), (20) и (24), получаем 

1 h+iiri)L{ek,v)dr, 

< I{/о(^о) - Е ( l + со2-(«'-^)/=') ) (|5iI * А'2.-0 

- -{\gk+i\* K^,){r,)\Liek,T))dr,. (25) 
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Таким образом, полагая 

# + ^ ) = . W ( l + c o 2 - ( ' = - ^ ) / 2 ) " \ j<k, 
(26) 

получаем, что (25) влечет, в частности, существование точки вк^г G М 
такой, что 

Гк^г{вш)<МОо)- S^'^'^(bil*/^2.-0(^it+i). (27) 

Непосредственно из (26) следует 

с^^^ > С4 > О для любого j < к, 

что завершает индукцию, 
(iii) Локализация точек. 
На самом деле предыдущее построение позволяет выбрать точки в к на 

любом заданном интервале / Заметим, что по (2) и (22) 

/ L{ekyri)drj<cs2'-'/\ (28) 

Следовательно, полагая 

М .̂'?) = Д^. '?)Х[ | ,_, ,<2-*/2]. (29) 

j L{e,T))dT)>l-cs2-''/^. (30) 

Из неравенства (25) очевидным образом следует 

имеем 

/(• Е 4*' ' '^(lffil*^2 .-0( '7)}b(6b'?)c/7, 

<fo{Oo)-j fk+i{v)Liek,v)dr) 

< J ^(l-Cb2-''/^y' fo(eo)-fk+i{ri)^Liek,r,)dT,. (31) 

Из (31) получаем точку 9k+i, удовлетворяющую 

| ^ f c - ^ f e + i | < 2 - * / 2 , (32) 
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И, взамен (27), 

Л+Х (^ik+l)< ( 1 - ^ 5 2 - ^ / 2 ) " V o ( ^ o ) 

Таким образом, построение может быть проведено так, что неравенст­
во (32) будет иметь место на каждом шаге при условии, что мы поставим 
д о п о л 1 Ш т е л ь н ы й множитель ]~I(l — С52~^/^) ^ = CQ перед/О (^О)-

Ввиду (32) все Ok могут быть выбраны в 2-окрестности начальной точ­
ки ^0 • Очевидно, некоторая корректировка позволяет выбирать вк в про­
извольной окрестности и, следовательно, внутри любого фиксирован­
ного рштервала / . 

Так же как в разделе 5 работы 1 можно задать распределения, соот­
ветствующие выбранным точкам вк. Лля нормировки, каждой точке вк 
ставим в соответствие распределение с плотностью 

Qkiv) = JLI {вг ,в2)Ь2 {в2, ^з) • • • Lk-i {вк-ъ rj) d^i . . .йвк^1 , (34) 

где (см. (16), (29)) 

Ьк{в\в'') = jК,к{в' -в)К,к{в-в'') 

X (1 + cos (27г2^(^ - в'') + фв)) de, (35) 

г.(^',^'0 = Ь ,(^',Охр , , . , . ,<2-^/2]. (36) 

Более того, выбирая малый параметр О < е < 1, переопределяем 

(̂ ', О = / А > ( ^ ' - & ) - П 

X (1 + ^cos (27г2^(^ - в") + Фв)) de, (37) 

откуда следует оценка dimsupp > I - ^^^Qg^^*^ лля предельных распре­
делений г/е(б^^) = lim Ctk('r})drj. Локазательство этого факта аналогич-

НО рассуждениям, приведенным в разделе 5 работы [1], и мы его опускаем. 
Как следствие, внутри любого интервала / можно выбрать множество то­
чек в, имеющее хаусдорфову размерность 1 так, что 

оо 

Е {\/^ * ( e ' ^ ^ ' ' " ' ^ A V - i ) I * A ^ - i ) (в) < оо (38) 

(верхняя грань зависит от | / | и 5) . 
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(iv) Оценка вариалии. 
Наша цель - доказать ограниченность вариации {и* (ph) (9) в направле­

нии ^, удовлетворяющем (38), предполагая, что для функции (р вьшолнены 
условия (1.2) утверждения. 

Ввиду (9) имеем 

XJ = (К^, * A V ) * (К2,+г * * •' * (е^"^' '"' '^ATj^-i) ; (39) 

где 

следовательно. 

j'>j 
(40) 

Таким образом (см. (7)), 

Xj{n) > С5 > О на 
4^ ' 2 ^ 

(41) 

Из условия (8), равенства (40) и правила дифференцирования произведе­
ния получаем оценки 

(42) 

Var(x,) '< Е Var ( /v ) '+2^ Е s T ^ - ^ " ^ ' И 

В частности, из (41), (42), (43) следует, что существует мультипликатор Yj : 

на 4 'Г 

Оценка вариации сводится к оценке 

/ ' Е'"Ж")(^)'(/«п)е'^''"' 
Jo 

dh < оо. 

(44) 

(45) 

(46) 
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Рассмотрим мультипликаторы {CTJ}: 

suppeTj С 

0<'гЛп)<1, J^ajin) = l Vn, 

<C72-^' (5 = 1,2), 

(47) 

(48) 

(49) 

гдесг(^) ббозначает производную порядка 5. Оценим подинтегральное вы­
ражение в (46) суммой 

Е |(/ '*^;,Д)(^)1, (50) 
i 

где (ср. (46)) 

Z,-;,(V;) = Jaj{n)n{<py{hn) • e 2 - - ^ d n . (51) 

Ввиду (47), (44) 

/i * ZJ;, = (A* * ̂ i ) * >i * Zjh 

\И * <\fj * ( e ^ ^ ' ^ ^ ^ ^ A - ^ ^ . , ) I ̂  |y . | ^ i ^ . ^ i (поточечно). (52) 

Из (2), (45) получаем \Yj\ < K^j-i (поточечно). Следовательно, оста­
ется (ср. (6)) доказать поточечную ограниченность 

t \Zih\dh<K^,, 
Jo 

(53) 

ЧТО позволяет ввиду (52) оценить \{fi * ^jh){0)\^ dh, и следова­

тельно (46), через левую часть неравенства (38). 
Докажем (53). Все неравенства понимаются поточечно. Имеем 

значит, 

Далее, 

iipY{hn) = xip{hn) = {x<pUn), 

l̂ ife|< 27X^2. *k i *[(¥' +V)fc]' 

(54) 

(55) 

(56) 

(57) 
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Интегрируя первое слагаемое по Л, и делая замену переменной, получаем 

5 г / ^ к © | ' " ' ^ 2 ^ / . 1 * ' ( . ) 1 * (58) 

аналогично для второго слагаемого 

Ввиду условий (1.2) на <̂  и неравенств (58), (59), 

f\zM^)\dh<^. (60) 

Из (1.2) также следует, что (р' и х(р" ограничены (в Х^(М) и М(М) соот­
ветственно), так что (см. (8), (57)) \Zjh\ < Таким образом. 

J2-3 
dh < V (61) 

По (51), (54) окончательно получаем 

/ \Zjh\dh < 2̂  / / \ЩНп)\dndh 
Jo Jo Jnr^2J 

<2> Г \x^il)\dl<V\\x,p\\,. 
Jo 

(62) 

Из (61), (62) следует, что левая часть (60) не превосходит с2-', а значит 
(53) имеет место, что завершает доказательство. 
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