
Из вида операторов Q o и Q * несложно заключить, что правая часть 
(4.7) может быть записана в виде правой части (4.4). Теорема д о к а ­

зана. 
Автор глубоко признателен В. А. Ильину и М. Б. Оразову за полез­

ное обсуждение полученных результатов. 
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УДК 517.95 

В. Н. ДЕНИСОВ 

О С Т А Б И Л И З А Ц И И С Р Е Д Н И Х ПО В Р Е М Е Н И 
ОТ Р А З Н О С Т И Р Е Ш Е Н И Й З А Д А Ч И КОШИ 

Д Л Я Г И П Е Р Б О Л И Ч Е С К И Х У Р А В Н Е Н И Й 

Настоящая работа посвящена выяснению необходимых и достаточ­
ных условий стабилизации средних Чезаро — Рисса по времени от реше­
ния задачи Коши для волнового уравнения, уравнения Эйлера — Пуас­
с о н а — Д а р б у (ЭПД) и итерированного волнового уравнения. 

Необходимые и достаточные условия стабилизации средних Рисса по 
времени от решения задачи Коши для уравнения ЭПД при и(х, 0) = 
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— Uo(x), {x, 0 ) = 0 , Q^k^N—l (и, в частности, волнового уравне­
ния) получены в работе [1] . Отметим, что в работе [1] не налагается 
никаких требований на порядок роста функции и0(х) на бесконечности. 
Условия стабилизации средних по времени от решения задачи Коши 
д л я равномерно гиперболического уравнения дивергентного вида в пред­
положении ограниченности функции и0(х) изучены в работе [2] . 

Будем для краткости обозначать множества точек {x£EN

9 t^zO}, 
{x£EN, t>0} символами {t^O} и {t>0} соответственно. 

В полупространстве {t^O} рассмотрим задачу Коши для волнового 
уравнения 

Аи(х, t) = ~ ^ ( x y t) в {t>0}9 (1) 

и(х, 0 ) = 0 , ^ - ( х , 0 ) = М * ) > х&Е"9. (2) 

где U\(x) —заданная функция из класса *> C^N^+l{EN). Решение сфор­
мулированной задачи существует и единственно [3, с. 379]. 

Отметим, что в случае задачи Коши (1), (2) нет оснований ожидать 
результата, аналогичного результату работы [1] , ибо даже в случае, 

ди 
когда начальная скорость (х, 0)=ui(x) в задаче (1), (2) является 
гармонической функцией, отвечающее ей решение и(х, t)=tui(x) не 
имеет предела средних Рисса по времени, в то время как U\ (х) очевидно 
имеет предел шаровых средних Рисса любого неотрицательного поряд­
ка, равный U\(x). Этот факт сразу же вытекает из формулы среднего 
значения, справедливой для любой гармонической в EN функции. 

Нам потребуются некоторые результаты относительно свойств шаро­
вых интегральных средних Чезаро — Рисса. 

Пусть f(x) —непрерывная в EN функция. Для фиксированных / п > 0 , 
а> — 1 введем при R>0 семейство интегральных средних 

o S ( * . f . m ) = J (i-^-)af(y)dy/ j ^ - I ^ f d y , r = \ x - y \ 

Переходя к сферическим Af-мерным координатам с центром в точке х 
и используя обозначение **> 

М(х, р, f) = — j f(x+pQ)dQ, ( o i v = 2 ^ / 2 [ r ( i V / 2 ) ] - 1 , 

для среднего значения функции f(x) по поверхности сферы радиуса р 
с центром в точке х, получим 

R 

OR(x,lm) = - ^ r l ( l - - ^ r ) M ( x , P , f ) p ^ d p , (3) 

где Ci=mJB{N/m, а + 1 ) . 
Будем говорить, что функция f(x) имеет в точке х шаровые средние 

Чезаро_—Рисса оа(х, /, пг); если в этой точке существует предел 

l i m o S ( * , f, m)=A(x). (4J 
R->oo 

*> Символ [А] обозначает наибольшее целое число, не превосходящее веществен­

ное число А, Д — 2 ^ о •. 
ft=i дх{ 

**> Символ / . . . dQ обозначает интеграл по всем углам на поверхности N-мерной 
0 

сферы с центром в точке х. 
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З а м е ч а н и е 1. Используя классические результаты из книги 
Г. Харди [4, с. 144], легко установить, что шаровые средние oa

R {х, f, т) 
являются регулярными средними и обладают свойством включения по 
порядку а, т. е. если в точке х существует при некотором а предел (4), 
то при любом а ' > а существует равный ему предел 

Ито%{хУ!,т)=А(х). 

Имеет место следующая теорема о равносильности методов суммиро­
вания. 

Т е о р е м а 1. Пусть а > — 1, ra>0, n > 0 , f(x) — непрерывная в EN 

функция. 
I. Для того чтобы в точке х (равномерно по х на каждом компакте 

KaEN) существовал предел *> 
R 

Н т J ( 1 9~)аМ{х, p , . f ) p * - i d p = A ( x ) , (5). 

где C\ = m/B (N/m, а + 1 ) , необходимо и достаточно, чтобы в точке х 
(равномерно по х на каждом компакте KczEN) существовал предел 

R 

Н т J ( l--^r')aM(x, р, f)p*-*dP=A(x), (6) 

где C[=n/E(N/n, а + 1 ) . 
II. Если сходимость в (5) является равномерной по х на каждом 

компакте К области GaEN, то предельная функция А(х) является гар­
монической в области G. 

С л е д с т в и е . Если сходимость в (5) является равномерной по х 
на каждом компакте KczEN, то предельная функция щ(х, t) = tA(x), 
где А(х) определена равенством (5), является решением уравнения (1), 
удовлетворяющим начальным условиям 

В полупространстве {t^O} рассмотрим задачу Коши для уравнения 
Эйлера — Пуассона — Дарбу (ЭПД) 

Аи(х, 0 = 4 " Ж"{Х> *) + Ж"{х> t ] В { ' > 0 } ' ( 8 ) 

k 
k ' ди 
и(х, 0)=u0(x), -gf(x, 0 ) = 0 , хвЕ", (9) 

где k>N—\ (случай O^k^N— 1 рассмотрен в работе [1] ) ; и0(х) — 
заданная функция из класса C2(EN). В работе [5] доказано, что при 
k>N—l решение задачи Коши (8), (9) существует, единственно и пред-
ставимо в виде 

t 

U(Х' t } = B(N/2, (k+\-N)/2)t« }\l~~f ЩХ'Х' U(y)%N~^ 
k 

т. е. в наших обозначениях и(х, t) =G^~N~1^2 (Х, и0, 2) . 

*> Символами Cit i = l , 2, будут обозначаться постоянные, которые определя­
ются из условий нормировки соответствующих средних к единице и указываются в 
явном виде в их первой записи. Символами В к Г обозначаются интегралы Эйлера пер­
вого и второго рода. 

4. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е уравнения № 1 д а 



Таким образом, вопрос о существовании предела при i - > o o решения 
задачи Коши (8), (9) в силу формулы (10) равносилен вопросу о суще­
ствовании предела при t-^oo средних Рисса a&-N-lV2(x9 w0, 2) от на­
чальной функции. Применяя теорему 1, получаем утверждение. 

к 
Т е о р е м а Г. Пусть m > 0 , k>N—\, и 0 ( х ) $ С 2 , и(х, t)— 

решение задачи Коши для уравнения ЭПД (8), (9). Для того чтобы 
в точке х (равномерно по х на каждом компакте KaEN) существовал 
предел 

lim и(х9 t)=A(x) (11) 

решения задачи Коши (8), (9), необходимо и достаточно, чтобы в точке 
х (равномерно по х на каждом компакте Kc:EN) существовал предел 

lim a g - t f - w 2 ^ , и0, m)=A(x) (12) 

шаровых средних Чезаро — Рисса порядка (k—N—\)/2 от начальной 
функции и0(х). 

З а м е ч а н и е . Из формулы (10) при a=(k—N—l)/2 и результа­
тов работы [5] следует, что шаровые интегральные средние (х9 и0> 2) 
дважды непрерывно дифференцируемой функции ио(х) являются реше­
нием следующей задачи Коши в полупространстве {x£EN

y R^O}: 

. ci / о ч 2a+N+\ д • . п ч , 
Д*о« (х9 и0у 2) = — ^ ^ ~Wa* (*' U 0 ) * 

д2 

•> a « ( x , uo, 2)\R=O = U0(X), ^o%{xf u0, 2) | * = o = 0 , хЪЕ",~ (9') 

2 а + Л Т + 1 

другими словами, и (х, t)=o^(x, и0, 2) , a > — 1 . Этот факт вместе 
с теоремами 1 и 1' настоящей работы позволяет выразить в терминах 

2a+iv+i 
существования предела lim и (х, t) решения задачи Коши (8), (9) 
все те утверждения (или условия), которые выражены в терминах су­
ществования предела (4) шаровых средних Чезаро — Рисса начальной 
функции Uo (х). 

Рассмотрим задачу Коши (1), (2) для волнового уравнения. Имеет 
место следующее утверждение. 

Т е о р е м а 2. Пусть / п > 0 , n > 0 , {N—3)/2, и(х, t) — решение 
задачи Коши (1), (2) с начальной функцией и\(х) из класса 
CiN/2]+i (EN). Тогда существование в точке х (равномерно по х на каж­
дом компакте KczEN) предела 

Н т о а - ( * - 3 > / 2 ( * , M I , m)=A(x) (13) 
R-+oo 

шаровых средних Чезаро — Рисса порядка a— (W—3)/2 начальной 
функции и\(х) является необходимым и достаточным условием суще­
ствования в точке х (равномерно по х на каоюдом компакте Ka.EN) пре­
дела 

t 

; ™ 1 _ { ^ Н 1 " ^ " ) а " ( х ' т У т } = Л ( х ) ' ( 1 4 ) 

где С21 =В(2/п, а + 1 ) /п. 
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З а м е ч а н и е 1. Если сходимость в (13) является равномерной 
по х на каждом компакте KczEN

9 то (14) можно представить в виде 
t 

И т " 7 Г j ( 1 - - ! г ) А И * . * ) - « , ( * , T ) ] d x = 0 (14') 

предела средних по времени от разности решений уравнения (1) с на--
чальными условиями (2) и (7) соответственно. 

З а м е ч а н и е 2. Предельное равенство (14) очевидно можно за­
писать в следующем эквивалентном виде при t - + c o : 

t 

" Т " ! (
 l--£rfu(x> ^ d x = t lA(x)+Mx, t)], (И") 

где в точке х (равномерно по х на каждом компакте KczEN) 
lim|3(x, / ) = 0 . Предельные равенства (14), (14') , (14") показывают, 
f - > o o 

что обычные средние по времени от решения задачи Коши (1), ' (2) 
oa

t(x, и(х9 •), т) не имеют конечного предела при t^oo. Поэтому более 
естественными являются регулярные средние по времени (14), которые 
определяются и нормируются на решении задачи Коши (1), (2) с учетом 
того факта, что и(х9 t) = t при U\(х) = 1. 

Пусть 1=1, 2, . . . В полупространстве { ^ 0 } рассмотрим задачу 
Коши для итерированного волнового уравнения *> 

Ш(х9 0 = ' ( - ^ Д ) ' и (* , t)=0 в { * > 0 } , (15) 

д1 д21~1 

_ ^ ( х , 0 ) = 0 , i = 0 , 1, . . . , 2/—2, df2l_{ и(х, 0)=g(x)9 хвЕ». (16) 

В предположении достаточной гладкости функции g(x) решение задачи 
Коши (15), (16) существует и единственно [6] . 

Используя теорему 1 настоящей работы, лемму 1 работы [1] и ре­
зультаты работы [6], получаем следующий результат. 

Т е о р е м а 3. Пусть 1= 1, 2, . . . , и(х9 t) — решение задачи Коши 
(15), (16) для итерированного волнового уравнения с начальной функ­
цией g(x) из класса CK(EN), где X=l[(N+2)/2]. Пусть т > 0 , п > 0 г 

a^ki, где Ki=(N—l—2l)/2 при K Z < ( # — 1 ) / 2 и ^ = — 1+6 , 6>0 при 
l^(N—1)/2. Тогда существование в точке х (равномерно по х на каж­
дом компакте KaEN) предела 

lim а с м * г - 1 - 2 о / 2 ( Х > g y m ) = д щ (17|; 

средних Чезаро — Рисса порядка a—(N—\—2l)/2 начальной функции 
g(x) является необходимым и достаточным условием существования 
в точке х (равномерно по х на каждом компакте KczEN) предела 

i t 

З а м е ч а н и е . Как и в теореме 2, предельное равенство (18) можно< 
записать в виде предела 

t 

( 1~~^~)Ли^х' T ) - U l ( ' v > t ) ] d T = 0 , (18') 

;> П'и = П(П'-1и). 
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С 3 = Г (2/) л /В ( а + 1 , 21/п)9 

средних по времени от разности решений и(х9 t) и щ(ху t) уравнения 

(15) с начальными условиями (16) и условиями -—rU\(xy 0) = 0 , 

i=0, 1, . . . , 21—2, 0 ) = Л ( х ) соответственно. Предельные 

равенства (18) и (18') показывают, что обычные средние по времени 
от решения задачи (15), (16) а*(х9 и(х9 •), т) не имеют конечного пре­
дела при /->оо и что более естественными при изучении стабилизации 
являются средние (18), определенные на решении задачи Коши (15), 
(16) и нормированные с учетом того, что и(ху t) =t2l~l/(2l—l)! при 

Переходим к доказательству сформулированных результатов. При 
доказательстве теорем нам потребуется ряд вспомогательных результа­
тов, представляющих и самостоятельный интерес. Имеет место следую­
щее утверждение о связи интегральных средних <т£ (ху f, т) и cr£ (х9 f, п). 

Л е м м а 1. Пусть а > — 1 , а = р + х , где р — целое, а % удовлетво­
ряет неравенствам 0 < х ^ 1 , f(x)—непрерывная в EN функция. Тогда 
при любых положительных тип справедливы равенства 

1 

-Г d i d 
а« (х, U n)-C4ol(x, U m ) = C . J ^ P + I * * — ( — ) X 

X [ О - Г Г {(т=£ ) - (£)"}] U (19) 
1 

а ° (х, I m)-C6o«R(x,f, п)=С7 $yn^+»jL( J—f'1

 Х 

х [ ( 1 ~ у п ) а { ( 1 = £ ) " ( т У } ] < * • '» n > < 2 0 > 
где 

С4 = (±-)a+iB(N/m, a+l)/B(N/n, а + 1 ) , 

Cs=(—l)*-£-r(N/m)/B(N/n, а + 1 ) - r { N / m + p + 2 ) , 

C6 = ( ( t f /n , а + 1 ) / 5 ( t f /m , a + 1 ) , 

m 
C 7 = ( - 1 ) vUL Г (N/n) /В {N/m, a + 1 ) • Г ( t f / n + p + 2 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем вначале формулу (19). Имеет мес­
то равенство 

R 

L - i k l (1-^-Г«с.р.»р»-ур-

R 
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- ' ( ^ - ) a } M ( x l P , f ) p ^ p . (211 

Интегрируя по частям в правой части последнего равенства, получим 

р 

- (£)"} I м { х ' y ' f ) y N ~ l d y 1 "=°+°" 
R 

p 

- (•£-)"}] J A * ( * . 0. l)yN-ldyd9. (21') 

P 
Так как lim J * M ( A ; , y, f)y^~ldy=0, то нижняя подстановка в (21') 

Р-*о+о 0 

при ,р = 0+0 обращается в нуль для любого a > — 1 . Для доказатель­
ства обращения в нуль верхней подстановки в (21 х) при p = R—0 от­
дельно рассмотрим случай, когда а удовлетворяет неравенствам — К 
< а < 0 . Полагая при этом f} = — а и совершая замену переменной 
p = Ry в (21') , получим 

Ry 

Ry 

0

J dy l ( \ - t r ) n \ 1-й* I \ n 1 П { v ' 1 , } ^ 

Совершая замену переменной q=l—y под знаком предела и раз­
лагая функцию . 

/ _ 1 / / 1-(1-д)тЛ* (т_у\ 
4 > ( q ) (1 — ( 1 — ^ ) w ) ^ \ \ 1—(1—<7)я / \ п I I 

по формуле Маклорена, элементарно получим равенство Н т ф ( # ) = 0 , 

из которого следует обращение в нуль верхней подстановки в (21') . По­
этому равенство (21") приобретает вид 

, _ _ ^ | £ [ ( 1 _ „ . { ( ^ ) - _ ( £ П ] Х 

Ry 

X J М(х, г, f)z*-*dzdy. 
о 

Это представление для разности интегралов L элементарно преобра­
зуется к искомой формуле (19). 

Итак, при — 1 < а < 0 формула (19) доказана. При а = 0 имеют 
место равенства 

R 

oR (х, f, т) =o°R (х, f, п) = J M{x, p, f j p ^ d p , 



из которых немедленно вытекает справедливость равенства (19) при 
а = 0 . Поэтому в дальнейшем при доказательстве леммы 1 будем счи­
тать, что а > 0 . 

При а > 0 факт обращения в нуль верхней подстановки при р = /?—-О 
в (2Г) вытекает из предельных равенств 

lim (Л™—р™)А=0, lim / Rn~9n

 R m _ n \ a

 = ( JL)a

 %я 

pr+n-o v ' р->д-о\ Rm—pm I \ m I 

Поэтому равенство (21 х) можно записать в виде 
н 

Р 

-(•^ У } ] J М(х, г , f)z^dzdp. (22) 
Интегрируя р + 1 раз по частям в правой части (22) и учитывая при 
этом формулу 

J ту™-Ыух j*... my™-xdyi J zN~lM(x, z, f)dz= 
о о 0 

P 

= "X" «f (9т-1ГУУ^1Щх, У, f)dy=Aip™+"el(*' f> m ) ' 
о 

где Ai=r(N/m)/r(i+N/m+\) • m, получим представление 

p + i 

f 2 ( - D ' ( - ^ r ) f [ ( ^ - р т ) а { ( ^ р ^ ^ " п ) а -

~ ( ^ Г } ] л ^ + т ч <*. m ) + ( - i ) p + 2 ^ P + i x 

~ ( " ^ ; ) a } K p + J ( * > f ' m ) d p ) = 2 1 + 2 2 - ( 2 3 > 

Докажем, что все нижние и все верхние подстановки в равенстве (23) 
обращаются в нуль; В каждом слагаемом в сумме 2i внеинтегральных 
членов в (23) сделаем замену переменной p=Ryl/m. при этом получим 

, . = | o < - o ^ I [ o - W ( ^ ) 4 ^ ] * 

X A i y W o R y l / m ( х , f, т) j i ^ i - o . ( 2 4 ) 

Факт обращения в нуль всех нижних подстановок в (24) следует из 
того, что для любого t = l , 2, . . . , р + 1 и любого натурального /, l ^ / ^ i , 
в силу того, что a > p , т > 0 , / г > 0 , справедливо равенство 
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Отметим далее, что все слагаемые в сумме (24), номера i которых не 
превосходят р, очевидно обращаются в нуль при у = 1 — 0 , так как в t-м 
слагаемом содержится /-кратное повторное дифференцирование по у 
функции 

h(y) = (l— уп/т)а—(п/т)<*(1—у)а, а = р + х , 0 < х < 1 , 

которое приводит к функции, имеющей при у=1—-0 нуль порядка a—i. 
Таким образом, остается доказать обращение в нуль при у=1—0 по­
следнего р + 1 слагаемого в сумме (24). Рассмотрим выражение 

— : (Р+Х) (Р+Х-1) - x ( i - y ) * - 1 . 
m / 

Применяя в правой части формулу Лейбница, получим 
р 

1 { у ) — ( р + х ) £ 2 ч( - | - У ( w Г с - у п , т ^ ' 1 -

- ( - 1 ) ^ ( ^ ) р + х ( Р + Х ) ( Р + Х - 1 ) - x ( i - y ) - , c i = 7 F ( ^ z 7 ) T -

Поскольку все слагаемые в %(*/), которые содержат множители (1—{/), 
(1—-j/*/™) в положительной степени, обращаются в нуль при Г/ = 1 —0, 
остается доказать обращение в нуль при у—\— 0 выражения 

Н(у) = ( - 1 ) * + ' ( р + х ) ( Р + Х - 1 ) X [ 0<*/m-l)<p+l> ( ^ - ) P + 1 X 

Х ( 1 _ у п / т ) * - 1 _ ( ^ - ; ) Р + Х ( l - y ) H - l ] . (25) 

Совершая в (25) замену переменной по формуле у = 1 — z и применяя 
затем разложение по формуле Маклорена, получим 

# ( / / ) = # ( l - z ) = ( - l ) p + i ( p + x ) ( р + х - 1 ) - к[(п/т)Р^Х 

X (1 —г) (п/т-щр+i) \jilm) к - ^ * - 1 (1 + о (z)) "- 1— (/г/m) P + K Z * - 1 ] = 

= ( - 1 ) р + 1 ( Р + х ) ... х ( / г / т ) р + ^ - 1 ( 1 + о ( г ) - 1 ) = 

= ( — 1 ) ^ + 1 ( Р + х ) ( р + х — 1) — x(n/m)p+Ko(z*)-*0 при г - й ) + 0 . 

Таким образом, все верхние подстановки в (24) обращаются в нуль. 
Учитывая обращение в нуль всех нижних и верхних подстановок (24), 
перепишем равенство (23) в следующем виде: 

R 

х 1( ^ - ^ - Г ^ ^ Р . f ) p w - I d p = / ? - A ' - m a ( - i ) p + M P + , x 
о Р 

х | Р — ( ^ г П (*т-р̂ ( j ^ ' н a -
ч~^)0}]ap+1^m)dp• 
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Совершая в правой части последнего равенства замену переменной р = 
=Ry и умножая это равенство на подходящие постоянные, элементарно 
получаем формулу (19). 

Равенство (20) доказывается аналогично, только вместо формулы 
(21) следует воспользоваться формулой 

х V " ^ ^ ^ ' Р> f)pN~ld9=R-N-™ J ( # * - р » ) а Х 
о к о 

х [ ( R n - n У - ( т Л м ( х > р ' / ) p N _ i d p - ( 2 б ) 

Лемма 1 доказана. 
З а м е ч а н и е . Применяя разложение по формуле Тейлора с цент­

ром в точке у=1, легко показать, что функция 

(ini'-'-i'-lifii-,)-) 
имеет интегрируемую особенность при у=1. Поэтому функция 

F ( у ) = У ^ Р + ^ ( _ £ _ . f+1[ { l - y n ) a _ ( ^ ; ) а

( 1 _ , т ) а ] ; 

фигурирующая под знаком интеграла в формуле (19), является интег­
рируемой на сегменте [0, 1]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Основным инструментом до­
казательства справедливости теоремы 1 будут служить равенства (19) 
и (20) из леммы 1. Пусть в точке х (равномерно по х на каждом ком­
пакте K<^:EN) существует предел (5). Докажем, что существует пони­
маемый в том же смысле предел (6). Из существования предела (5) и 
свойства включения для шаровых средних oa

R (х, f, т) вытекает, что в 
точке х (равномерно по х на каждом компакте KczEN) справедливо ра­
венство 

Пто1+1(х, f, т)=А(х), р + 1 ^ а , а>р. (27) 

Из непрерывности f(x) и из (27) следует, что в точке х (равномерно по 
х на каждом компакте KczEN) имеет место неравенство 

\<*%(x9f9m)\<C (28) 

с постоянной С, зависящей от точки х (компакта К). Отсюда при каж­
дом уу удовлетворяющем неравенствам 0 < # ^ 1 , получаем, что в точке х 
(равномерно по x£KaEN) справедливы соотношения 

ИтаР+Ч*, /, т ) = А ( * ) я (27') 
я-*» Ry 

\off(x9f9m)\<C. (280 

Так как функция 

F ^ = y N + m ) 4 y ~ i - ^ П ( i-^>a- )e(i-^)e] 
интегрируема на сегменте [0, 1], то очевидно имеют место соотношения 

1 8 

J V 0 / ) H < ° o , lim [\F(y)\dy=0. (29) 
о о 

56 



Интегрируя по частям, получаем равенство 
1 

C5JF(y)dy = l-C4. (30) 
о 

Учитывая (270, (280, (29), (30) и применяя теорему Лебега о мажо­
рантной сходимости, легко получаем, что в точке х (равномерно по х 
на каждом компакте KczEN) справедливо предельное равенство 

1 

l i m C 5 j F ( j , ) 0 g + 4 * , f , m)dy=A{x){\-C). (31) 
R-+QQ Q 

Переходя к пределу при R-^oo в равенстве (19) и учитывая при этом 
(5) и (31), получаем, что в точке х (равномерно по х на каждом ком­
пакте KczEN) существует предел (6). 

Итак, необходимость в части I теоремы 1 доказана. Доказательство 
достаточности проводится совершенно аналогично, только вместо равен­
ства (19) следует воспользоваться равенством (20). Часть I теоремы 1 
доказана. 

Докажем вторую часть теоремы 1. В силу эквивалентности преде­
лов (5) и (6) при различных т и п , доказанной в первой части этой тео­
ремы, достаточно доказать гармоничность предела (5) при некотором 
конкретном выборе т. Положим т = 2 и докажем, что предельная функ­
ция А (х) в равенстве 

\imeR(x,fy2)=A(x) (32) 

является гармонической в области G. Учитывая тот факт, что шаровые 
средние а" (ху f, 2) удовлетворяют уравнению ЭПД (8) с параметром 
k=2a+N-\-l, и применяя неоднородную формулу среднего значения 
[3, с. 235], получим равенство 

i .г Г д д ( з з ) 

< М # - 2 ) 4 / v Rk dR OR 
Здесь рассматривается случай Л ^ З . Доказательство для случаев 

N=1 и N=2 проводится аналогично, но требует отдельной записи. Так 
как по условию предел (5) существует равномерно по х на компакте 
KciG, то очевидно, что для любого шара {\х—у\^р} радиуса р, цели­
ком лежащего в К, существует предел 

г 1 

lim - j< r« (У, U 2)dSy= 1 J A(y)dSy. (34) 
R-+00 COivp^ 1

 r ^ p " ' * (Oivp^ r = = p 

Тогда в силу формулы (33) существует предел 

2 2 . j"p ( ^ + 2 - р - - + 2 ) ~ -йГ**-£-°% (У' f> 2)dy=Ai(x). (35) 

Достаточно доказать, что предел (35) равен нулю хотя бы при одном 
выборе последовательности Rv-^oo. Действительно, переходя к пределу 
при v-*-oo в равенстве (33) и учитывая при этом (34) и тот факт, что 
Ai(x)—0, получим, что А(х) удовлетворяет формуле среднего значения: 
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поэтому [3, с. 236] А (х) является гармонической в области G функцией. 
Запишем равенство (35) в виде 

j ( г - л г + 2 _ р ^ + 2 ) ^ _ ^ _ ^ _ 0 а (y,f,2)dy = 

=Rk[A(x)+fr(x,R)), ( 3 6 ) 

где Pi(x, R)-*0 при R-+oo равномерно по х на каждом компакте К'шК. 
Пусть Ry и Rv+2 — последовательности чисел, удовлетворяющие нера­
венствам 

v ^ / ? v ^ v + l , v + 2 < / ? v + 2 ^ v + 3 , v6N. (37) 

Очевидно, что 1 ^Rv+2~~Rv^3. Проинтегрируем (36) по R в пределах 
от Rv до Rv+2 и поделим обе части полученного равенства на vk. При 
этом получим 

г ^ р 

НУ- f- 2 ) | н = н К 

< 3 8 > 

•о 
vh OR 

Учитывая неравенства (37), элементарно получаем, что при v-^oo вели­
чина 

p(v) = ( / ? v + 2 - / ? 5 + I )/vk(k+l) 

заключена в пределах l ^ P ( v ) = ^ 3 . В силу ограниченности последова­
тельности P(v) можно считать, что последовательности Rv+2 и Rv выбра­
ны так, что существует предел l imp(v) . Применяя к интегралу в левой 

V-VOO 

части (38) теорему о среднем и учитывая, что p i ( x , R)->~0 равномерно 
по хО.К'шК при # - > - о о , элементарно получаем 

Rv+2 

lim J p i ( JC, R)dR=0. 

Таким образом, предел при v-^oo левой части равенства (38) равен 
Ai(x) l imp(v) , l ^ l i m p ( v ) ^ 3 . Докажем, что предел при v-^oo правой 

V—MX) \-+оо 

части (38) равен нулю. Учитывая существование предела (5) и приме­
няя теорему о среднем, будем иметь 

v+3 

lim j { J ( r - w + ' - p - w + s ) - ^ - a « (у, f, 2)dy] dR = 
V ^ ° ° v r ^ p 

= 3 1 i m \ ( r - N + 2 - p - N + 2 ) ^ - o R (y,f,2)dy= (39); 

= 3 lim J ( г - ^ + 2 _ р - ^ + 2 ) [ a a ( y > f j 2 ) - a « (y, f, 2) ] d y = 0 , 

tf.G[v,v+3]. 
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Учитывая равенства (5) и (39) и очевидные предельные соотношения 
l i m ( # v + 2 / v ) = l i m ( # v / v ) = l im(# . / v ) = 1, получаем, что предел при v-^oo 
V-УОО V->-oo V - > 0 O 

правой части равенства (38) равен нулю. Таким образом, переходя 
к пределу при v->oo в равенстве (38), получаем А\(х) l i m p ( v ) = 0 . Так 

V->oo 

как l ^ l i m p ( v ) ^ 3 , то отсюда вытекает, что Ai(x)=0. Теорема 1 пол-
V->oo 

ностью доказана. 
Приступая к доказательству остальных теорем, отметим, что тео­

рема Г является прямым следствием теоремы 1 и равенства (10), а тео­
рема 2 является частным случаем теоремы 3 при 1=1. Таким образом, 
нам остается доказать теорему 3. 

Л е м м а 2. Пусть и(х, t)—решение задачи Коши (15), (16) для 
итерированного волнового уравнения. Тогда при t>0 в каждой точке 
x£EN справедливо равенство 

tN J ( H r - ) 

N-l-21 
(40) 

M(x, т, g)%N~ld%, 

в котором а > —1 при / > ( i V - l ) / 2 и а > (W—l — 2/) /2 при 1 ^ / < 
<(N-l)/2, 

С 8 = 2 Г ( 2 / ) / Я ( / + 1 / 2 , а + 1 ) , C9=*2/B(N/2, а— ( Л Г - 3 - 2 / ) / 2 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть выполняются условия гладкости, на­
ложенные в теореме 3 на начальную функцию g(x). Тогда, как доказано 
в работе [6] , решение задачи Коши (15), (16) существует и представимо 
в виде 

и (x, t) 

t 21— 1 

(2/ -1)1 
, 2 1 - ! 

•М(х, t, g), если / = 
— 1 

21—N—1 

{21 

если / > 

1 

Щх> ty, g)yN ldy, 

N— 1 

(41i> 

(41.) 

(2/ — 1)1 

если 1 < ; / < 

tdt 
N— 1 

V + 2 v - ' 2 « 2 v (x, % 
(41.) 

тде в случае l ^ / < (N—l)/2 число v обозначает наименьшее целое, для 
2Z+2v 

которого справедливо неравенство 2v+2l^N— 1, а и (х, t) —реше­
ние задачи Коши для уравнения ЭПД (8), (9), в котором k равно 2/+2v, 
а начальная функция и0(х) в (9) заменена на g(x)/(2l+l) (2 /+3) 
. . . (2 /+2v-Hi) (см. [6]i). 

Пусть l=(N—\)/2 и а > — 1, тогда, умножая решение и(х, т ) , опре­
деленное формулой (411) , на (t2—t2)air и интегрируя по т от 0 по t, 
получим формулу (40). Пусть l>(N—l)/2 и a > — 1 , тогда умножим 
решение и(х, т ) , определенное формулой (41 2 ) , на {t2—т2)ат и проин­
тегрируем по т от 0 по t, а затем поменяем порядок интегрирования по т 
и по р, при этом получим 
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t 

'J xu(x, x)(t2-x2)*dx= *J [ j (Р-т*)*(%*-р*)Щ%]-М(х, p, г ) р * - Ц > , 
0 O p 

где h= (2/—Л/^—1)/2. Совершая замену переменной т 2 = £2— (t2—-p2)sin2y 
и учитывая равенство 

'J ( ^ 2 ~ T 2 ) a ( T 2 - p 2 ) 4 d T = ( / 2 — р 2 ) « + л + 1 5 ( а + 1 , / i + l ) , (42) 
Р 

получим формулу (40). Пусть l^l<(N—1)/2, а^ (ЛГ—1—20/2,. тогда 
умножим решение и(л:, т ) , определенное формулой (41 3 ) , на т и проин­
тегрируем по т от 0 до t, при этом получим 

)%u(x,%)dx^\r—) It****-* и (x,t)]. 
о 

Мы учли, что нижняя подстановка при £ = 0 + 0 равна нулю. Обозначим 
t 

символом (Iz) (t) операцию (Iz) (t) = / xz(x)dx, а символом (Ivz) (t) — 
0 

результат v-кратного повторного применения операции /. Полагая 
t 

z(t)= / хи(х, x)dx, применим v—1 раз операцию / к последнему равен-
о 

ству. Учитывая при этом формулу 
* Ti V i 

( / v 2 ) (t) = jxidxi J ••• T v - i d t v - i J z(t)dt= 
0 0 0 

t 

= 2 v l (v — 1)! 'I 
и тот факт, что при каждом применении операции / подстановка при 
f = 0 + 0 обращается в нуль, получим 

t 
1 Л 2Z+2V 

_ _ _ _ _ - J (t*-T*)v-Hu(x,T)dT=t^-i и (x,t) = 

Г 2Z+2V-JV-1 

= C i 0 J (t2-x2) 2 M(x,x,g)xN-*d%, 
о 

где C i o = 2 / 5 ( ( 2 / + 2 v + l — t f ) / 2 , N/2) (2Z+1) (21+3) ••• (2Z+2v—1)Г(2/) . 
Пусть (Af— 1— 2/) /2 при 1 ^ / < (Af—1)/2 и пусть h = a—v. Умножим 
последнее равенство на (T2—t2)4 и проинтегрируем по t от 0 до Т, а за­
тем поменяем порядок интегрирования по t и по т, при этом получим 

т г 

= С 1 0 J т ^ - Ш ^ , т, g) [ J ( Г 2 - г 2 ) » ( / 2 - т 2 ) 2 dx. 
о т 

Совершая во внутренних интегралах замену переменной t2 = T2—(T2— 
—x 2 ) s in 2 y и учитывая при этом формулу (42) при h = a—v, a = v — 1 
и h — a—v, а= (2/+2v—iV—-1)/2 соответственно, получим равенство 
(40). Лемма 2 доказана. 
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Л е м м а 3. Пусть и(х, t) — решение задачи Коши (15), (16) и пусть 
выполняются условия теоремы 3. Тогда для того, чтобы в точке х (равно­
мерно по х на каждом компакте K<^EN) существовал предел 

im 
ъ 

j (l--^)au(x,T)dx=A(x), (43) 

где Сз =2Г(2 / ) /В( / , а + 1 ) , необходимо и достаточно, чтобы в точке х 
(равномерно по х на каждом компакте KczEN) существовал предел 

t 

lim j ( 1 - ) \ (х, т) = А (х). (44) 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3 аналогично доказательству час­
ти I теоремы 1. Действительно, полагая в равенстве (21) т = 2 , п > 0 
и заменяя функцию pN~lM(x, р, f) на решение и(х, р) задачи Коши (15), 
(16), а величину R~N— на R~21 и повторяя после этого рассуждения 
леммы 1, получим равенство 

JR R 

- | И ( » - ^ ) e " ( * . P ) ^ - C n - g - j ( 1 - ' ^ - ) в « ( х , p ) d p -

1 

= c » j ^ + » ^ - ( ^ - П ( т Г ^ - ^ а ] х < 1 9 ' > . 

VR 

где 

С ц = = / г « + 1 В ( / , а + 1 ) / 2 а + 1 5 ( 2 / / я , а + 1 ) , 
1 

c^yn+W)4y-{wT [ ( 1 - И « - ( - у ) а ( 1 ~ ^ » ] ^ = 1 - С и . 

Равенство (190 является аналогом равенства (19). Поменяв местами 2 
и /г, совершенно аналогично получим аналог равенства (20). Применяя 
после этого к полученным равенствам рассуждения теоремы 1, получим 
доказательство леммы 3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть 
в точке х (равномерно по х на каждом компакте KczEN) существует 
предел (17), тогда в силу теоремы 1 существует предел, понимаемый 
в том же смысле: lim о*-№-1~21>/2(х, g, 2)=А(х). Из равенства (40) 

следует, что в точке х (равномерно по х на каждом компакте KczEN) 
существует предел 

i,(l-^)aru(xtx)dx=A(x). (45) 

Заменяя в лемме 1 работы [1] функцию plf{x, р) на функцию 
ри(х, р), функцию p m f (* , р) на функцию и(ху р) (и(х, р) — решение 
задачи Коши (15), (16)), а величины Rl+l и Rm+l заменяя на R21*1 и R21 

соответственно, получаем, что в точке х (равномерно по х на каждом 
компакте KczEN) существует предел (43), но тогда в силу леммы 3 
существует в том же смысле предел (44). Необходимость доказана. 
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Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть в точке х (равномерно по х на каждом 
компакте KczEN) существует предел (18), тогда в силу леммы 3 суще­
ствует понимаемый в том же смысле предел (43). Заменяя в лемме 1 
работы [1] функции <plf(x, р) и pmf(x, р ) на и(х, р) и ри(х, р) соответ­
ственно (и(ху р ) — решение задачи Коши (15), (16)), а величины Rl+\, 
Rm+1 заменяя на R21 и / ? 2 г + 1 , получаем в силу утверждения леммы 1 ра­
боты [1] , что существует понимаемый в том же смысле предел (45). 
Из равенства (40) следует, что в точке х (равномерно по х на каждом 
компакте KczEN) существует предел (17). Достаточность доказана. Тео­
рема 3 доказана. 

Автор выражает глубокую благодарность А. В. Бицадзе и В. А. Иль­
ину за обсуждение настоящей работы. 
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УДК 517.95 

А. Е. ЕВЖАНОВ 

О Ц Е Н К А С Н И З У СУММЫ К В А Д Р А Т О В 
Ф У Н Д А М Е Н Т А Л Ь Н Ы Х Ф У Н К Ц И И С А М О С О П Р Я Ж Е Н Н О Г О 

Э Л Л И П Т И Ч Е С К О Г О О П Е Р А Т О Р А ВТОРОГО П О Р Я Д К А 

В. А. Ильин В работе [1] получил оценку снизу для суммы квад­
ратов фундаментальных функций для произвольной фундаментальной 
системы функций оператора Лапласа 

_ Б u2

n{x)^aixN-\ (1> 

В настоящей работе получена аналогичная оценка для фундаменталь­
ных функций произвольного самосопряженного эллиптического опера* 
тора второго порядка 

ij=l J 

коэффициенты сщ(х)=ац(х) и с(х) которого определены в G и удовле­
творяют условиям ciij(x)eCW(G), c(x)GC<°>(G), 

mo ( lU*); < g а-М^тг ( Г I?) , 

m 0 , m i > 0 . 

Согласно трактовке, принятой в работах В. А. Ильина и его учени­
ков, фундаментальная система функций определяется следующим обра­
зом: полная ортонормированная в Af-мерной области G ^система 

{un(x)}n=i называется фундаментальной системой функций самосопря-
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