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Гомотопические свойства пространства 𝐼𝑓 (𝑋)

идемпотентных вероятностных мер

А. A. Заитов, А. Я. Ишметов

В работе построено подпространство 𝐼𝑓 (𝑋) пространства идемпотентных
вероятностных мер на заданном компакте 𝑋. Установлено, что если исход-
ный компакт 𝑋 стягиваем, то 𝐼𝑓 (𝑋) также является стягиваемым компактом.
Показано, что шейпы компактов 𝑋 и 𝐼𝑓 (𝑋) равны. Далее, доказано, что для
компакта 𝑋 компакт 𝐼𝑓 (𝑋) является абсолютным окрестностным ретрактом
тогда и только тогда, когда 𝑋 – абсолютный окрестностный ретракт.
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1. Введение. Традиционную математику над числовыми полями можно трак-
товать как квантовую науку. Имеется и ее “классический аналог” – идемпотентная
математика, т.е. математика над полуполями (и полукольцами) с идемпотентным
сложением. Для идемпотентных полуполей выполнены все стандартные аксиомы,
кроме наличия вычитания; вместо этого выполняется свойство идемпотентности
сложения: 𝑥 + 𝑥 = 𝑥. Типичным примером является алгебра Max-Plus, состоящая
из вещественных чисел (и символа “минус бесконечность”, играющего роль нуля) и
имеющая операцию maximum в качестве сложения и обычное сложение в качестве
(нового) умножения.

Напомним [1], что множество 𝑆 называется полукольцом, если в нем определе-
ны следующие две операции: ⊕ – сложение и ⊙ – умножение, удовлетворяющие
следующим условиям:
∙ сложение ⊕ и умножение ⊙ ассоциативны;
∙ сложение ⊕ коммутативно;
∙ умножение ⊙ дистрибутивно относительно сложения ⊕:

𝑥⊙ (𝑦 ⊕ 𝑧) = 𝑥⊙ 𝑦 ⊕ 𝑥⊙ 𝑧 и (𝑥⊕ 𝑦)⊙ 𝑧 = 𝑥⊙ 𝑧 ⊕ 𝑦 ⊙ 𝑧

для всех 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆.
Единицей полукольца 𝑆 называется такой элемент 1 ∈ 𝑆, что 1 ⊙ 𝑥 = 𝑥 ⊙ 1 = 𝑥

для всех 𝑥 ∈ 𝑆. Нулем полукольца 𝑆 называется такой элемент 0 ∈ 𝑆, что 0 ̸= 1
и 0 ⊕ 𝑥 = 𝑥 ⊕ 0 = 𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝑆. Полукольцо 𝑆 называется идемпотентным
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полукольцом, если 𝑥⊕𝑥 = 𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝑆. (Идемпотентное) полукольцо 𝑆 с элемен-
тами 0 и 1 называется (идемпотентным) полуполем, если для любого ненулевого
элемента множества 𝑆 существует обратный элемент.

Изложим деквантование Маслова. Пусть R = (−∞,+∞) – поле вещественных чи-
сел и R+ = [0,+∞) – полуполе неотрицательных вещественных чисел (относительно
обычных операций сложения и умножения). Рассмотрим отображение Φℎ : R+ →
𝑆 = R ∪ {−∞}, определенное равенством

Φℎ(𝑥) = ℎ ln𝑥, ℎ > 0. (1.1)

Перенесем обычные операции сложения и умножения из R в 𝑆 с помощью отобра-
жения Φℎ. Пусть

𝑢 = Φℎ(𝑥) = ℎ ln𝑥, 𝑣 = Φℎ(𝑦) = ℎ ln 𝑦.

Тогда
Φℎ(𝑥+ 𝑦) = ℎ ln(𝑥+ 𝑦) = ℎ ln(𝑒𝑢/ℎ + 𝑒𝑣/ℎ),

Φℎ(𝑥𝑦) = ℎ ln(𝑥𝑦) = ℎ ln𝑥+ ℎ ln 𝑦.

Положим
𝑢⊕ℎ 𝑣 = Φℎ(𝑥+ 𝑦) и 𝑢⊙ 𝑣 = Φℎ(𝑥𝑦),

т.е.
𝑢⊕ℎ 𝑣 = ℎ ln(𝑒𝑢/ℎ + 𝑒𝑣/ℎ) и 𝑢⊙ 𝑣 = 𝑢+ 𝑣.

Образ Φℎ(0) = −∞ обычного нуля 0 является нулем 0 и образ Φℎ(1) = 0 обычной
единицы 1 – единицей 1 в 𝑆 относительно этих операций. Таким образом, 𝑆 приоб-
ретает структуру полукольца R(ℎ), изоморфного R+.

Непосредственная проверка показывает, что

𝑢⊕ℎ 𝑣 → max{𝑢, 𝑣} при ℎ→ 0.

Несложно проверить, что 𝑆 образует полукольцо относительно сложения 𝑢 ⊕ 𝑣 =
max{𝑢, 𝑣} и умножения 𝑢 ⊙ 𝑣 = 𝑢 + 𝑣 с нулевым элементом 0 = −∞ и единицей
1 = 0. Обозначим это полукольцо через Rmax; оно является идемпотентным полупо-
лем. Переход из R(ℎ) к предельному состоянию Rmax при ℎ → 0 и процедура кван-
тования аналогичны. Здесь параметр ℎ играет роль постоянной Планка. Поэтому
полуполе R+

∼= R(ℎ) рассматривают как “квантовый” объект, а Rmax – как результат
его деквантования. Изложенный переход из R+ к Rmax называется деквантовани-
ем Маслова. Идемпотентная математика продвинута весьма далеко (в частности,
построен идемпотентный функциональный анализ [1]) и имеет многочисленные при-
ложения (в особенности в задачах оптимизации и оптимального управления [2], [3]).

В настоящей статье построим функтор 𝐼𝑓 идемпотентных вероятностных мер
(п. 2) и рассмотрим следующие задачи:
∙ о стягиваемости пространства идемпотентных вероятностных мер (п. 3);
∙ о воздействии функтора идемпотентных вероятностных мер на абсолютные

(окрестностные) ретракты (п. 4).
В традиционной математике идемпотентной вероятностной мере соответствует

вероятностная мера. Понятие идемпотентной меры (меры Маслова) находит много-
численные применения в различных областях математики, математической физики
и экономики. В частности, такие меры возникают в задачах динамической опти-
мизации [4]; аналогия между интегрированием Маслова и оптимизацией отмечена
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также в [5]. В [6] утверждается, что использование мер Маслова для моделирования
неопределенности в математической экономике может быть настолько же релевант-
ным, насколько и использование классической теории вероятностей. В отличие от
случая вероятностных мер, рассмотрению которых посвящена обширная литерату-
ра (см. [7]), геометрические и топологические свойства пространств идемпотентных
мер практически не исследованы.

2. Конструкция функтора 𝐼𝑓 . Пусть 𝑋 – компактное хаусдорфово простран-
ство (≡ компакт), 𝐶(𝑋) – банахова алгебра непрерывных функций на𝑋 с обычными
алгебраическими операциями и sup-нормой. На 𝐶(𝑋) операции ⊕ и ⊙ определим
по правилам

𝜙⊕ 𝜓 = max{𝜙,𝜓}, 𝜙⊙ 𝜓 = 𝜙+ 𝜓, где 𝜙,𝜓 ∈ 𝐶(𝑋).

Напомним, что функционал 𝜇 : 𝐶(𝑋) → R называется [8] идемпотентной веро-
ятностной мерой на 𝑋, если он обладает следующими свойствами:

(1) 𝜇(𝜆𝑋) = 𝜆 для всех 𝜆 ∈ R, где 𝜆𝑋 – постоянная функция;
(2) 𝜇(𝜆⊙ 𝜙) = 𝜆⊙ 𝜇(𝜙) для всех 𝜆 ∈ R и 𝜙 ∈ 𝐶(𝑋);
(3) 𝜇(𝜙⊕ 𝜓) = 𝜇(𝜙)⊕ 𝜇(𝜓) для всех 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐶(𝑋).
Для компакта 𝑋 обозначим через 𝐼(𝑋) множество всех идемпотентных вероят-

ностных мер на 𝑋.

Предложение 1. Идемпотентная вероятностная мера непрерывна.

Доказательство. Отметим прежде всего, что всякая идемпотентная вероят-
ностная мера 𝜇 : 𝐶(𝑋)→ R сохраняет порядок, т.е. неравенство 𝜙 6 𝜓 влечет 𝜇(𝜙) 6
𝜇(𝜓), где 𝜙,𝜓 ∈ 𝐶(𝑋). Действительно, так как неравенство 𝜙 6 𝜓 справедливо тогда
и только тогда, когда 𝜙⊕ 𝜓 = 𝜓, то имеем

𝜇(𝜙) 6 𝜇(𝜙)⊕ 𝜇(𝜓) = 𝜇(𝜙⊕ 𝜓) = 𝜇(𝜓).

Кроме того, свойство (2) означает, что всякая идемпотентная вероятностная мера
𝜇 : 𝐶(𝑋)→ R слабо аддитивна, т.е.

𝜇(𝜙+ 𝜆𝑋) = 𝜇(𝜙) + 𝜆 для всех 𝜙 ∈ 𝐶(𝑋), 𝜆 ∈ R.

Пусть теперь 𝜙,𝜓 ∈ 𝐶(𝑋) – функции такие, что ‖𝜓−𝜙‖ < 𝜀 для некоторого 𝜀 > 0.
Тогда

−𝜀𝑋 < 𝜓 − 𝜙 < 𝜀𝑋 , 𝜙− 𝜀𝑋 < 𝜓 < 𝜙+ 𝜀𝑋 ,

𝜇(𝜙)− 𝜀 < 𝜇(𝜓) < 𝜇(𝜙) + 𝜀, |𝜇(𝜓)− 𝜇(𝜙)| < 𝜀.

Предложение 1 доказано.

Ясно, что 𝐼(𝑋) является подмножеством пространства R𝐶(𝑋). Рассмотрим 𝐼(𝑋)
как подпространство пространства R𝐶(𝑋) – тихоновского произведения числовых
прямых. Базу окрестностей идемпотентной вероятностной меры 𝜇 ∈ 𝐼(𝑋) относи-
тельно индуцированной из R𝐶(𝑋) в 𝐼(𝑋) топологии образуют множества вида

⟨𝜇;𝜙1, . . . , 𝜙𝑛; 𝜀⟩ =
{︀
𝜈 ∈ 𝐼(𝑋) : |𝜈(𝜙𝑖)− 𝜇(𝜙𝑖)| < 𝜀, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

}︀
,

где 𝜙𝑖 ∈ 𝐶(𝑋), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝜀 > 0. Таким образом, индуцированная топология и то-
пология поточечной сходимости на 𝐼(𝑋) совпадают. Для компакта 𝑋 топологиче-
ское пространство 𝐼(𝑋), снабженное топологией поточечной сходимости, является
компактом [8].
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Пусть 𝑋, 𝑌 – компакты, 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 – непрерывное отображение. Определим
отображение 𝐼(𝑓) : 𝐼(𝑋)→ 𝐼(𝑌 ) по формуле

𝐼(𝑓)(𝜇)(𝜓) = 𝜇(𝜓 ∘ 𝑓).

Так как композиция непрерывных отображений непрерывна, то из предложения 1
вытекает, что отображение 𝐼(𝑓) непрерывно. Таким образом, конструкция 𝐼 пере-
водит компакты в компакты и непрерывные отображения – в непрерывные, т.е. 𝐼
образует функтор, действующий в категории компактов и их непрерывных отобра-
жений. Более того, конструкция 𝐼 является нормальным функтором [8].

Напомним, что функтор 𝐹 : Comp→ Comp, действующий в категории компактов
и их непрерывных отображений, называется [9; определение 14] нормальным, если
он удовлетворяет следующим условиям:

1) 𝐹 непрерывен (𝐹 (lim𝑆) = lim𝐹 (𝑆));
2) 𝐹 сохраняет вес (𝑤𝑋 = 𝑤𝐹 (𝑋));
3) 𝐹 мономорфен (т.е. сохраняет инъективность отображений);
4) 𝐹 эпиморфен (т.е. сохраняет сюръективность отображений);
5) 𝐹 сохраняет пересечения (𝐹 (

⋂︀
𝛼𝑋𝛼) =

⋂︀
𝛼(𝐹 (𝑋𝛼));

6) 𝐹 сохраняет прообразы (𝐹 (𝑓−1) = 𝐹 (𝑓)−1);
7) 𝐹 сохраняет точку и пустое множество (𝐹 (1) = 1, 𝐹 (∅) = ∅).

Расшифруем это определение. Пусть 𝑆 = {𝑋𝛼, 𝑝
𝛽
𝛼; A} – обратный спектр компак-

тов, lim𝑆 = lim←−𝑆 – его предел. Согласно теореме Куроша предел обратного спектра
непустых компактов непуст [10; теорема 3.13] и является компактом [10; предложе-
ние 3.12]. Под воздействием функтора 𝐹 на компакты 𝑋𝛼 и на отображения 𝑝𝛽

𝛼,
𝛼, 𝛽 ∈ A, 𝛼 ≺ 𝛽, образуется обратный спектр

𝐹 (𝑆) = {𝐹 (𝑋𝛼), 𝐹 (𝑝𝛽
𝛼); A}.

Пусть lim𝐹 (𝑆) – предел этого спектра. Условие 1 требует, чтобы выполнялось равен-
ство 𝐹 (lim𝑆) = lim𝐹 (𝑆). Для топологического пространства 𝑋 через 𝑤𝑋 обознача-
ют его вес, т.е. наименьшую из мощностей баз пространства 𝑋. Условие 2 требует,
чтобы весы компактов 𝑋 и 𝐹 (𝑋) были равны. Мономорфность функтора 𝐹 (усло-
вие 3) позволяет считать 𝐹 (𝐴) подпространством 𝐹 (𝑋) для замкнутого 𝐴 ⊂ 𝑋.
Отождествление 𝐹 (𝐴) с подпространством 𝐹 (𝑋) осуществляется вложением 𝐹 (𝑖𝐴),
где 𝑖𝐴 : 𝐴→ 𝑋 – тождественное вложение. Условие 4 требует, что если 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 –
непрерывное отображение “на”, то 𝐹 (𝑓) : 𝐹 (𝑋) → 𝐹 (𝑌 ) также было непрерывным
“на” отображением. Для мономорфного функтора 𝐹 условия 5 и 6 расшифровы-
ваются так: для любого семейства {𝑋𝛼} замкнутых подмножеств произвольного
компакта 𝑋 выполнено равенство (условие 5)

𝐹

(︂⋂︁
𝛼

𝑋𝛼

)︂
=

⋂︁
𝛼

𝐹 (𝑋𝛼);

для любого непрерывного отображения 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 и любого замкнутого 𝐵 в 𝑌
выполнено равенство (условие 6)

𝐹 (𝑓−1(𝐵)) = 𝐹 (𝑓)−1𝐹 (𝐵).

Условие сохранения точки означает, что 𝐹 переводит одноточечное пространство
в одноточечное.
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Пусть 𝑋 – некоторый компакт, 𝐹 – функтор и 𝑥 ∈ 𝐹 (𝑋). Степенью точки 𝑥
называется [9; определение 16] такое наименьшее натуральное число 𝑛, что 𝑥 при-
надлежит образу 𝐹 (𝑓)𝐹 (𝐾) для некоторого отображения 𝑓 : 𝐾 → 𝑋 𝑛-точечного
пространства 𝐾. Если такое конечное 𝑛 не существует, то степень 𝑥 считается бес-
конечной. Степенью функтора 𝐹 называется максимум степеней всевозможных
точек 𝑥 ∈ 𝐹 (𝑋) для всевозможных компактов 𝑋 и обозначается deg𝐹 .

Условие сохранения пересечений позволяет определить для мономорфного функ-
тора 𝐹 важное понятие носителя. Носителем точки 𝑥 ∈ 𝐹 (𝑋) называется [9; опре-
деление 18] такое замкнутое подмножество supp𝑥 ⊂ 𝑋, что соотношения 𝐴 ⊃ supp𝑥
и 𝑥 ∈ 𝐹 (𝐴) эквивалентны для любого замкнутого 𝐴 ⊂ 𝑋. Для сохраняющего пере-
сечения функтора 𝐹 носитель существует для любого 𝑥 ∈ 𝐹 (𝑋) и определяется из
соотношения

supp𝑥 =
⋂︁
{𝐴 ⊂ 𝑋 : 𝐴 = 𝐴, 𝑥 ∈ 𝐹 (𝐴)},

где 𝐴 – замыкание множества 𝐴.
Как уже мы отметили, функтор 𝐼 идемпотентных вероятностных мер, действу-

ющий в категории компактов и их непрерывных отображений, нормален, так что
для каждого компакта 𝑋 и для произвольной идемпотентной вероятностной меры
𝜇 ∈ 𝐼(𝑋) определен ее носитель:

supp𝜇 =
⋂︁
{𝐴 ⊂ 𝑋 : 𝐴 = 𝐴, 𝜇 ∈ 𝐼(𝐴)}.

Для компакта 𝑋 и положительного целого числа 𝑛 определим следующее мно-
жество:

𝐼𝑛(𝑋) = {𝜇 ∈ 𝐼(𝑋) : |supp𝜇| 6 𝑛}.

Положим

𝐼𝜔(𝑋) =
∞⋃︁

𝑛=1

𝐼𝑛(𝑋).

Множество 𝐼𝜔(𝑋) всюду плотно [8] в 𝐼(𝑋). Идемпотентную вероятностную меру
𝜇 ∈ 𝐼𝜔(𝑋) называют идемпотентной вероятностной мерой с конечным носителем.

Пусть 𝑥 ∈ 𝑋 – некоторая точка компакта 𝑋. Функционал 𝛿𝑥 : 𝐶(𝑋) → R, опре-
деленный по правилу

𝛿𝑥(𝜙) = 𝜙(𝑥), 𝜙 ∈ 𝐶(𝑋),

называется мерой Дирака. Каждая мера Дирака является идемпотентной вероят-
ностной мерой, причем supp 𝛿𝑥 = {𝑥}. Отметим, что

𝑋 ∼= 𝛿(𝑋) = {𝛿𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑋} = {0⊙ 𝛿𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑋} = 𝐼1(𝑋).

Каждая идемпотентная вероятностная мера 𝜇 с конечным носителем представ-
ляется в виде

𝜇 = 𝜆1 ⊙ 𝛿𝑥1 ⊕ 𝜆2 ⊙ 𝛿𝑥2 ⊕ · · · ⊕ 𝜆𝑛 ⊙ 𝛿𝑥𝑛

единственным способом (с точностью до перестановки местами), где {𝑥1, 𝑥2 . . . , 𝑥𝑛} –
носитель 𝜇, т.е. supp𝜇 = {𝑥1, 𝑥2 . . . , 𝑥𝑛}. Здесь коэффициенты 𝜆𝑖 удовлетворяют
условиям

𝜆𝑖 > 0 = −∞, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,

𝜆1 ⊕ 𝜆2 ⊕ · · · ⊕ 𝜆𝑛 = 1 = 0, (2.1)
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и называются max-plus барицентрической массой соответствующих точек 𝑥𝑖, 𝑖 =
1, 2, . . . , 𝑛. Ясно, что для идемпотентной вероятностной меры 𝜇 с конечным носи-
телем включение 𝑥𝑖 ∈ supp𝜇 справедливо тогда и только тогда, когда ее max-plus
барицентрическая масса 𝜆𝑖 > −∞.

Для каждого 𝑛 ∈ {1, 2, . . . , } конструкция 𝐼𝑛 образует функтор, действующий
в категории компактов и их непрерывных отображений. Иными словами, для про-
извольного компакта 𝑋 топологическое пространство 𝐼𝑛(𝑋), рассматриваемое как
подпространство 𝐼(𝑋), является компактом, и для каждого непрерывного отобра-
жения 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 компактов отображение 𝐼𝑛(𝑓) : 𝐼𝑛(𝑋) → 𝐼𝑛(𝑌 ), определенное как
сужение 𝐼𝑛(𝑓) = 𝐼(𝑓)|𝐼𝑛(𝑋), также непрерывно. Как уже было отмечено, множе-
ство 𝐼𝜔(𝑋) всюду плотно в 𝐼(𝑋), следовательно, подпространство 𝐼𝜔(𝑋) ⊂ 𝐼(𝑋) не
является компактом. Легко видеть, что функторы 𝐼𝑛 идемпотентных вероятност-
ных мер с конечным носителем имеют конечную степень:

deg 𝐼𝑛 = 𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Построим функтор 𝐼𝑓 идемпотентных вероятностных мер с конечным носителем
и бесконечной степенью:

deg 𝐼𝑓 =∞.

Для компакта 𝑋 множество 𝐼𝑓 (𝑋) состоит из идемпотентных вероятностных мер,
носители которых конечны, причем если носитель меры 𝜇 состоит из 𝑛 точек 𝑥1,
𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, то max-plus-барицентрические массы всех кроме одной из этих точек не
больше − ln(𝑛+ 1). По определению

𝐼𝑓 (𝑋) =
{︂
𝜇 =

𝑛⨁︁
𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑥𝑖
∈ 𝐼𝜔(𝑋) :

существует 𝑖0 ∈ {1, . . . , 𝑛} такой, что

𝜆𝑖 6 − ln(𝑛+ 1) для всех 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} ∖ {𝑖0}
}︂
.

Легко видеть, что из (2.1) вытекает 𝜆𝑖0 = 0. Для непустого компакта множество
𝐼𝑓 (𝑋) непусто. Из определения элементов пространства 𝐼𝑓 (𝑋) следует, что множе-
ство 𝛿(𝑋) мер Дирака лежит в 𝐼𝑓 (𝑋). Для произвольного компакта 𝑋 подпростран-
ство 𝐼𝑓 (𝑋) ⊂ 𝐼(𝑋) является компактом, и для каждого непрерывного отображения
𝑓 : 𝑋 → 𝑌 компактов отображение 𝐼𝑓 (𝑓) : 𝐼𝑓 (𝑋) → 𝐼𝑓 (𝑌 ), определенное как огра-
ничение 𝐼𝑓 (𝑓) = 𝐼(𝑓)|𝐼𝑓 (𝑋), также непрерывно. Таким образом, конструкция 𝐼𝑓
образует функтор 𝐼𝑓 : Comp→ Comp.

Приведем конструкцию [7], [11] функтора 𝑃𝑓 – традиционного аналога функто-
ра 𝐼𝑓 . Для компакта 𝑋 множество 𝑃𝑓 (𝑋) состоит из (обычных) вероятностных мер
(т.е. линейных, неотрицательных, нормированных функционалов 𝐶(𝑋)→ R), носи-
тели которых конечны, причем если носитель меры 𝜇 состоит из 𝑛 точек 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛,
то барицентрическая масса хотя бы одной из этих точек не меньше 1−1/(𝑛+1). По
определению

𝑃𝑓 (𝑋) =
{︂
𝜇 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝛿𝑥𝑖
∈ 𝑃𝜔(𝑋) :

существует 𝑖0 ∈ {1, . . . , 𝑛} такой, что 𝛼𝑖0 > 1− 1
𝑛+ 1

}︂
.
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Легко убедиться в том, что если 𝛼𝑖0 > 1 − 1/(𝑛 + 1) для некоторого 𝑖0 ∈ {1, . . . , 𝑛},
то 𝛼𝑖 6 1/(𝑛+1) для всех 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}∖{𝑖0}. Из определения (1.1) отображения Φℎ

при ℎ = 1 вытекает равенство

Φ1

(︂
1

𝑛+ 1

)︂
= ln

1
𝑛+ 1

= − ln(𝑛+ 1),

что оправдывает рассмотрение неравенства 𝜆𝑖 6 − ln(𝑛 + 1) в построении функто-
ра 𝐼𝑓 .

3. Стягиваемость пространства идемпотентных вероятностных мер.
В этом пункте установлено, что если 𝑋 – стягиваемый компакт, то 𝐼𝑓 (𝑋) – также
стягиваемый компакт.

Подмножество 𝑌 топологического пространства 𝑋 называется [12; с. 14] ретрак-
том пространства 𝑋, если существует такое отображение 𝑟 : 𝑋 → 𝑌 (называемое
ретракцией пространства 𝑋 в 𝑌 ), что ограничение 𝑟|𝑌 : 𝑌 → 𝑌 есть тождественное
отображение id𝑌 : 𝑌 → 𝑌 (т.е. 𝑟(𝑦) = 𝑦 для всех 𝑦 ∈ 𝑌 ). Если 𝑟 : 𝑋 → 𝑌 – ретракция
и существует такая гомотопия ℎ : 𝑋 × [0, 1]→ 𝑌 , что ℎ(𝑥, 0) = 𝑥, ℎ(𝑥, 1) = 𝑟(𝑥) для
всех 𝑥 ∈ 𝑋, то 𝑟 называют деформационной ретракцией, а 𝑌 – деформационным
ретрактом пространства 𝑋. Деформационная ретракция 𝑟 : 𝑋 → 𝐹 называется
сильно деформационной ретракцией, если для гомотопии ℎ : 𝑋 × [0, 1]→ 𝑌 имеем

ℎ(𝑥, 𝑡) = 𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝐹, 𝑡 ∈ [0, 1].

Пространство 𝑌 называют абсолютным ретрактом (и пишут 𝑌 ∈ AR), если для
каждого гомеоморфизма ℎ, отображающего 𝑌 на замкнутое подмножество ℎ𝑌 како-
го бы то ни было пространства 𝑋, множество ℎ𝑌 есть ретракт пространства 𝑋.
Пространство 𝑌 называют абсолютным окрестностным ретрактом (и пишут 𝑌 ∈
ANR), если для каждого гомеоморфизма ℎ, отображающего 𝑌 на замкнутое подмно-
жество ℎ𝑌 какого бы то ни было пространства 𝑋, существует такая окрестность 𝑈
множества ℎ𝑌 (в 𝑋), что ℎ𝑌 является ретрактом для 𝑈 .

Пусть 𝑋 и 𝑌 – два компакта, лежащие в метризуемых пространствах 𝑀 и 𝑁
соответственно, где 𝑀,𝑁 ∈ AR. Последовательность отображений 𝑓𝑘 : 𝑀 → 𝑁 , 𝑘 =
1, 2, . . . , называется [12; с. 17] фундаментальной последовательностью из 𝑋 в 𝑌 ,
если для каждой окрестности 𝑉 компакта 𝑌 (в 𝑁) существует такая окрестность 𝑈
компакта 𝑋 (в 𝑀), что

𝑓𝑘|𝑈 ≃ 𝑓𝑘+1|𝑈 в 𝑉 для почти всех 𝑘 = 1, 2, . . . .

Здесь “для почти всех” означает “для всех, кроме конечного числа”. Соотноше-
ние 𝑓𝑘|𝑈 ≃ 𝑓𝑘+1|𝑈 означает, что существует такая гомотопия 𝜙𝑘 : 𝑈 × [0, 1] → 𝑉 ,
что

𝜙𝑘(𝑥, 0) = 𝑓𝑘(𝑥), 𝜙𝑘(𝑥, 1) = 𝑓𝑘+1(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑈.

Эту фундаментальную последовательность обозначают через {𝑓𝑘, 𝑋, 𝑌 }𝑀,𝑁 или ко-
ротко через f и пишут f : 𝑋 → 𝑌 в 𝑀 , 𝑁 . Говорят, что фундаментальная последо-
вательность f = {𝑓𝑘, 𝑋, 𝑌 }𝑀,𝑁 порождена отображением 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , если

𝑓𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑘 = 1, 2, . . . .
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Пусть 𝑋 и 𝑌 – замкнутые подмножества метризуемых AR-пространств 𝑀 и 𝑁
соответственно. Говорят [12; с. 29], что пространства 𝑋 и 𝑌 фундаментально
эквивалентны (относительно 𝑀 , 𝑁), если существуют такие две фундаментальные
последовательности f : 𝑋 → 𝑌 и g : 𝑌 → 𝑋, что

gf = id𝑋,𝑀 , fg = id𝑌,𝑁 .

Отношение фундаментальной эквивалентности является отношением эквивалентно-
сти. Поэтому класс всех пространств распадается на попарно не пересекающиеся
классы пространств, которые называются шейпами [12; с. 31]. Два пространства
принадлежат одному и тому же шейпу тогда и только тогда, когда они фунда-
ментально эквивалентны. Шейп, содержащий пространство 𝑋, называют шейпом
пространства 𝑋 и обозначают через Sh(𝑋). Понятие шейпа – топологическое, т.е.
два гомеоморфных пространства имеют один и тот же шейп. Известно, что для
двух окрестностных ретрактов 𝐴 и 𝐵 справедливо Sh(𝐴) = Sh(𝐵) тогда и только
тогда, когда они гомотопически эквивалентны.

Возьмем произвольную меру

𝜇 =
𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑥𝑖 ∈ 𝐼𝑓 (𝑋).

Пусть 𝜆𝑖0 = 0. Тогда 𝜆𝑖 6 − ln(𝑛+1) для всех 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}∖{𝑖0}. Идемпотентной
вероятностной мере 𝜇 сопоставим точку 𝛿𝑥𝑖0

компакта 𝛿(𝑋). Полученное соответст-
вие 𝐼𝑓 (𝑋) → 𝛿(𝑋) обозначим через 𝑟𝐼(𝑋)

𝛿(𝑋) . Отображение 𝑟𝐼(𝑋)
𝛿(𝑋) : 𝐼𝑓 (𝑋) → 𝛿(𝑋) опре-

делено корректно. Из построения отображения 𝑟𝐼(𝑋)
𝛿(𝑋) следует, что 𝑟𝐼(𝑋)

𝛿(𝑋)(𝛿𝑥) = 𝛿𝑥 для

каждой 𝑥 ∈ 𝑋, т.е. точки пространства 𝛿(𝑋) при отображении 𝑟𝐼(𝑋)
𝛿(𝑋) остаются непо-

движными. Этим установлено, что 𝑟𝐼(𝑋)
𝛿(𝑋) – ретракция. Следующий результат уси-

ливает это утверждение.

Теорема 1. Для произвольного компакта 𝑋 подпространство 𝛿(𝑋) является
сильным деформационным ретрактом компакта 𝐼𝑓 (𝑋).

Доказательство. Рассмотрим отображение ℎ : 𝐼𝑓 (𝑋) × [0, 1] → 𝐼𝑓 (𝑋), опреде-
ленное формулой

ℎ(𝜇, 𝑡) = ℎ𝑡(𝜇) = (ln(1− 𝑡)− ln 𝑡⊕ ln(1− 𝑡))⊙ 𝜇

⊕ (ln 𝑡− ln 𝑡⊕ ln(1− 𝑡))⊙ 𝑟𝐼(𝑋)
𝛿(𝑋)(𝜇), (𝜇, 𝑡) ∈ 𝐼𝑓 (𝑋)× [0, 1].

Легко проверить, что отображение ℎ определено корректно. Более того, ℎ0 =
id𝐼𝑓 (𝑋) и ℎ1 = 𝑟

𝐼(𝑋)
𝛿(𝑋) , т.е. ℎ – гомотопия, связывающая отображений id𝐼𝑓 (𝑋) и 𝑟

𝐼(𝑋)
𝛿(𝑋) .

Далее, имеем

ℎ(𝛿𝑥, 𝑡) = (ln(1− 𝑡)− ln 𝑡⊕ ln(1− 𝑡))⊙ 𝛿𝑥 ⊕ (ln 𝑡− ln 𝑡⊕ ln(1− 𝑡))⊙ 𝑟𝑥
𝑓 (𝛿𝑥) = 𝛿𝑥,

т.е.
ℎ𝑡(𝛿𝑥) = 𝛿𝑥 для всех 𝛿𝑥 ∈ 𝛿(𝑋), 𝑡 ∈ [0, 1].

Итак, 𝛿(𝑋) является сильным деформационным ретрактом компакта 𝐼𝑓 (𝑋). Теоре-
ма 1 доказана.
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Из теоремы 1 и утверждения (5.4) из [12; с. 32] получим

Следствие 1. Для произвольного компакта 𝑋 имеет место равенство

Sh(𝑋) = Sh(𝐼𝑓 (𝑋)).

Лемма 1. Для произвольного конечного компакта 𝑋 множество 𝐼𝑓 (𝑋) явля-
ется окрестностным ретрактом компакта 𝐼(𝑋).

Доказательство. Для каждой меры Дирака 𝛿𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋, построим окрестность

𝑂𝛿𝑥 =
{︂
𝜇 =

𝑛⨁︁
𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑥𝑖 ∈ 𝐼(𝑋) : 𝜆𝑖 = 0 при 𝑥𝑖 = 𝑥 и 𝜆𝑖 < − ln 2 при 𝑥𝑖 ̸= 𝑥

}︂
и рассмотрим открытое в 𝐼(𝑋) множество

⋃︀
𝑥∈𝑋 𝑂𝛿𝑥. Очевидно, что 𝑂𝛿𝑥 ∩𝑂𝛿𝑦 = ∅

при 𝑥 ̸= 𝑦. Кроме того, имеем 𝐼𝑓 (𝑋) ⊂
⋃︀

𝑥∈𝑋 𝑂𝛿𝑥. Покажем, что 𝐼𝑓 (𝑋) – ретракт
множества

⋃︀
𝑥∈𝑋 𝑂𝛿𝑥.

Если

𝜈 ∈
⋃︁

𝑥∈𝑋

𝑂𝛿𝑥, где 𝜈 =
𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑥𝑖 ,

𝑛⨁︁
𝑖=1

𝜆𝑖 = 1, 𝜆𝑖 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

то очевидно, что 𝜆𝑖0 = 0 для единственного 𝑖0 и, следовательно, 𝑟𝐼(𝑋)
𝛿(𝑋)(𝜈) = 𝛿𝑥𝑖0

.
Определим отображение 𝑟 :

⋃︀
𝑥∈𝑋 𝑂𝛿𝑥 → 𝐼𝑓 (𝑋) по правилу

𝑟(𝜈) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0⊙ 𝛿𝑥𝑖0
⊕

𝑛⨁︁
𝑖=1,
𝑖 ̸=𝑖0

(− ln(𝑛+ 1))⊙ 𝛿𝑥𝑖 ,

если 𝜆𝑖 > − ln(𝑛+ 1) для некоторого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} ∖ {𝑖0},
𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑥𝑖
, если 𝜆𝑖 6 − ln(𝑛+ 1) для всех 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} ∖ {𝑖0},

(3.1)
где

𝜈 =
𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑥𝑖
∈ 𝑂𝛿𝑥

, 𝜆𝑖0 = 0, 𝜆𝑖 < − ln 2 при всех 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} ∖ {𝑖0}.

Отображение 𝑟 определено корректно. Оно непрерывно. Кроме того, 𝑟(𝜇) = 𝜇
для любой меры 𝜇 ∈ 𝐼𝑓 (𝑋). Значит, отображение 𝑟 является ретракцией. Лемма 1
доказана.

Напомним [13; с. 29] что множество 𝐴 ⊂ 𝑋 называется стягиваемым по прост-
ранству 𝑋 в множество 𝐵 ⊂ 𝑋, если вложение 𝑖𝐴 : 𝐴→ 𝑋 гомотопно некоторому
отображению 𝑓 : 𝐴 → 𝑋 такому, что 𝑓(𝐴) ⊂ 𝐵. Если при этом 𝐵 состоит из одной
точки, то говорят, что 𝐴 стягиваемо по 𝑋.

Ясно, если существует гомотопия ℎ : 𝐴 × [0; 1] → 𝐴 такая, что ℎ(𝑦, 0) = 𝑖𝐴, и
ℎ(𝑦, 1) = {точка}, то 𝐴 стягиваемо по 𝑋.

Пространство 𝑋 называется [13; с. 31] локально стягиваемым в точке 𝑥0 ∈ 𝑋,
если всякая окрестность 𝑈 точки 𝑥0 содержит окрестность 𝑈0, стягиваемую по 𝑈
к точке. Пространство 𝑋 называется локально стягиваемым, если оно локально
стягиваемо в каждой своей точке.
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Теорема 2. Функтор 𝐼𝑓 сохраняет стягиваемость компактов, т.е. если 𝑋 –
стягиваемый компакт, то 𝐼𝑓 (𝑋) – также стягиваемый компакт.

Доказательство. Мы покажем больше: функтор 𝐼𝑓 сохраняет гомотопность
отображений. Пусть ℎ0, ℎ1 : 𝑋 → 𝑌 – гомотопные отображения, ℎ : 𝑋 × [0, 1]→ 𝑌 –
гомотопия, связывающая отображений ℎ0, ℎ1, т.е. ℎ(𝑥, 0) = ℎ0(𝑥), ℎ(𝑥, 1) = ℎ1(𝑥).
Вложение 𝑖𝑡0 : 𝑋×{𝑡0} → 𝑋× 𝐼, определенное равенством 𝑖𝑡0(𝑥, 𝑡0) = (𝑥, 𝑡0), 𝑥 ∈ 𝑋,
определяет вложение

𝐼𝑓 (𝑖𝑡0) : 𝐼𝑓 (𝑋 × {𝑡0})→ 𝐼𝑓 (𝑋 × 𝐼).

Но для каждого 𝑡0 ∈ [0, 1] пространство 𝐼𝑓 (𝑋 × {𝑡0}) естественно гомеоморфно
𝐼𝑓 (𝑋)×{𝑡0}. Этот гомеоморфизм можно осуществить, как легко видеть, с помощью
соответствия 𝜇𝑡0 ↔ (𝜇, 𝑡0), где

𝜇𝑡0 =
𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿(𝑥𝑖,𝑡0) ∈ 𝐼𝑓 (𝑋 × {𝑡0}) и 𝜇 =
𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑥𝑖 ∈ 𝐼𝑓 (𝑋).

Определим теперь отображение 𝐼𝑓 (ℎ) : 𝐼𝑓 (𝑋)× [0, 1]→ 𝐼𝑓 (𝑌 ) равенством

𝐼𝑓 (ℎ)
(︂ 𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑥𝑖
, 𝑡

)︂
=

𝑛⨁︁
𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿ℎ(𝑥𝑖,𝑡).

Имеем

𝐼𝑓 (ℎ)
(︂ 𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑥𝑖 , 0
)︂

=
𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿ℎ(𝑥𝑖,0) =
𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿ℎ0(𝑥𝑖) = 𝐼𝑓 (ℎ0)
(︂ 𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑥𝑖

)︂
,

𝐼𝑓 (ℎ)
(︂ 𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑥𝑖 , 1
)︂

=
𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿ℎ(𝑥𝑖,1) =
𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿ℎ1(𝑥𝑖) = 𝐼𝑓 (ℎ1)
(︂ 𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑥𝑖

)︂
,

т.е.

𝐼𝑓 (ℎ)(𝜇, 0) = 𝐼𝑓 (ℎ0)(𝜇), 𝐼𝑓 (ℎ)(𝜇, 1) = 𝐼𝑓 (ℎ1)(𝜇) для любой 𝜇 ∈ 𝐼𝑓 (𝑋).

Иными словами, 𝐼𝑓 (ℎ) – гомотопия, связывающая отображений 𝐼𝑓 (ℎ0) и 𝐼𝑓 (ℎ1).
Таким образом, функтор 𝐼𝑓 сохраняет гомотопность отображений. Теорема 2 дока-
зана.

4. Абсолютные окрестностные ретракты компактов и функтор 𝐼𝑓 .
В данном пункте установлено, что для компакта 𝑋 пространство 𝐼𝑓 (𝑋) является
абсолютным окрестностным ретрактом тогда и только тогда, когда 𝑋 – абсолют-
ный окрестностный ретракт.

Лемма 2. Для компакта 𝑋 множество 𝐼𝑓 (𝑋) является окрестностным ре-
трактом пространства 𝐼𝜔(𝑋).

Доказательство. Рассмотрим множество

𝑂𝛿𝑥
=

{︂
𝜇 =

𝑛⨁︁
𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑥𝑖
∈ 𝐼𝜔(𝑋) :

𝜆𝑖 = 0 при 𝑥𝑖 = 𝑥 и 𝜆𝑖 < − ln 2 при 𝑥𝑖 ̸= 𝑥, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, 𝑛 = 1, 2, . . .
}︂
.
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Имеет место 𝑂𝛿𝑥
∩𝑂𝛿𝑦

= ∅ при 𝑥 ̸= 𝑦. Очевидно, что пересечение⋂︁
𝑥∈𝑋

(𝐼𝜔(𝑋) ∖𝑂𝛿𝑥)

=
{︂
𝜇 =

𝑛⨁︁
𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑥𝑖
∈ 𝐼𝜔(𝑋) : 𝜆𝑖 > − ln 2, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, 𝑛 = 1, 2, . . .

}︂
замкнуто в 𝐼𝜔(𝑋). По построению имеем 𝐼𝑓 (𝑋) ⊂

⋃︀
𝑥∈𝑋 𝑂𝛿𝑥

. Значит,
⋃︀

𝑥∈𝑋 𝑂𝛿𝑥
–

открытая окрестность компакта 𝐼𝑓 (𝑋) в 𝐼𝜔(𝑋). Так как 𝑂𝛿𝑥
∩ 𝑂𝛿𝑦

= ∅ при 𝑥 ̸= 𝑦,
то для 𝜈 ∈

⋃︀
𝑥∈𝑋 𝑂𝛿𝑥 существует единственная 𝑥 ∈ 𝑋 такая, что 𝜈 ∈ 𝑂𝛿𝑥 . Построим

отображение 𝑟 :
⋃︀

𝑥∈𝑋 𝑂𝛿𝑥 → 𝐼𝑓 (𝑋) по формуле (3.1). Легко видеть, отображение 𝑟
является ретракцией. Лемма 2 доказана.

Теорема 3. Пусть 𝑋 – 𝐴(𝑁)𝑅-компакт. Тогда 𝐼𝑓 (𝑋) – ANR-компакт.

Доказательство. Так как всякий абсолютный ретракт является абсолютным
окрестностным ретрактом, то достаточно установить справедливость заключения
теоремы для абсолютных окрестностных ретрактов.

Пусть 𝑋 – окрестностный ретракт некоторого компакта 𝑌 , 𝑈 – открытое в 𝑌
множество такое, что 𝑈 ⊃ 𝑋 и существует ретракция 𝑟 : 𝑈 → 𝑋.

Рассмотрим открытое в 𝐼𝑓 (𝑌 ) множество
⋃︀

𝑥∈𝑈 𝑂𝛿𝑥. Ясно, что 𝐼𝑓 (𝑋) ⊂
⋃︀

𝑥∈𝑈 𝑂𝛿𝑥.
Как уже было отмечено выше, если 𝜈 ∈

⋃︀
𝑥∈𝑋 𝑂𝛿𝑥

, то существует единственная
𝑥 ∈ 𝑋, что 𝜈 ∈ 𝑂𝛿𝑥

. Для идемпотентной вероятностной меры

𝜈 =
𝑛⨁︁

𝑖=1

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑦𝑖
∈

⋃︁
𝑥∈𝑈

𝑂𝛿𝑥 ⊂ 𝐼𝑓 (𝑌 ),

для которой 𝜆𝑖0 = 0, положим

𝑟𝑌
𝑈 (𝜈) =

(︂
𝜆𝑖0 ⊕

⨁︁
𝑦𝑖∈𝑌 ∖𝑈

𝜆𝑖

)︂
⊙ 𝛿𝑦𝑖0

⊕
⨁︁
𝑦𝑖∈𝑈

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑦𝑖
.

Очевидно, что 𝑟𝑌
𝑈 (𝜈) ∈

⋃︀
𝑥∈𝑈 𝑂𝛿𝑥. Кроме того, 𝑟𝑌

𝑈 (𝜈) = 𝜈 для всякой меры 𝜈 ∈ 𝐼𝑓 (𝑌 )
такой, что supp 𝜈 ⊂ 𝑈 . Так как операция взятия максимума непрерывна, то постро-
енное отображение 𝑟𝑌

𝑈 :
⋃︀

𝑥∈𝑈 𝑂𝛿𝑥 →
⋃︀

𝑥∈𝑈 𝑂𝛿𝑥 непрерывно. Далее, положим

𝑅(𝑟𝑌
𝑈 (𝜈)) =

(︂
𝜆𝑖0 ⊕

⨁︁
𝑦𝑖∈𝑌 ∖𝑈

𝜆𝑖

)︂
⊙ 𝛿𝑟(𝑦𝑖0 ) ⊕

⨁︁
𝑦𝑖∈𝑈

𝜆𝑖 ⊙ 𝛿𝑟(𝑦𝑖).

По построению 𝑅(𝑟𝑌
𝑈 (𝜈)) ∈ 𝐼𝑓 (𝑋). Отображение 𝑅 :

⋃︀
𝑥∈𝑈 𝑂𝛿𝑥 → 𝐼𝑓 (𝑋) определено

корректно. Так как ретракция 𝑟 : 𝑈 → 𝑋 непрерывна, то непрерывно отображе-
ние 𝑅. Легко проверить, что 𝑅(𝑟𝑌

𝑈 (𝜈)) = 𝜈 для всякой меры 𝜈 ∈ 𝐼𝑓 (𝑋). Таким
образом, 𝑅∘𝑟𝑌

𝑈 :
⋃︀

𝑥∈𝑈 𝑂𝛿𝑥 → 𝐼𝑓 (𝑋) – искомая ретракция. Итак, множество 𝐼𝑓 (𝑋) –
окрестностный ретракт компакта 𝐼𝑓 (𝑌 ).

Теперь применение леммы 2 и утверждения (1.3) из работы [13; с. 114] завершает
доказательство теоремы 3.

На функториальном языке теорема 3 выглядит так:

Следствие 2. Функтор 𝐼𝑓 сохраняет ANR-компакты.
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Из теорем 1 и 3 вытекает важный результат

Следствие 3. Пусть 𝑋 – компакт. Множество 𝐼𝑓 (𝑋) ∈ ANR тогда и только
тогда, когда 𝑋 ∈ ANR.

Авторы выражают глубокую признательность рецензенту за выявленные им не-
достатки и за его замечания, исправления и полезные советы.
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