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1. П о с т а н о в к а з а д а ч и и о с н о в н ы е у ел о в и я. Суммируемость 
рядов Фурье по главным функциям нерегулярных обыкновенных дифференциаль­
ных операторов затронута в литературе лишь в весьма частных ситуациях. В рабо­
те [1] рассмотрен случай оператора с распадающимися граничными условиями; 
в работе [2] найдено усиление результатов [1] в случае дифференциального опера­
тора с постоянными коэффициентами. Нами рассматривается задача суммирова­
ния и-кратных разложений по главным функциям в наиболее широкой постанов­
ке для произвольного пучка вида 

(1) / 0 ) = 2 Рц(х)\1уЮ(х), р0п(х)ФО, а<х<Ь; 

(2) Ut(y)= Б W a f ' ^ r r + ^ T T 1 = 0, i = l , 2 , . . . , и , 
k+j<n { dx1

 х = а dx' х = ь J 
k,i<n 

X — спектральный параметр. 
Ранее подобная задача рассматривалась лишь в весьма частной постановке 

в случае пучка Келдыша с распадающимися : граничными : условиями [3]. Обратим 
внимание на то, что нерегулярные задачи с нераспадающимися краевыми условия­
ми рассматриваются здесь впервые. 

Пусть а, ß — определяющие (и X ri) -матрицы граничных условий (2), см. 
[4], rank а + rank/? > п, rt'= rank/3 < rank а = г2. Считаем далее, что рц (х) е 
G С W[а, Ъ]. Сформулируем основные требования к пучку (1 ), (2). 

1) Корни уравнения 

(3) 2 p,y(xV = 0 
i +j = п 

различны при всех х, отличны от нуля, их аргументы и аргументы их разностей 
не зависят от х. 

2) Пусть m - наименьшее число такое, что найдутся хотя бы две прямые 
d0, di, проходящие через начало, разделяющие комплексную плоскость на полу­
плоскости, внутри каждой из которых число корней уравнения (3) не превосхо­
дит m (это число согласно первому условию не зависит от х). Полагаем, что 
(4) m < гх 

(d{ могут проходить через î -корни или не содержать их). 
Для формулировки третьего условия рассмотрим прямые 3)0> ®ь симмет­

ричные d0, di относительно биссектрисы первого и третьего квадрантов. Пусть 
®J, 2>o~, k)\, 2)Г - полупрямые, на которые разделяются 3)0, 3)\ началом. Для 
каждой из этих четырех полупрямых произвольно перенумеруем корни уравнения 
(3), но так, чтобы Re \<р{ < О при i <m; Re Х(# = 0 при m+ Ki<n- m; Re X<# > 
> 0 при i > и — m + 1, когда X находится на соответствующей полупрямой. 
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3) При вышеуказанных нумерациях в четырех случаях считаем, что 

„/'- ! 2 аи Ж~1 (а) ... 2 аи # " \а) 2 ßlf fc \ (*) • • • .? 01/ * Г (*) 
/ = i / = i / = i / = i 

2 a„, *{" ! (a) . . . 2 аи/ ^ ~ » (a) 2 ft,, * ' ; J (*) . . . 2 ft,, J~ » (*) 
/ = i / = i / = i )=i 

Ф0 

хотя бы для одного индекса т такого, что m < n - т < г t; m < т < гг. 
2. П о с т р о е н и я и о ц е н к и , с в я з а н н ы е с ф у н к ц и е й Г р и н а . 

Л-Плоскость можно разбить на конечное число секторов с вершиной в начале, в каж­
дом из которых при определенной нумерации ^-корней справедливы неравенства 
Re \<pi < Re \<p2 < . . . < Re Х<̂ п. Известно [5], что для произвольного из этих сек­
торов S существует фундаментальная система решений уравнения 1(у) = О, аналити­
ческая по X в нем при | X | > 1 и допускающая асимптотическое представление 

(5) 
<**"Ч(*.Х) 

dx fc-i :(X¥>S ( * ) ) * - ' e x p U IvÄt)dt 
La 

, s, fc= 1 ,2 , . . . ,и, 

где использовано известное обозначение [tp] = <£ + 0(1/Х). 
Асимптотика спектра пучка (1), (2) находится из уравнения Д(Х) = 

= det \Ut (y,-) 1 " = 0 с использованием формул (5). При этом Д (X) имеет степенно-
показательный вид Д (X) = [Hi ] Х'1 е Wl х + . . . + [HN] X N e™N , а потому корни урав­
нения Д(Х) = 0 состоят из конечного числа серий. Каждая из этих серий корней ле­
жит в полуполосе, параллельной некоторому лучу, исходящему из начала, либо в 
полуполосе, параллельной логарифмической кривой. С ростом модуля корни асимп­
тотически сближаются к указанным лучам и кривым, см. подробнее [6]. 

Л е м м а 1. Пусть f(x) G С1 [а, Ь], /(а) = f(b) = О.Для функции Грина спра­
ведлива формула интегрирования по частям : 

ь Г-Я*)1 " л 

(6) / G(x, | , X)/Ö>d{ = '-—j^ -SG(x,%,X)f'(&dS, 
a X a 

где 
[T? , ( * ,Ö] (7) G(x, Ц, X) = 2 " ^ и - - exp{ X/ ф5(t)dt \ + 

Фв (О =~tPs(t)>ci>ci равны а или b, причем 
x с, сг 

ReXf(t)dt<0, ReX/ ty(/)<ft<0, Re-Xj>fc(f)A<0. 
£ ï x 

i)s(x> £)> €jk(x, £, X) непрерывны и ограничены при x, £ G [a, b], X G S>'0 U 3)[, 
I X | > 1, 3)'0, 3)\ - прямые, параллельные 3)0, 3)\ и расположенные вне некоторой 
окрестности спектра пучка при | X | > 1. 

Доказательство ведется интегрированием по частям с учетом скачка при 
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£ = x и соотношения* 

£ ( - 1 ) Я + * » ' ( Л , . . . , ^ , . . . , А ) ^ 1 = И' (^ , . . . ,Л , ) 
fc=l 

(крьшшчка над <рк означает пропуск этого аргумента). См. подобную лемму в [2]. 
Т е о р е м а 1. При условиях 1) - 3) системы главных функций пучка (1), 

(2) и сопряженного к нему пучка п-кратно полны eL2(a,b). 
Доказательство моментально вытекает из леммы 1, теоремы 2 из [7] и того, 

что функция Грина сопряженного пучка равна (7(1;, х, X) [8, с. 43]. 
Непосредственными оценками доказывается 
Л е м м а 2. Существует система замкнутых расширяющихся контуров Гк, 

к = 1,2,.. . , из Х-плоскости, описанная в [9, с. 177], на которых 
(8) \G(x,t,\)\<Ce6ixi, 5 > 0 , Xer fe. 

3. С у м м и р у е м о с т ь р а з л о ж е н и й . Пусть у и и — у — величины 
углов, под которыми пересекаются прямые 3)0, 3)1. Рассмотрим четыре замкнутых 
контура П jjpfe = Hg', к > к0 > 1, / = 1, 2, 3, 4, получаемых пересечением четырех 
угаов между Щ0 и Я)х контурами Гк , Гк. Оговоримся, что если отрезки прямых 
3)0, 3)\, составляющие эти контуры, проходят через спектр пучка (1), (2), то вмес­
то 3)0, S>! используем параллельные им прямые 3)'0, 3)\, отрезки которых, отсе­
каемые rfeo, rfc, VÄ: > ко не содержат точек спектра. Условимся, что контуры П^1*, 
П^2' соответствуют углам между 250, 2)t растворов у, а îlj-3^, П ^ — углам раст­
вора я — у. 

4) Пусть fo(x), •.., fn-г (х) ~ функции из области определения пучка (1), 
(2), fn_ i (х) имеет ограниченную вариацию на [a, £],/„_ i (a) =fn-i(b) =0> 

S 
F(f{x\ X) s _ 2 Pu (x) —7 (X'-1 /Ö (x) + . . . + /,_ ! (x)). 

i+i<n dx' 
Ki<n 

T e о p e M a 2. При условиях 1) - 4) справедлива формула 

(9) - — / XvdXf G(x, t,\)F(f(J0,\)dt -
2iri iv a 

Ko 
- l im Um S — / \"е-ф>К)а' d\f G(x,!-,X)F(№,X)dt;=fv(x), 

eVO fc->°° /=1 2ni n0') " 
к 

1<а 1 , а 2 <7г/7; К а3, а4 < 7г/(7г - ?), р = 0 , . . . , « - 1 , 
п-кратной посерийной по Абелю суммируемости разложений "со скобками " в ряды 
Фурье по v-производным цепочкам для собственных и присоединенных функций 
пучка (1), (2). Пределы в (9) равномерные на [а, Ь]. Константы б;- выбраны так, 
что 5;-Х > 0 на биссектрисах соответствующих секторов, образованных прямыми 
2)0» 3>i- В функциях (5j Х)а/ выбираются главные ветви в Х-плоскостях с разреза­
ми по предложениям указанных биссектрис. 

Поясним, что в (9) речь идет о суммировании по Абелю четырех рядов 
Фурье, относящихся к четырем сериям собственных значений, расположенных соот-

W - определитель Вандермонда. 
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ветственно в четырех областях, ограниченных П ̂ , / = 1, 2, 3, 4; к -+°°, с показа­
телями суммируемости ау. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Выражение левой части (9) пред­
ставляет разложение Фурье вектор-функции (f0(x),..., /*„_i (x))f по ^-производ­
ным цепочкам для собственных и присоединенных функций пучка (1), (2) [10, 
гл. 3, § 2; 11], иначе, по корневым векторам соответствующего линеаризованного 
пучка (оператора). Но ввиду полноты (согласно теореме 1) в L" (а, Ь) системы кор­
невых векторов оператора, сопряженного к полученному оператору, и леммы 6 из 
[2] для доказательства формулы (9) достаточно установить равномерную сходимость 
пределов в ее левой части. Последнее устанавливается просто. Взяв случай и = 0, 
ввиду (6) —(8) и наличия сильно убывающей экспоненты exp j - е (5;- X) ai | отбро­
сим пределы интегралов по контурам Гк при к -*•<*>, Таким образом, остается уста­
новить наличие равномерных на [а, Ь] пределов вида 

lim / A"-1 e-e^f,d\fÔ(x, %, Х)П «)<«, 
е\0 М>0П \\\\>l\ a 

что следует из формулы (7). 
В случае v = 1 согласно структуре F(f(£), X) и определения обратного опе­

ратора найдем 

/ \G(x, l, \)F(f(%), \)dt = -Ш +'/ G(x, %, Х)^( /Ш, X)dl 
о о 

где 

Fi (/(?), X) = /<"> (Ö - 2 Ра (О —j (X'- Vx (É) + - - - + Х/}_ х «)), 
K i < n 

и по существу сводим этот случай к случаю v = 0. При i» > 1, продолжая такие же 
рассуждения, завершим доказательство теоремы. 

Теорема 2 полностью охватывает соответствующие результаты работы [1]. 
Однако результаты работы [2] показывают, что условие (4) для частных ситуаций 
не предельное. Тем не менее теорема 2 носит окончательный характер, например, 
в случае распадающихся граничных условий типа Штурма. 

Автор глубоко благодарит чл.-корр. АН СССР В.А. Ильина за внимание к дан­
ной работе. 
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