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ПЕРЕОПРЩЕЛЕННЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ 

§ I . Введение. 
IV 

Пусть в области £1еИ задан матричный дифференциальный опе­
ратор f^x,^- -) с элементамиLKjCx,^y; Н '" - П г > к = -1,...,М >Ш. 
Определим его главную часть, следуя Даглису и Ниренбергу [I].Имен­
но, будем считать, что заданы такие целые числа $„...,SM и t ^ . . . , ^ , 
нормированные условием moxS k =0 , что порядок оператора [_К. не 
больше SK+tj ; если 5K+tj^0 , то L^j —0 . Сумму членов[4 опе­
ратора Lk; , порядок которых равен в точности Sk+tj , назовем 
главной частью 1_к; , а матрицу %в с элементами LK; - главной 
частью матрицы *& . 

Введем еще следующие обозначения: X - мультииндекс с компо­
нентами «{,.,,.,. ^ ^ , причем -14^,4.. ..^^ 4 M , % и %о квад­
ратные матрицы, к- е строки которых являются Л<-ми строками мат­
риц % и <£0 , L = diet 9t , \-0 = det Ч,п - однородный опера-
тор порядка Т л = ^ ( $ ^ +tK") 

В работе [2] показано, что при т=п числа SK a t j можно выб­
рать так (и даже иногда не единственным образом), чтобы (шД0 сов­
падал с главной частью art % . При ITUM естественно стремиться к 
такому выбору 5 к Ь , чтобы все |_0 были главными частями L* • 
Это не всегда возможно, как показывает пример оператора 

t 8* 
9х49хг Эоё| 

' Э х * Эх^Эх, <е(|: j3x,' QxJ 3 
Эх, 0ос43х2 
Эг Э3 

Эх,Эх2 9х, 

но всегда можно выбрать S K , t - таким способом, чтобы хотя бы один 
1_0 Ф 0 ; тогда L0 будет главной частью L . Мы здесь изучаем 

системы, удовлетворяющие следующему условию: 
Условие эллиптичности. При всех х е й и всех ненулевых веще­

ственных \ = С | 1 , • • • » Ю ранг матрицы ^ ,„CX,i$) равен иг , т . е . 
полинош L 0 < . х , Ц ) не имеют общих вещественных ненулевых корней. 

Для таких систем мы рассматриваем краевые задачи вида 
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где S - граница П , а % - матричный дифференциальный оператор 
размеров Qxm, с элементами Всц (х, J~^) .Главная часть В<^ опе­
ратора BQJ определяется как сумма всех членов Baj порядка в 
точности бп +L , где 

*V a 

а Вл; - порядок Dnj .Обозначим через $>„ матрицу с элементами 

С задачей (I.I) свяжем следующие краевые задачи для системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

J 

Здесь У £ S , VClp - вектор внутренней нормали к S в точке 
Ц , а ? - произвольный ненулевой вектор с началом в и .лежащий 
в касательной плоскости к S .Замена Х0(х,|~)на Х 0(^,Ьъ+УШ^-) 
соответствует переходу к новой системе координат с началом в точ­
ке ijeS , одна из осей которой направлена вдоль VCtp, с последую­
щим преобразованием Фурье по остальным касательным переменным. 

Будем говорить, что$> н а к р ы в а е т е . если обе зада­
чи (1.2+) и (1.2_) не имеют нетривиальных решений, какова бы ни 
была точка UfeS и ненулевой касательный вектор В . 

На самом деле достаточно требовать отсутствия нетривиальных 
решений только у задачиХ\.2^) , так как если иШ=Си1а%...,ит,СХ)> 
- нетривиальное решение задачи (1.2.) при Ъ-Ъ0 . то янх) = 
eCC-0tlU1C-Jt)f-»C-Ot|"' U«,(-2) - нетривиальное решение задачи 
(1.2+) при$=-30. ^ 

Пусть и'ш,- ..,U\i)- базис в пространстве (YL всех решений 
Х о й = 0 , исчезающих при X-**» (Ц и 5 считаем фиксированными) 
Образуем из элементов этого базиса матрицу 
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1ьЦ .*'.'.'.'.'.".'. '. 
Очевидно, что % накрывает ^ тогда и только тогда, когда 

при всех t^S и при всех ненулевых 5IV 

ранг 3b 0 lu , i5+VU)i r tU« | «tf С1-3) 

+ lot 

Обозначим через t s общие корни полиномов 1_0(.и,и5 + Уеу)1) 
с положительной мнимой частью. Если учитывать кратность, то тлеет­
ся ъ+ этих корней, где "О - размерность % + . Это число, вооб­
ще говоря, зависит от 5 . (см. напр.х.систему (2.1)).При фиксиро­
ванном 5 определим полином L С П * П Cf-tsV 

Матрица да накрьюает ̂  тогда и только тогда, когда при всех 
1/j eS и всех касательных ненулевых 3 среди строк матрицы 

^ о ^ . i3 +tV(ij)T)^0C^,t5 + iV(ij)t) 
найдется %+ линейно независимых по модулю полинома L . При этом 

(справа выписываются подряд все союзные матрицы % -№) Л&ь «£) 
Доказательство этого утверждения дословно совпадает с доказатель­
ством теоремы I работы [3]; нужно только условие (16) 'этой рабо­
ты заменить на условие 

Примеры переопределенных систем приведены в 4 2. 
Для дальнейшего исследования удобно записать задачу (I.I) в 

виде 

Au«k, (1.4) 
где A t t ^ f ^ i J к = ( ф ) . Определим оператор А на про­
странстве 

D(p,t)=Wp
+ (fl) *• • -*Wp

 + "Чф (1.5) 
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где t>0 - целое число, р>\ , VJ - пространство С .Л .Соболева. Ес-
яи коэффициенты операторов Ц и В<у не слишком плохие, то А явля­
ется ограниченным оператором из 2Хр,£) в 

о р 
где W p s B p > P при нецелом Р - это пространство Л.Н.Слободецкого 
-0.Б.Бесова [4] (определения см. в §§ 5,6 ). Число I подчиним 
дополнительному условию С > ш а х б^. 

Основной результат работы состоит в построении левого регу-
ляризатора оператора К , откуда следует нормальная разрешимость 
уравнения (1.4) [5] я точные коэрцитивные оценки решения. Кроме 
того, как показано в [б] , левый регуляризатор дает возможность 
описать область значения оператора Д и получить представление 
для решения задачи (1.3), если оно существует. Легко видеть, что 
правого регуляризатора переопределенные краевые задачи не имеют. 

Представим операторы 1_ц и 5л; в виде 

где Lj,j и D^j - однородные операторы рорядков Si+tj-k ибд+^-к 
соответственно. Пусть р и Е - те же, что в (1.5) и пусть 5*-
- произвольное положительное число. Определим числа 

к = 1 Чх 

^ 

р, если р(Х-^ + 1о>п, 
Jk_+£ , если pd-Si+k)4^ ; 

t-Si+к 

р, если р(Е-б5+Ю> п , 
к-* +5" если р(Х-<55+ к")41г , 

(1.7) 

(1.8) 

Одним из основных результатов работе является 
Теорема I . I . П у с т ь р > 4 , I - ц е л о е ч и ­

с л о , I »0 , t> iwwt <5q , f l - o r p а н и ч е й н а я о б -
' „ С г в + июле fa -» 

л а с т ь с г р а н и ц е й b e t t K ). П у с т ь к о э ф ­
ф и ц и е н т ы о п е р а т о р о в 1_ц п р и н а д л е -

W l-bl ' 

о< ( Ш , а о п е р а т о р о в 
D5i - к л а с с а м D^k lo) . К р о м е 

т о г о , п у с т ь к о э ф ф и ц и е н т ы о п е р а т о -
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р о в [̂ , Б ^ н е п р е р ы в н ы . Т о г д а с л е д у ю ­
щ и е у т в е р ж д е н и я э к в и в а л е н т н ы : 

1. О п е р а т о р % э л л и п т и ч е н в fluS и 
§д н а к р ы в а е т е г о . 

2 . О п е р а т о р ' А и м е е т л е в ы й р е г у -
л я р и з а т о р , т.е. с у щ е с т в у е т о г р а н и ­
ч е н н ы й о п е р а т о р R,: 5Цр,С) —* £>Ср,6) . т а ­
к о й ч т о 

. R A - I - T - (1.9) 

и Т в п о л н е н е п р е р ы в е н в ф(р,[), 
3. В ы п о л н я е т с я а п р и о р н а я о ц е н к а 
пг М й 

I ^'yf \д> * Ь & {Щ^% i f y ^ ) 

+ C 2Z_ I 1 UJ"LP 

+ 

(1.10) 

-рСЮ-
tj>0 Р 

Ограничения данной теоремы на коэффициенты операторов % и % 
точны для рассматриваемых функциональных классов и для случая 
т = М указаны в. [7] . 

Можно доказать, что априорная оценка (1.10) справедлива и в 
неограниченной области "П . g, g 

Будем говорить, что ТКХ)е Wp (П,и)с) , если 1Те\д/рСК)в каж­
дом единичном шаре КсП и все нормы ИиИ^/гю ограничены об­
щей постоянной. Аналогично определяются и другие локальные клас­
сы функций. 

Задачу ( I . I ) будем называть равномерно эллиптической, если 
ранг матриц ^,0(ос,ь\) и (Х.(х,у) , где ОС - матрица, действую­
щая на вектор со в системе (3.13)-(3.15), не вырождается ни в од­
ной точке oteouS , а также на бесконечности. 

Теорема 1.2. П у с т ь р, 6 - т а к и е ж е , к а к 
в т е о р е м е I . I , П - о б л а с т ь с г р а н и ц е й 
§• к л а с с а С * J ( в о о б щ е ' г о в о р я , б е с ­

к о н е ч н о й ) , к о э ф ф и ц и е н т ы о п е р а т о р а 
п р и н а д л е ж а т к л а с с у W~к' (П, toe), В.* 

- к л а с с у В У CS, Еос) к р о м е т о г о . к о э ф -

ф и ц и е н т ы о п е р а т о р о в Ljj и D<y о г р а н и ­
ч е н ы и н е п р е р ы в н ы . П у с т ь з а д а ч а 
(I.I), р а в н о м е р н о э л л и п т и ч н а . Т о г ­
да и м е е т м е с т о а п р и о р н а я о ц е н -
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к a (I.IO) и л о к а л ь н а я о ц е н к а 
м, л о. 

V 
( I . I I ) 

•Г- -l-t; 
+ С * 2 _ ? I U j l L ( | c . 

t;>0J J W' 

г д е К р и К р - п е р е с е ч е н и е * ! H S С ша ром 

Теоремы I . I и 1.2 обобщают соответствующие результаты для 
обычных эллиптических краевых задач (lu=M), которым посвящена ooV 
ширная литература (см., напр., обзорную статью [81 и работы [9-12]). 
В случае M>iu=l, когда система состоит из нескольких уравнений 
для одной неизвестной функции, оценка (1.10) при р=2 получена 
М.Шехтером [13]. В данной работе некоторые идеи работы [13] исполь­
зуются при доказательстве важной формулы (3.23). Далее, оценка 
(1.10) при р=£ получена для решений переопределенных эллиптичес­
ких систем первого порядка с переменными коэффициентами во всем 
пространстве [14] . Эта оценка известна и для некоторых конкретных 
переопределенных краевых задач, о чем сказано ниже в § 2. 

Доказательство теорем I . I и 1.2 дано в § 6. Оно основано на 
исследовании полупространственных краевых задач для систем с по­
стоянными коэффициентами, проведенном в §§ 3-5. 

Результаты, аналогичные сформулированным выше, получаются при 
изучении задачи ( I . I ) и в других пространствах, например, в гель-
деровских пространствах С с нецелым t или даже в широком 
классе "дробных" пространств, введенных К.К.Головкиным. Мы ограни­
чиваемся здесь классами YL из-за недостатка места. 

§ 2. Частные случаи и примеры. 

У многих встречающихся в приложениях переопределенных эллип­
тических систем (см. напр. (2.2),(2.5),(2.13)) число общих корне! 
полиномов LA L4,& +^Уо|)Т)не зависит от 5 и Ц . Из доказываемой 
ниже теоремы следует, что это может быть в том и только в том слу­
чае, если все Lj имеют общий, делитель L , чьими корнями являют-
ся все общие корни L^ . Как известно, при Ю З степень L яв­
ляется четным числом 2ъ , a t+=t"=t/ . 

Теорема 2 . 1 . Е с л и п о л и н о м н Р , ^ ) ___ PN(^) 
и м е ю т п р и в с е х в е щ е с т в е н н ы х к' 
e C ! 4 i " - » - 5 a J t / о б щ и х к о р н е й п о ^ . с у ч е ­
т о м к р а т н о с т и , т о R, (If) и м е ю т о б щ и й 
п о л и н о м и а л ь н ы й д е л и т е л ь Р ( ^ ) и п о л и-
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н о м ы Si (У) = рТуГ н е и м е ю т о б щ и х к о р-> 
н е й . ^ * 

Доказательство. Докажем сначала, что если полиному р<(Ъ) и 
Pad?) имеют общие корни по ^ при всех I'^-Kp'- If " ^ ° U p , 

то у них есть общий делитель р*С|) . Их результант по \ к обраща­
ется в нуль при всех | е. Ко и, следовательно, он равен нулю тож­
дественно. Поэтому р, и р2 как полиномы над полем рациональных 
функций от | имеют общий делитель, т .е . существуют такие полино­
мы ^ c V ) , <fi(n, ЧЧ1). что 

Без ограничения общности можно считать, что УС^) - неразложимый 
полином, содержащий \w .Он взаимно прост с Яуф , поэтому в си­
лу единственности разложения полиномов на простые множители суще­
ствуют такие полиномы \($) , что 

Пусть p i p - наибольший общий делитель р ^ " ) , 

Из доказанного следует, что все общие корни р4С%) по £ яри 
вещественных \' являются корнями p l | ) . Если бы их число было 
фиксировано, то &i не имели бы общих корней. 

Полиномы Р< и-Р2 имеют общий делитель Рцг . который, в 
свою очередь, имеет общий делитель Р, 2 з с полиномом Рг ; Р\,... 
• • • , r N 4 имеют общий делитель P 1 2 N M .Общие корни Pt являются 
общими корнями Рп NM и PN . Отсюда и следует утверждение тео­
ремы. 

Переходим к примерам. Сначала рассмотрим систему из несколь­
ких уравнений для одной неизвестной функции 

Л и ^ , Ди + - ^ Н а , . . . , Д и + д ^ = ^ н . (2.1) 

Соответствующие полиномы 

5%t\ S W + C W - f t f (к = 2,...,КН) 

имеют общие корни только при VK (1р=0 , 5к =€ .тогда Т+ = 
= t Vsa + За • Таким образом, в точках x e S , в которых век­
тор усф лежит в плоскости (Х^Х^ и при 5к=0 I к =2,..., ан) 

t+ =H ; в остальных случаях ъ =0 .Легко проверить, 
что если задать на S косую производную 
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где Xj вещественны и «А* +Ха
а £ 0 (в частности,^- = ф ), то 

оператор flb(-^)=/ctj ^". будет накрывать систему (2.1) т.к. тогда 
соответствующая задача (1.2) будет иметь только нулевые решения. 

Перейдем к случаю nrv>i . Одной из простейших переопределен­
ных эллиптических систем является 

t o t u = 4 , d l v u = p . (2.2) 

Для нее Sk =0, t: H , 

/ 0 -Цэ i \ \ 

#(Ц>=1сЦ)= 

н* ls* lv t5s-Vstip|5l 

(2.3) 

123 
L =0 , L - t ^ , L = Ц Д , L =-1^Д , такчточЛн. 

Условие (1.3) эквивалентно тому, что при всех ие$ и 5IV , 5^0 

3b0l<ij,co)GO*0; ' (2.4) 

где co = i5 -VttJ) I5I . Легко проверить справедливость (2.4) для 
краевых задач, в которых на S задается нормальная или тангенци­
альная компонента и. , т.е. при 

з з 

Оценка (I. 10 ) при р=2 для решений этих задач получена 
в работах [15, 16]. 

Важным примером переопределенных эллиптических систем являет­
ся система Максвелла, которой соответствует 
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£(Ц) = 

/о -
/ i % i 

/ "Ч. 
ч< 
% 

\ ° 
\ 0 

\ о 

i?s 
0 

4 i 
Ч, 
0 

-к, 
0 
0 

Н. 
-ч< 

0 

Ц3 

0 

0 

-к , 
0 

к, о о \ 
0 К, 0 \ 
0 0 К, 
0 0 0 

0 -Цз Ц, 

% о -ц, 
-Ц4 Ц, о 

l l i Ч* Чз 

(2.5) 

Определить главную часть & можно, взяв SK=0 , tj = l .Тогда глав­
ная часть системы распадается на две системы вида (2.2) для векто­
ров £_ = (.%, u4 , tij) и Н = Сич, u 5 , ti6) , а матрица из базисных 
векторов в пространстве % + имеет вид "llci) =Q.e"[S]% ,где 

Условие (1.3) для системы Максвелла может быть записано в 
следующей форме: ранг матрицы 

- lUAftJ , 
1%=0 

%0Щ, i3 + V(ip^-)U0Q| -3%, ty UJ)Q 

равен двум. Это условие выполняется, например, когда на границе 
задаются нормальная составляющая вектора Н и тангенциальная со­
ставляющая вектора Е i (идеально проводящая поверхность), а также 
и для более общей задачи, рассмотренной в работе [17] , с краевы­
ми условиями 

[Exv]-.X|>v))s=o, cXE + H)-v|s-o. p.7) 

Для решения этой задачи в [17]доказана оценка (1.10) при р=2. .То 
же самое справедливо и для задачи с краевыми условиями E-vL = 0 , 
H - v | 5 = 0 . 

Можно иначе определить главную часть матрицы (2.5), взяв 
Si«$,-s,-s,-4, S5 = S6=ST=S,=O , w t , « a , .t, « t . - te- i „-

Тогда £ 0 ( t§) получается из (2.5) при к2 = 0 , а UcX)=Q te , 
где 
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n,-

«*Д 
iK, 

151 CO, 
151 0)1 
151 C03 

tf-l5*v]. 

При таком выборе главной части матрицыX $> накрывает Ч/ тог­
да и только тогда, когда ранг матрицы %0{ц,са) П,, равен двум. 
При <А Ф О это имеет место для краевой задачи, в которой на грани­
це задается только тангенциальная компонента Е * E.-V СЕ.' \0|s=O 
Коэрцитивные оценки (1.10) в этом случае и в случае 5К = 0, Ь}=\ 
разные. 

Переопределенные эллиптические системы возникают при пополне­
нии так называемых "систем с конечным дефектом" [14] или "с тож­
дественным вырождением" [18] . Одна из таких систем возникает при 
приведении уравнений колебаний упругой среды 

—£-= LtAu + cA+jO/) a-tftcU/Lvu 
(2.8) 

CJA/,A>0), u = (гц, и,%, Uj") K системе первого порядка [14] . Это до­
стигается введением нового неизвестного вектора U =(б14, б»и, <э33, 
6 « , S e , 6 e i IT, , 4 , 4 ) по формулам 

6u=.\cW + 2^ |£b (2.9) 

Из (2.8) следует, что 

где ̂  и W / ~ блочные матрицы 

т= о f\ о , x'ui)= 
Vo о W 

1 - единичная матрица третьего порядка, 

v 3t 

J a p Sup О 
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Тсц>1 о i|a о у Sc^= t?, tis о ], 
\о о ty Л о и, i^/ 

a S - транспонированная матрица S . Ранг матрицы £\%%) не за­
висит от I и равен 6 ,Эта матрица может быть дополнена до мат­
рицы полного ранга 9 добавлением нескольких строк. Это пополнение 
мы проведем, приняв во внимание условия согласования для б"и „вы­
текающие из формул (2.9). Функции tik =^*- + — , х- удовлет­
воряют шести условиям согласования ©Xi &Х„ 

ЗЧи . П . 
• % 

Пи 
Эх* dx? ~ Эх^Эх,,. = 0 , i>K 

Пи tu Пи чПа -о 
•Эх^хе Эх? Эх^хе Эх^х* 

(i , K,t - круговая перестановка индексов 1,2,3). Эти условия эк­
вивалентны системе ^ " ( ^ х ) 1 1 ^ > гДе 

/ - < ^ -Ц-К М<) lf 0 0 0 0 0̂  
4 ^ 0 -а<-Ц -fefs-a£ 0 ^ 0 0 0 0 

•к$+%\) -a,l'-fa\ 0 0 ^ 0 0 0 

<Гсц>-
ММ 
-2feU si U, k l 

1 ^z -2&1Л -2а?Л -jj- -jf -jr 

-2а*Л -1ЫЛ "г-'г 2Ji "2 J 3 

^ 0 0 0 

•26S.S. - f - | ^ 0 0 0 

-2feU -2аЛД 'йЦг
 l-f ^ - y - 0 0 o) 

a = •W 
Jx(3A + 2^) 

A 
2jx(3A+2p.) 

Матрица 

i w = it CiiV 
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определяет .переопределенный эллиптический оператор. Числа b k , t -
можно назначить так: t ; = & , SK = -'I при К 49 и $к=0 при к = 
ТО, . . . ,15. Другой вариант: 5^ = 5S = S9 = - i , остальные SK=0 , t j=2 
при з б 6 и t 4 = t 8 = t 9 = 1 .В обоих случаях ^t0 = i£ . 

Система ^£0 [•*-) u, -$ распадается на две системы для векто­
ров U - ( ^ , и а , tJ3) и (У = (бм, б м , б м , 6W , 6 2 J , б „ ) : 

где 

\5 ttiv 

ftiS)= 

О 
i$2 

О 

о i ? 2 

О is, 
i$3 О 

о 
iS5 

i52 

О 

-as,- 0 

•у -265Ja -2a5,l» -]Д 
-№tla -2Й1,П jJL4S,i 

-2a!,!, -261,1s f \ l ; 

Матрицы из базисных векторов ^ + для операторов £Р и Q. та̂  
ковы: U Q C D = 0, 

О 

О 

о 
о 

Л*. 
A St 

Л * , -fY2/ 

С02 

9 

Ч * . 
со; 

ajxu)^+a-2a^l5i+20)^,^-30^) 

ЦсО, ico^+Jc^ft l арца)гх+Си)1у2+сог^Х'1-за^') 

со2сОа гсо21С3+1ц|3! ajaa)2coJx+Cw2V3 + 4V2X'l-3ajW/) 

Столбцы этой матрицы язляются линейно независимыми решения­
ми системы £Р(i5+VCtj) • ^ • ) a = 0 ,исчезающими при 1 - * + °° . 
Других решений нет, так как полиномы Р =det^P при &щ 234 6 2 ) , 
cb -(4 154 5$) , ^=( -123567) пропорциональны itfk f (к = -1,2,3) 

и имеют только 3 общих корня т + . Поэтому 
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с»-I 11, - - ' " ' 

и условие (1.3) для системы ЬСгь =-̂ - сводится к следующему.Пред­
ставим %ои, в виде 

Матрица $)„ может быть произвольной, а $>0 должна удовлетво­
рять следующему условию: при всех lieS и 5^0 ,3-V = 0 ранг мат­
рицы 

u к м *• 

равен трем, причем первые два столбца w нулевые, а третий име­
ет компоненты ajUcoJ, w\, .со', , a), шг ,a)2ws, ^ ^ /v 0 0 v Q y 

В частности, это условие выполняется при ЗЬ=|о V, oV» V П 
\о о vso va v,, 

§ 3 . Полупространственные задачи. Случай S- =Л я -4 . 

Пусть atx") =(U1CX\... jU^Cx)) - гладкая финитная или до­
статочно быстро убывающая на бесконечности вектор-функция, задан­
ная в полупространстве R,+ Х^ > 0 и удовлетворяющая соотно­
шениям 

^о С ^ Н ^ Ы С Х ) , XelTt, 
(3.1) 

&оШиСХ)1 =Ф(х), 
hn~o п,~ 

в которых л 0 и %0 - матричные дифференциальные операторы с по­
стоянными коэффициентами, без младших членов, оператор _̂о эллип­
тичен, %0 накрывает его, степени полиномов Lk-(iY) и в < ^ ^ 
равны соответственно 5K+t; и бп+t: 

Задачи (А 2+) и Ĉ .2J) имеют вид 
&оС«,:г)йехО = 0, §>о^Ъ,^-Щ=0, и,-^0 (3.2+) 
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Vib.ffibu-O,' &мА)Ъ>\ =0, ^-*0, (3.2.) 
причем 3 =C3l7...,З^У 

В §§ 3,4 мы получим явную формулу для функции, удовлетворяю­
щей соотношениям (3.1), т . е . построим левый обратный оператор для 
оператора ^.ИЛ4) , соответствующего задаче (3.1). 

Сначала рассмотрим случай, когда все Sj = 0 , а S»=-l. 
Определим преобразование Фурье по переменным х = (Х,,,...,х„,) 

1 х ' Д ж , , . . . , х и ) по формулам i 

З ф Д & ^ с Ы х , -aa,,xh)=\etxi4j(x)clx'. 
fc Г I | 

I ' li n"' 
при этом функции, определенные только в полупространстве гц , 
продолжим нулем в полупространство R, . Для таких функций 
справедливы соотношения 

Ф г-0 » С^Т 0J = U1) . . X\*J) -U .если J^«0 i f 

£L<U = 1 ^ . ^ - 0 

(3.3) 

Ь=0 I X s + O •) 
Иг 

•аг(*; + о > ^ ^ е ^ З с Ы * . 
'к* 

поэтому 

Положим 
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J *< J IX.=+0 J 

co = Cco°,...,co^, . . ., c 4 , . , . , o^"1) 

( ц - однородные полиномы степени t: -S ) и перейдем в (3.1) к 
преобразованию Фурье. Система X 0 t t=§ перейдет в 

iecii)ucs)=!ci) + 5as,io), (3.4) 

где S - вектор с компонентами 

п V \Г" 1)^ / Т" 5-1-V I/ 

Sp№<0)=21I^s^>2_W Wj.. (3.5) 
ijM S H Y=o 

! Запишем (3.4) в виде 

где ? = ( ^ , . - - , i O - ^ - - - - ^ J ? 5 K ^ r - ' . ^ y C S ^ . - S h v ) 
ЛЛ 

Действуя на (3,6) матрицей ^ 0 , получим 

l̂ Ct̂ UC!) Л* Li\^№ + $№,*)) С3.7) 

и, следовательно, 

a C ^ = r ^ L L \ - ^ ^ ^ ( l ^ > S " ' ( ^ , c O ) ) , (3-8) 
Las) d 
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Tot 
причем L - полином, коэффициенты которого являются комплексно 
сопряженными числами к соответствующим коэффициентам полинома L , 
L(4")=/E_IL (^)l - однородный полином степени 2T=22_i-без ве­
щественных ненулевых корней. & J*4 

Умножая слева (3.7) на матрицу Х 0 (t|) , получаем в силу 
(3'6' £%?-№•№-*!%?. (3.9, 
В левой части стоит вектор из полиномов относительно 1 , коэффи­
циенты которых являются линейными функциями и) . Разложим его по 
степеням i^K . Так как 

^C^.cd^Z.L.jCil^, (ЗЛО) 
i=< v=o 

где 
AV ( 0 .если tj = 0, 

2_ *V с>^гК) .если I- > 0 , 

то компоненты левой части (3.9) можно выразить по формуле 
Ж/ т* lj-i 

2lL„LtA-iA -2_L'V*»U>" 
где 

•4j (-^^'Z- L-u Lek LkJ- - L Li(j 

- полином степени I + 1 , -1 - V относительно \ . 
Покажем, что степень этого полинома относительно j не пре­

вышает Т-1 . Для этого заметим, что 
V .^v* -4-V i Л Ч-V ^" л ^ к Д i <; 

T) J 5=0 

Подставляя это в предыдущую формулу, получаем 
HV V i \/ 

K,J =-/_ Z_LieLekes ч^'хю +2_US W x ^ j 
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if fx i* т Так как степень \1& be* и •- равна I , то членов с 
CisJ', ю Т R ^ не содержит. Отсюда и из (3.9) следует 

•? .' i"1 г* i'-rf -̂ ̂  ?- »** Z.U. U S. - L S, =21LL Ла, «К 
цен t;»i V'O гм Ĵ * 

= L ^ - / _ L i e L e k S k , (3.I2) 
K.t-4 

где /\ъц С?) - однородные полиномы относительно | степени 
T+tj-t-V. 

Определим невырожденную матрицу чД/ с элементами 
оо 

-00 

Пусть U - элементы матрицы ^Ц . Легко видеть, что для любо­
го А > О 

иг5а^=А иисй, 
U CXs)=A U C1). 

Если умножить (3.12) на |S"t. и проинтегрировать по 1^ , а 
затем подействовать на обе части равенства матрицей *\£* , то по­
лучим 

(3.13) 

~ir 3 Let*) s* 5*' 
3=1 -oo 

Дополним эту линейную систему относительно со еще некоторы­
ми соотношениями, вытекающими из краевых условий. Прежде всего, 
переходя к преобразованию Фурье по 1 в краевых условиях, полу­
чаем 
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где $)0(i$', W ) - матрица с элементами Do;(i^ <*)")=/ о г (iS)Ct^, 
1=0 

а Ь% (if) - однородные полиномы степени t,- - \ - Ь , определяемые 
из разложения 

Кроме того, если сделать в (3.8) обратное преобразование Фу-̂  
рье по Х ^ , то получим 

00 ~Л 
Л 
"5 

) ИМ) U 5 h-J* 
-00 

Последний интеграл можно записать в виде интеграла по конту­
ру £ + , охватывающему все корни полинома L по 1 с положитель-

1 А 
ной мнимой частью. Поэтому из равенства Jfl0(t/1 , ;rr ) IX =Ф dx, 
и из (3.7 ) следует 

те=о 

i+ <л LCt5) 
(ЗД5) 

00 

-00 

Рассмотрим линейную алгебраическую систему (3.13)-(3.15) от­
носительно u>j . Докажем, что соответствующая матрица имеет ле­
вую обратную. Для этого рассмотрим однородную систему 

LlA^I^O, f3.I30) 

& . ( < * > ) «О, (3.140) 
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\ ZX ^ D ^ o C i D ^ C t D S ^ C a , 0 3 ) ^ = 0. (3.150) 

равенства (3.130) равносильны тому, что 

!efas)£(i*) b\n,u» =L"ai) S'C^.UJ) <8-°о> 

Теорема 3. С и с т е м а (3.130)-(3.150) и м е е т т о ­
л ь к о н у л е в о е р е ш е н и е . 

Доказательство. Докажем сначала, что из (3.I30)-(3.I5Q) сле­
дует существование такого полиномиального вектора р (4,1, со) • что 

Scii,oO) = ̂ 0(t5)pCil,cO). 
С этой целью рассмотрим вектора 

f-
являющиеся, в силу (3.130), решениями однородной системы 
&0(</i, gjjO'U' C.XJ = 0 ( ̂' фиксировано). 

Через1" f обозначается контур, охватывающий корни полинома L(iS) 
с отрицательной мнимой ""-—— 'фп~ «"— ̂  '<?/ ° ̂ -A,+ мой частью. Так как ̂ (i?',^ ̂ й* (Xjj =0 

й + = 0 при х„,»0 . Покажем", что u"Cxj=0 в силу (3.150), то и 
при Х ^ О . С этой целью установим соотношение 

% cW?4)u |х _0=\ ZL\45)^ca)^cii)SAci?;co)I|^=o' &Ъ л(3.16) 

Г 

Пусть 1 Х Ч Л 5 -dL+Ю , где 3D -вектор, не содержащий 
степеней $ с S > 2Т . Имеем 

«•* I n . 

^L4A5^=^d5^^fdi 
т1 -» с; 

где CR - окружность l ? J = & , С" - ее полуокружности =ятг1,Д0. 
В силу (3.150) 

R, 
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так что 

=\ I_L^ o^ 0s^ 
И (3.16) следует из 

u\7i4i;s^-o (S.I?) 

В силу (3.10) и (3.11) 

j = i v--o s=o 

(3.18) 

Второй член дает в левую часть (3.17) нулевой вклад, т.к.сте­
пень полинома в числителе соответствующего подынтегрального выра­
жения по крайней мере на 2 меньше, чем в знаменателе (степень 
полинома L &<,; Цк не превосходит 2Т-1) .Полагая 

i =ZL ^ О " " w,i * п^У4361111 с Учетом (3.140) 

R,-*oo ) 

так как 

L M j =/L L A t^c^2lci?I54«)J-CiV)'B<w(i!,
1(o)+ 

j M 3=1 5=0 V=0 
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yn, tj-i а'л 

j=4 s-o v*s 

и последний член, как легко видеть, дает в интеграле нулевой 
вклад. 

Соотношение (3.16) доказано, а из него следует, что 

Это может быть только в том случае, если 

У L e-i^7.Lki(i^)S;iui,co)=plc(ii)Lai), (3.I9) 

где pk - полином степени nrvaottj-'l-ti,. (если Ъ^ = пгаоь!^, то р ^ 
= 0 ). Действуя на (3.19) матрицей %f .принимая во внима­

ние (3.I3Q) И сокращая на L , получим 

S US', W ) = ̂ is)p(t$,T.e. $=£ op. 

Это можно записать в виде 
-F *• «Ч , ̂  S4-v v 

(3.20) 

где p.p - коэффициенты полиномов p- в разложении по степеням х \ 

, t=o 
a t = WMb\. • y 

Покажем, что (3.20) возможно только при C0j =0 ; тем самым 
теорема будет доказана. Приравняем коэффициенты при одинаковых 
степенях if^ , считая от высшей, т.е. от t-i . Слева этой 
степени соответствуют V = 0 , s =t , а справа - s + v = 
= t-1 , но так как 6 6t-tj-4 и 5=t-d- I 4tj, 
то t = t-tj-l, s=ij <.t (если ij =i , то p;t =0 ) -Итак, 
при всех l< 
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v «4i . ^ oKi 
J vt J J 

В силу невырожденности числовой матрицы из старших коэффициентов 
1^ ,это возможно лишь при с<£=0, p,.t .=0 .Поэтому на 
самом деле (3.20) имеет вид j 

л i .й j viaz 0 
=L 2A ciBXiiJ I . pje ciixiU. 

Приравняем коэффициенты при ( iV) .Учитывая, что 
с0-=0 при t- =t , получим 

J j 

J (J J 

что снова возможно только при < 4 = 0 (ц =t-l), Ц =0 

Продолжая рассуждение, получим после О,-1 шага 
j»4 S=1 V-0 » 

j=l s=o W (3.21 

причем GOJ =0 для 06V4(J-2+t|-t . . 
Сделаем следующий шаг, приравняв коэффициенты при (Л^) 

Слева: s - l -V=t -^ , V=S+Q-t-i « L + q - t - l , 
но все члены с V^t: - t +Q -2, равны нулю из-за о / , 
так что остаются только те, где V=t j+Q-t - l , S=t: , Так 
как V»0 , то tj » t + 4 -^ . Справа: S+t=t-C| , £4 

4^"^i~fy и в то же время t=t-ty-S > t -tj -(J,, 
что t = t - tj - Ĉ  S=t j , tj 4t-C^ .Итак, 

Следовательно, V j =0 CV -tj -t +< -̂J, tj > t - tfr+0, p J i4 . =0, 
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и индукция завершена. Теорема доказана. 
Матрица ОС , действующая на неизвестный вектор w .в систе­

ме (3.13)-(3.15), состоит из элементов AVJf. (t|') , &у (i5) *Ч 

if 

причем /\гЦ) являются однородными аналитическими функциями 
степени T+t,-*L-V ,a &„ и 1« - степени t- - \ - V .Обозна-
чим через i\VA. , &nj , on: элементы левой обратной матри­
цы ОС"* ( ее существование следует из леммы 3.1). Матрицу ОС" 
можно построить так, что ее указанные выше элементы будут однород­
ными аналитическими функциями % порядков ъ + V -Т - \ и 

\ + V -t; соответственно. Решение системы (3.13)-(3.15) 
может быть выражено через правую часть £ этой системы по форму­
ле со=0С" $ , т.е. 

v ^ J- v- лг^ тт**( ,1*7* ^ \? 1* Г М 5 ' ' Az 
Ы г,Ы л, ь J -io K,W 

<И " 'И -oo Л 

-г °° 

iM М <<•,& J V. K,&=< 

О- Л «• /v!/' S° -J iU A J" ~J< Л ? ,n ооч 

где 
> j . 7 /rs тг 

- однородная функция порядка T + \ ~ S + V-L: , 
,v ^v ° 

Подставляя (3.22) в (3.7'), получаем следующее выражение для 
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л 
1 * 5 : 

М/ _ 
I °° r*JL 

(3.23) 

i k 1 . j,v / a 
+ L L C « ' & W U > ^ 

K«< V=0 

Зде<|!ь WK определяется (3.22), a 

(3.24) 

§ 4. Общий случай 

В этом параграфе мы сначала совершим обратное преобразование 
Фурье в формуле (3.23), а затем рассмотрим задачу (3.1) с произ­
вольными S K, бп,. 

Обозначим через Г(Х) фундаментальное решение эллиптичес­
кого уравнения L u = 0 . В [21] доказано, что 

| U с,Д Я и ^ + ь ^ ^ при K>Q 

-̂  dS5« \ fW-JS г+%*,**) ^ при х ^ 

к4 

причем г - обратное преобразование Фурье по переменным X , 
Л loci -т- при S > О 

R,sdH (4.1) 

с-о' 
(2rr04&T-ft)! 

.JWT 

при .5 < О 

при 2T-Pi>0 

4 0 (М-ЯПКйпг) при 2Т-л<0. 

4 Легко вычислить преобразование р4 от первого члена правой части 
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(3.23). По теореме о свертке, 
00 ~J, 

^^^<г<)^¥'^1 
К 

(4.2) 

Рассмотрим теперь второй член. В него входят выражения вида 

со 

-со 

где R/ - полином степени не выше 2Т-1 , а ^ = 0 
Имеем 

со 

-оо 

00 

где 

00 

при ос^О , 

i Let?) *" 
r 

при ^>0, 

при 5Ц<0, 

поэтому 

«Cf') - <**'. xol = A ? C < ^ t j Д х Щ - е ^ ds. (4.з) 

Рассмотрим функцию "С* t5', X j =УС1',Хн)о^ (У) . Из (3.22) 

и (4.3) следует 
w Т р ЛА 

i,n,tH SM <*,£ 

И M i.? 0 ^ -
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•и 
00 -A AJb .ill?; *\$ <* v) нРЩ^^^1 '"1 

Снова применяя теорему о свертке, получаем 

a. 

4» "-1 - о - (4.4) 

где через *1 обозначена свертка только по переменным ж 

Wift Cx'x^ip» 

Ч.КН SM ( Г J U r 

>1 M J,. LU5) 

(4.6) 

,AV 
Подсчитаем функции $.. и V\L •. Имеем 
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Г \ [ v . t»Yj Л Р*»*» i 

R r*ovn 

oo 

^а*П to C3)d4 iSw) * J e ^ 
131-1 T+(0 ° 

Если n,+V-tj-2T>0 , то интеграл в правой части сходится, 
и мы получаем 

SV с*)- t",m^"gTcrb*v-t,-OTV\(.v ^ jcUx^Txi^ 1 ' " -^^ 

(4.7) 

Если же h/ + V , то преобразование Фурье (4.5) не 
существует в классической смысле, и для его внчисления мы посту­
пям следующим образом. 

Рассмотрим £ > Г 5 ^ с l p =Q.T+tj - п,-V .Пусть 

Г' = tt»• ' • > Гоч ГО), С t l ' / = С г * / • • • С ^ , н / М • Имеем 

ЮГ Sjj = F4 (i tfjb* CI') * £ V Cl', хО -

Lett) 

.ет+tj-n-v*! f . ,. f ^ J \ v v f ' j c \ t " crc 
290м } JHi C5)3 d^5 ) Ui3,t'CXoc,3+tXO' (29ТУ1 

131-1 ft 
Из этой формулы следует 
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где 

4 p t x > c n f a C 5 ) d b « > + u i ^ o ° 3 ' (4-8) 

51=1 

- функция (4.1), 

и1**4-™* ca+v-tr£TV. (2fff+' при n,+v-tr2T>0 

1 1 J—,-*—I - при ruv-t-TUO 

и р̂ СХ") - полинош степени 2 T + t j - П , - \ М (.pjp(x)=0 при 
2T+trrv-V-UO). xv , 

Аналогичным образом MOSHO подсчитать функции Wig (.х^^Д 
и этот подсчет приводит к формуле 

где 

^ " J> 131-4 tf+ f 

11\<^&\МГ^(ЙЛЧ^А 
w J* 131=1 f T 

cw ы .;, , т* г ' IBM 

Oj =2T+tj-ix-V-A, 

(4.9) 
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a p. , как и в (4.8), полиномы степени 2.Т +"L-n,-V-l по Х-
(а также, как легко проверить, г noijn ). 

Искомая формула для Uj вытекает из (4.2),(4.7)-(4.9) и 
имеет вид 

(4.10) 
а 

где 

ZkC^=L(-^)L^Cfx)ru-^, (4.ID 

- * Л , , Zk(^-^^U = 

(4.12) 

s,c=t v=o 

P;(X) - полиномы степени -П-+Ц • 
Покажем, что на самом деле р-. СХ) =0 . Для этого нам понадо-

'к ) i_iK I H i ' которые или вытека­
ют из результатов работы [9,1] или доказываются точно так же,как 
оценки ядер Пуассона в этой работе. Все эти ядра подчиняются не­
равенствам вида 
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1.IX-1JI r прир-l^l-lVKO, 
|*ЗД,КСх^1 ^ l ^ ^ ^ - w . ^ , , ^ , ^ ^ (4.i4) 

при p-tJUt-lVI^O 

.M 
с p=-rut; .причем в оценке ~r_. \ос-^ I следует заменить на 
lx'-tj'l+xn/+ >̂v . Отсюда следует, что при llf^-^+t^- любая про­
изводная 3J£ ОТ правой части (4.10) стремится к нулю при 1x1-*°° 
Следовательно, выражения 

УП/ Г Г Л 

т?a. te'-x'.x. лЛ i l d u * <4л5> 

в которых Gi k = £ . + £.. . стремятся к нулю со своими про-
и у 3 

изводными. Это же верно для обеих частей вытекающей из (4.10)фор-
мулы 

fyy I? ft 

(4.16) 

где 
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= \<\%\ | . t 3 ; T X x ' 3 + T ; x i [ ^ ^ ^ + as]at. (4 IT? 
131=1 T 

Дальнейшие рассуждения точно такие же, как при доказательст­
ве теоремы 4.3 работы [12]. Дифференцируя (4.16), получаем при|р* 

U ®\ +1 (Ux)W+U CfR!TWO, 
причем p^ = £) Pj =Con,st . с помощью (4.17), как и в[12] , можно 
показать, что это соотношение возможно лишь при Pj| sRy'^CX^ =0 
так что Pj оказывается полиномом степени -n+tY-'l . Рассуждая 
так же и дальше, увидим, что р-=0 . 

Итак, доказано, что при S; =0 , 6п--\ решение задачи (3.1) 
выражается по формуле (4.10) с Р-=0 . 

Переходим к рассмотрению общего случая, когда среди чисел Sj 
есть отличные от нуля, а среди бп - от -I. Этот случай сводится 
к рассмотренному следующим образом. 

Дифференцированием системы (3.1) по ос , а краевого условия 
- по х' выведем из (3.1) соотношения 

^Cls-K^*) 
CfeH -Лю, (4.18) 

V° 
которые состоят из равенств вида 

^vCW _ -("00 

при всевозможных 1" и Х e l f l*-Sk + rve+'l, |зе |=-6n + rv07 
причем тгв а игах (б,,...,6^,-1) . Легко проверить, что оператор Х0 
эллиптичен, а ^у0 накрывает Хв тогда и только тогда, когда ^ 
эллиптичен, а 5Ьв ^накрывает %с . Новым матрицам соответствуют 
новые числа 5:=0 ,IK

etk+ri„ +1 , б„=-1 . Поэтому вектор 
выражается через Fcx") и tycx') по формуле (4.10), которую можно пе­
реписать в виде 
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Uj Cxi = 

^К (4.19) 

Ядра 2.;k i 2.ik , Pfa выражаются по формулам типа(4.8) 
-(4.13), но все функции в правых частях этих формул следует вычи­
слять по матрицам Z0 , Ъ 0 , а не по £ 0 и %0 . Эти ядра удов­
летворяют таким же неравенствам вида (4.14), что и соответствую­
щие Ядра ИЗ (4.10), НО При р =-tt,+t; s-Hz+t; +Pt,+i. 

Формулу (4.19) можно преобразовать, увеличив порядок диффе­
ренцирования шютностей 5-к,фч . Для этого следует воспользовать­
ся тем, что ядра ~£_. р.* допускают представление 

7 =/V,7. Р̂ а sAy PL , (4-20> 
в которых £_. и Па подчиняются тем же неравенствам, что 
Z j K , P ^ . но с p=-n,+tj+PvH+2Q.. Функции же Z ^ , будучи, 

согласно (4 . I I ) , линейными комбинациями производных фундаменталь­
ного решения некоторого эллиптического уравнения, могут быть пред­
ставлены, как показано в [21] , в виде 

ZJkC^>7 ^ [ ^ Д я ^ Н ^ Д ^ ^ ^ о ] , (4.23) 

причем 21- ,21 к оп-ениваются так же,-как £_. 1 £_• , но с 
р =-rt+t + ?i +f+Av • к Р о м е того> эти ядра подобраны так,что 
при«Ц^с> 

причем N произвольное число, которое мы будем считать достаточ­
но большим и от которого зависят ядра ~£_. , ~^_. • Если 
воспользоваться (4.20),(4.21) и проинтегрировать по частям в(4.19), 
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учитывая (4,22), то можно придти к формуле 
М 

^х)=ЦиЛ К^^м^Ф^г 
(4.23) 

где П/>1г0, h/^ma/хбу а ^•1е, £_-к , Pjq, - ядра такого же ти­
па, что и в (4.19), причем для первых двух показатель р в оценке 
типа (4.15) равен -rv+tj +h,+4 , для третьего - p = -n,+tj +1г'+1 

Формулу (4.23) можно, в свою очередь, преобразовать с помощыо 
тождества 

где фл - произвольная функция, совпадающая с ф. при 1^=0 .При­
нимая во внимание снова (4.20) и интегрируя по частям один раз в 
первом члене правой части, придем к равенству 

а * (4,24) 

где b»fv0 = hvax(64,... , ^ , - О, ^ >J + и-Ш/ж б^, J . " 
- ядро такого же типа, что и £-к ,но cp=-i%+tj+fi, 

Если гц, = гнейс бд = б >0 , то можно получить еще 
одно представление для решения задачи (ЗЛ), уменьшив с помощью 
интегрирования по частям порядок дифференцирования £к в (4.19). 
В результате получим 

144 



=LZ6AVt4u^+4^i''x-y^^ щА W - -к Г 

4L.5№*>*^H1,O<V ferffM-5.», i" » ' 1 - 0 ty.,0 « (4.25) 

a 

причем 7 7 X - ядра такого же типа, как в (4.19); 
p=-a+-t-+6 Д ^ первых двух и p=-rv+4+tj+6 для 

последнего. 
Таким образом, показано, что всякое гладкое финитное решение 

задачи (3.1) выражается по формулам (4.19),(4.23)-(4.25). 
В заключение отметим, что гладкий финитный вектор U(X), удов­

летворяющий во всем пространстве R,"" системе 

выражается через ^ по формуле 

где 2.. - та же функция (4.II), что в (4.23), а ft>-1 . Доказы­
вается формула (4.27) переходом к преобразованию Фурье в (4.26)по 
всем переменным; в результате получим (3.8) с S =0 , а это экви­
валентно (4.27). 

§ 5. Оценки решений полупространственных краевых задач 
В этом параграфе мы получим оценки векторов, выражающихся по 

формулам (4.23>-(4.27)1 и в частности решений задачи (3.1) и си­
стемы (4.26) в нормах \л/р(П)« (V*0 . целое) 

„СО <г- г -£*) 
s=o 

причем здесь 
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L u ] ^ = L « l t u l l P ) n ) Hllpin = (\|arcx)lpdxf - (5.23 
л 

Введем также стандартное обозначение 

Областью Л. в этом параграфе будет все пространство К или 
R,+(xft>0); индекс О. в обозначении нормы мы часто будем опускать. 

Определим теперь норму в пространствах Врв(ПХъ>0,р, в » О 
считая, что ГЫГ илиГЬЯ: . Пусть ^(куиСХ) - конечная раз­
ность (с -го порядка функции 1ПХ) по переменной Х^ с шагом п> и 

le[MMV«^<ft) % 

Положим 

в i-м 

Одной из многих эквивалентных норм в пространстве B_ Q является 
Pi О 

„ „со . _cxo 
I I ^ L H = L U ] O 1 +iiullp. 

P,Je P-Je Г 

Хорошо известны следующие теоремы 
Теорема 5.1. Е с л и Q ? p в Х/'»г--|5+jr-lftULo,x3, ' 

т о п р и л ю б о м £.>0 и 8 ^ ^ 

Д л я ф у н к ц и й с н о с и т е л е м , п р и н а д л е ­
ж а щ и м ш а р у К\(х;) 1х-Х0|бХ , с п р а в е д л и ­
в ы н е р а в е н с т в а 
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Теорема 5.2. E c u U с ц е л ы м Т/> 
> i n U U l - ^ ?т о 

В с я к а я ф у н к ц и я aCX')<= D„ p C i v ) i i o i e t 
п р о д о л ж е н а в R,+ т а к , ч т о Ш.х)€. Wp CK*.') 
и 

[U(X)j Л 4CUlX)j K . (5.5) 
P'4 L Jp,Jp 

Пусть задан оператор 

4=0 
порядка R/^O ; P - однородные операторы порядков RrK . В [7] 
установлены следующие предложения. 

Теорема 5.3. Е с л и к о э ф ф и ц и е н т ы р^ (X) 
о п е р а т о р а Р п р и н а д л е ж а т к л а с с а м 

\дЛ , г д е t>0 , ц е л о е , а 

( р п р и рс£+к)>1г 

^ Т ^ + 5 " > S>0, при Р се + к)4 

и к р о м е т о г о р^ о г р а н и ч е н ы , т о для 
в с я к о й ф у н к ц и и ИКх) fc Wp+R с SuppiAJCx̂ feKxCoCo) 
с п р а в е д л и в ы н е р а в е н с т в а 

(р>Р', приЧ/=0 в т о р о й ч л е н о т с у т с т в у ­
е т ) и 

г-СЮ -fW я - H r | tk) ct) , . .(i+R.) „ .. N 

Г к " 4*v u JP 
с к а к у г о д н о малым £ >0 

Теорема 5.4 Е с л и р^Юс В* и И р ] Х с 0 0 » т ° 
д л я в с е х ttft В с Sup рш с К с̂х,") и м е е м 
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1^АФ?Хп^^№*' 

Переходник оценкам векторов (4.23)-(4.25) и (4.27). 
Теорема 5.5. П у с т ь •$• и ф - г л а д к и е ф и ­

н и т н ы е в е к т о р а . П р и в с я к о м ц е л о м 
СяпальСО,в, + 1,...^+ОДл я в е к т о р а с к о м п о н е н ­

т а м и (4.23)-(4.25) с п р а в е д л и в о н е р а в е н с т ­
в о 

Д л я в е к т о р а (4.27) и м е е т м е с т о о ц е н -
к а 

ш сено й- ^ _ «.ад 

с л ю б ы м ц е л ы м С > 0 . 
Доказательство. Докажем (5.6).Воспользуемся формулой (4.24) 

cn=t-<t , 1ц = £ • Функции Ф« построим так, чтобы для них выпол­
нялась оценка (5.5) с г=С-^ . Оценим производную Фи.,-с l«U=6+tj . 
Производная первого члена правой части (4.24) в силу (4.II) оце-
нится с помощью теоремы Кальдерона-Зигмунда. Второй и третий чле­
ны легко оцениваются с помощью неравенства Гельдера, например, 

а: 
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при любом £ . £ ( 0 , 5 0 . Отсюда следует 

R$ . R.+ # - . 
Принимая во внимание упомянутую выше оценку ф. , полу­

чаем (5.6). 
Неравенство (5.7) следует из теоремы Кальдерона-Зигмунда. 
Нам осталось получить оценки производных £) U; с IXU6+tj . 
Теорема 5.6. Е с л и StuppS-, Sapp Ф с К \ ( х ; ) . т о 

д л я ф у н к ц и й (4.23)-(4.25) с п р а в е д л и в ы н е ­
р а в е н с т в а 

ltiujCX)U 

/ .0 м ч М - ' ^ / ^ г п ^ ^ rmict-VK С5.9) 

г д е Ul ^t + i j , X п о д ч и н я е т с я е д и н с т в е н н о ­
м у у с л о в и ю - | \ < 1 Х - х Ч < : Ь . \ . П р и C+t^-UUh/ 
м н о ж и т е л ь 4 + 1^X1 м о ж н о о п у с т и т ь . 

Т а к и е ж е о ц е н к и , н о б е з н о р м Ц Х 
в п р а в о й ч а с т и , с п р а в е д л и в ы и д л я 

ф у н к ц и й (4.27). 
Оба неравенства получаются в результате дифференцирования 

(4.24) при h=l-\, ?ц=£ и элементарных оценок, основанных на нера­
венстве Гельдера. Следует отметить, что при 1X1 >6 +"tj -кь оцен­
ки (4.14) для $f~£.. , £) "£_.. , $f"2_**f не содержат логарифми­
ческого множителя, и'он не появится в (5.8) и (5.9). 
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§ 6. Яоказательство теорем I.I. I.2. 

Начнем с построения левого регуляризатора оператора Д (1.4), 
который строится так же, как и для обычных эллиптических краевых 
задач. 

Пусть при каждом XeCOJ") задано разбиение единицы 
Z^X\x)=i (6.1) 
к 

и функции Vt\x) , такие, что \Кк
С\х)<?* \ х ) = ЧТС*"), 

Supp ^ \ х ) c f l " U f l ^ = f l . Мы предполагаем,что 
выполнены следующие условия: 

1) Функций Л1/ и Ч>^ подчиняются неравенствам 

l<^cx)UC(|*0Xw , l«V)Uc'cuoXw 
2) Каждое множество П к отображается на куб QL\: С К ^ А 

(i=1,...,>v) преобразованием 
X = Т к X (6.2)* 

класса С 3 , которое определено также в некоторой окрестно­
сти П ^ фиксированных размеров. 

3) Множества П*1 делятся на две группы Cke/Wl, KeTl): 
при кеЖ" $ПЗС1^ = 0 , при Kelt $ П Э П ^ = 5 ^ 0 
и преобразование С6.Я*) отображает 5к на грань О^у. О ^ б А , 
Ct*fc>. %п~0 куба Q^ . ^ 

4) Каждая точка х с П принадлежит не более чемЫП к и N от 
X не зависит. „e +™*i л, 

В любой области П. с границей S е. С такие 1PK , 
^ V , njf могут быть построены. 

Обозначим через ^ к и !Й>К операторы % VL % в переменных 
(6.2), а через £ * и & - !£„ и $>* в исходных переменных х . 
Ясно, что 

где t и о - операторы, состоящие только из младших членов, с 
коэффициентами такой же гладкости, что и у Ь6 и $> . Мы видели, 
что всякий гладкий финитный вектор - и ш , удовлетворяющий соотно­
шениям 
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или 

(6.4) 

выражается через §* , Ф по формулам (4.27) или (4.23)-(4.25). 
Обозначим через RK интегральные операторы в правых частях этих 
формул и определим на гладких векторах fv= Сф) оператор 

> .do i ^1~-7_<^л<\\ (6.5) 

-Л где RkH=(T|< ) о Rk ( T k oh/) - оператор R,k в перемен­
ных \bi\ - Введем также операторы 

где х 'еП^ 1 - прообраз нуля при отображении (6.2) и Su^>pvfcdx. 
Эти операторы обладают тем свойством, что 

Подсчитаем теперь R A u . Для этого воспользуемся тождеством 

l b .о .. „i,(A>. _ ' „i/CM С А- А,И< W><V a'k u ^ 
причем при кеТС 

(6.6) 

•с Э .Л 
^ ^ v & t * ^ ] u < V / 

Fk\ 

(6.7) 
,Ж м akW4>k = 

При KcWt имеем TjJk=^K = 0. 
Действуя на (6 .0 оператором R,k , получаем 

КУ?Ь» - *У$КсКи>№ fU'^VRjfltАк (6.8) 
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где [ц>^ ;/\] гд, г 'Ч 'к^и-АлиЧ^ После умножения на Ч ^ , суммиро­
вания по К и несложных преобразований приходим к формуле 

в которой 

Ги -Ых^\ bu^X*Mi\ix\<^t (6.9) 

к 

и S K определяется следующим образом: если ЯКК-Щ,...дСу T0 

SA^Ctor^...,^-) , а 

причем X - любая точка О , отстоящая от Л. k на расстояние -X . 
Теперь покажем, что R, ограничен как оператор изЮср.6) в( 

£R/(p,C), a t и Т ' - как операторы в £)ср,6) . Поэтому R,',t,T 
определенные формулами (6.5),(6.9),(6.10) на гладких векторах, мо­
гут быть распространены по непрерывности на все ЮсрЛ) • Кроме 
того, будет показано, что оператор Т вполне непрерывен и при 
достаточно малом X 11X № <• \ . Поэтому оператор 

R = (Ut)4R/ (6.12) 
будет левым регуляризатором, так как для него выполняется (1.5) с 
вполне непрерывным 

Следуя [12], введем новую эквивалентную норму в пространстве 
V/JcCY) с Целым г > 0 

где 4 

, М т, со ЧР \- гРн Р I Р 

и в пространстве \Л/р (Si = DppCS") с дробным I ^ M + j 3 по фор-
муле 

где 
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pp * 

luCx)! dx'lp 

Как показано в [12] , эти нормы обладают следующими свойства­
ми: . 

1Д/К , 5арри к еП к > то 

2. Если I2f^c»)l * c V \ , то 

Mi«*w> (6i4> 

3. Для всякого целого t > 0 

1 Jp,5 l JP>n ' 

Постоянные во всех неравенствах от Л не зависят. 
Рассмотрим вектор R^h, ='О" , где а =( фП , stupp S- с 

сПС
к\ ЬиррФ'сБ^ , (при к в Ж фк=0) • В силу теорем 5.5 и 5,6, 

, ы ' « 

Отсюда и из (6.14) для вектора U = RA, н = (ф) следует 
оценка 
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Приняв норму в левой части за У U BgE>cp,t> » а в правой - за 
llkilfttPit> » ш можем заключить, что оператор R' ограничен. 

Переходим к оценкам t u и Tt t . Прежде всего отметим, что 
для вектора *шк (6.II) также справедлива оценка (6.15) (она еле-? 
цует из (5.9)); для вектора же l A i t f =(&*-$") Pi имеет место то 
же неравенство, но без множителя \ + lEauAl в правой части,по­
тому что, обрывая рад (6.II) на 5-ом члене при S=(ncwo(0,M,-n), 
мы получаем 

K - 4 W <- Ц|,> + CZ_ {]ЩW» (6.I7) 

лее чем на А и . 
где О к - объединение .0,,. и всех точек,отстоящих от 0.^ не бо-

i " 
rf.l'iar-чоо А, 

l=S+4 Ul=X 

Из теоремы 5.6 следует , что оба слагаемых (6.^оценивает­
ся по неравенству (6.15), но без логарифмического множителя. 

Нам нужны также оценки векторов F*, "Ф" ,-̂ *, X из (6.16). 
Они легко получаются в координатах (6.2) с помощью теорем 5.3 и 
5.4 и имеют следующий вид: 

1_{Цс* ^(а)(ЫР)1_Х_ № "j p s* * 
ж, / \ Л Т 5 1 С ^ (6']В) 

Здесь с*кА) - модуль непрерывности старших коэффициентов L.K-. и 6^j и 
Р>0 . Далее, так как I* и Ь" не содержат старших членов, то из 
теорем 5.3, 5.4 следует 
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И fl *П« J=1 S>J (6.19) 

где 2, сколь угодно мало. Постоянные ̂ зсюду^не зависят от А . 
Рассмотрим, наконец, [l|/k,A]u = Ь =\.фк) . Каждый член 

оператора (\ порождает несколько членов оператора [I^.A] более 
низкого порядка, и если в каком-нибудь члене второго оператора по­
рядок дифференцирования Uj на &>0 ниже, чем в соответствующем 
члене первого оператора, то в коэффициент входит множитель 

& L ^к > 'Р>|=^ • Поэтому теоремы 5.3, 5.4 дают нам 

Р"и+щ«? ^ К ; ^ < 
£>0"^V** 

(6.20) 

С как угодно малым £,>0 . ; 

Из (6.19),(6.20) следует, что первые два члена Т (6.9) яв­
ляются вполне непрерывными операторами. Третий член также вполне 
непрерывен, так как 5 K a 0

k U % - полиномы. Таким образом, Т 
вполне непрерывен, и с помощью (6.18)-(6.20) нетрудно показать, 
что его норма ограничена постоянной, зависящей от Л . 

Для V = t u имеем в силу (6.18) 

Так как со(.А)^0 при Л ^ О , то норма t мала при малых А .Мож­
но фиксировать Л так, чтобы IItil *-g- ; тогда, как мы видели, ре-
гуляризатор определяется формулой (6.12). 

Остальные утверждения теоремы I.I доказываются по той же схе­
ме, что и для обычных эллиптических краевых задач (см.,напр.,18]). 
Из наличия левого регуляризатора следует конечномерность ядра опе­
ратора А и замкнутость области его значений[5], откуда вытекает 
оценка (1.10). Из нее, в свою очередь, следует, что операторе, эл­
липтичен, а & накрывает его. 

Перейдем к доказательству теоремы 1.2. Для неограниченных 
областей все проведенные рассуждения, кроме заключения о пол-
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ной непрерывноетиТ,остаются в силе, хотя функций Як ' , ЦЛ * бу­
дет бесконечное (счетное) число. В частности, будут справедливы 
оценки (6.15), при доказательстве которых следует учесть равномер­
ную эллиптичность задачи (I.I), позволяющую писать в (6.15) одну 
и ту же постоянную для всех к . Оценки (I.IO), (I.II) проще все­
го вывести из (6.8). В силу (5.3) 

Переходя в (6.8) к координатам (6.2) и пользуясь для оценки &к1г 
теоремой 5.5, а затем применяя (6.18)-(6.20), получим 

(6.21) 

Пусть 0)с
к =&и>ррЦ'к . Области СО^ покрывают П , поэтому 

при достаточно малом А 
HV ,0.*.\ iU. 

•«садким'*)' 
После возведения в степень р и суммирования по к получа-

что при малом t дает (1.10). Л9 к а л ь н а я оценка ( I . I I ) следует из 
(1.10); (надо взять в (1.10) вместо и вектор U5 с подходящей 
срезающей функцией 5 ) ; ее можно вывести и из (6.21). Таким обра­
зом, теоремы 1Л и 1.2 доказана. 
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