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Исследуется сходимость примененных к семейству полностью консервативных 
разностных схем (ПКРС) двумерной магнитной гидродинамики (МГД) методов 
комбинированного и раздельного решения групп разностных уравнений, разделен-
ных по физическим процессам. Получены оценки сходимости итерационных про-
цессов для всего семейства ПКРС как для метода раздельного, так и комбиниро-
ванного решения групп разностных уравнений. Данные результаты получены впер-
вые; ранее подобные оценки были получены лишь для чисто неявной разностной 
схемы. Справедливость полученных в работе оценок подтверждена численными 
расчетами. На основе полученных в данной работе оценок были выработаны реко-
мендации для любой ПКРС, каким численным методом целесообразнее пользо-
ваться для решения системы разностных уравнений. В зависимости от соотноше-
ния параметров вещества и электромагнитного поля в каждый момент времени по-
лученные в данной работе оценки даже для расчета одной физической задачи дву-
мерной МГД позволяют выбрать оптимальный численный метод для каждого шага 
интегрирования по времени, что приводит к существенному сокращению расчет-
ного времени задачи. Это может быть достаточно важно, особенно при проведении 
широкомасштабного вычислительного эксперимента. Таким образом, полученные 
в данной работе результаты имеют не только интересное теоретическое, но и важ-
ное практическое значение. 
 
Ключевые слова: двумерная магнитная гидродинамика, семейство полностью кон-
сервативных разностных схем, сходимость итерационного процесса. 
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The work studies the convergence of methods of combined and separate solution of dif-
ference equations groups, divided by physical processes, applied to a family of com-
pletely conservative difference schemes (CCDS) of two-dimensional magnetohydrody-
namics (MHD). Estimates are obtained for the convergence of iterative processes for the 
entire family of CCDS both for the method of separate and combined solution of groups 
of difference equations. These results are obtained for the first time; previously, such es-
timates were obtained only for a purely implicit difference scheme. The validity of the 
estimates obtained in the work is confirmed by numerical calculations. Based on the es-
timates obtained in this work, recommendations were developed for any CCDS, which 
numerical method is more appropriate to use to solve the system of difference equations. 
Depending on the ratio of the parameters of the substance and the electromagnetic field 
at each moment of time, the estimates obtained in this work, even for calculating one 
physical problem of two-dimensional MHD, make it possible to choose the optimal nu-
merical method for each time integration step, which leads to a significant reduction in 
the computational time of the problem. This can be quite important, especially when 
conducting a large-scale computational experiment. Thus, the results obtained in this 
work have not only interesting theoretical, but also important practical significance. 
 
Key words: two-dimensional magnetohydrodynamics, family of completely conservative 
difference schemes, convergence of iterative process. 

 
1. Введение 
 При решении задач магнитной гидродинамики (МГД) необходимо опре-
делить специфику задачи и выбрать численный метод их решения. Создан-
ный на основе такого численного метода комплекс программ способен ре-
шать сравнительно небольшой класс задач, а другие задачи решаются либо 
неэффективно, либо вообще не могут быть решены. Создание же универ-
сального алгоритма для достаточно широкого класса задач обычно не при-
водит к хорошим результатам из-за его чрезвычайной сложности и громозд-
кости. Кроме того, применение такого алгоритма к конкретной задаче тре-
бует машинных ресурсов гораздо больше, чем решение той же задачи с по-
мощью учитывающих его специфику алгоритмов. В случае проведения ши-
рокомасштабного вычислительного эксперимента (ВЭ) это существенно 
тормозит работу. 
 Полностью консервативные разностные схемы (ПКРС) гарантируют 
выполнение как разностных аналогов основных законов сохранения, так и 
ряда дополнительных сеточных соотношений [1]. Неявность разностных 
схем существенно снижает ограничения на величину временного шага. При 
проведении широкомасштабного ВЭ большое значение имеют машинные 
ресурсы, затраченные на один расчет. Это время зависит от величины шага 
по времени на протяжении всего расчета и его "стоимости". Требования к 
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алгоритмам и их программным реализациям можно сформулировать сле-
дующим образом: 1) экономичность, т.е. минимальные машинные ресурсы 
при расчете одной задачи; 2) универсальность, т.е. алгоритм должен обес-
печивать проведение расчетов в достаточно широкой предметной области; 
3) гибкость, т.е. переход от одной постановки задачи к другой должен тре-
бовать минимальных затрат труда и времени.  
 В [2] исследовалась сходимость примененного к неявной ПКРС МГД 
[2,3] метода комбинированного решения групп разностных уравнений, раз-
битых по физическим процессам ("динамическая группа", "тепловая груп-
па" и "электромагнитная группа"). В этом методе эти три группы объеди-
няются следующим образом: в первую "новую" группу включаются уравне-
ния динамики и электромагнитного поля, а вторая группа состоит из урав-
нений энергии. При этом уравнение состояния является уравнением-связкой 
между двумя группами. Уравнения этих групп решаются методом Ньютона 
относительно выделенных переменных, а остальные переменные считаются 
"замороженными" и берутся с предыдущей итерации. Последовательное ре-
шение этих групп разностных уравнений связано внешним итерационным 
процессом, сходимость которого определяется точностью выполнения об-
щего баланса энергии. Полученные в работе результаты подтверждены чис-
ленными расчетами. Кроме достаточно простых расчетов, моделирующих 
сильные акустические колебания в плазме, были также проведены расчеты 
задач, моделирующих сжатие плазмы газоплазменной оболочкой, ускоряе-
мой электродинамическим импульсом тока [4,5]. 
 Как показали расчеты практических задач [3, 6–9], наряду с неявными 
разностными схемами часто целесообразно использовать схемы с весами по 
времени [1]. Основным недостатком явных схем является существенное ог-
раничение на временной шаг для достаточно широкого класса задач [1]. Це-
лью данной работы является исследование сходимости итерационных алго-
ритмов для схем с весами, чтобы оценить ограничения на временной шаг, 
которые дает выбор алгоритма решения системы разностных уравнений. 
Это позволит выбрать для конкретной задачи наиболее эффективную раз-
ностную схему и для этой разностной схемы выработать рекомендации при 
использовании алгоритмов решения систем разностных уравнений (причем 
даже для одной задачи в различные моменты времени более эффективными 
могут оказаться разные алгоритмы). 
 Наряду с методом комбинированного решения групп разностных урав-
нений в работе рассматривается также метод раздельного решения групп 
разностных уравнений [1]. 
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2. Исходная система уравнений 
 Будем исходить из обычной записи системы уравнений МГД с соответ-
ствующими уравнениями состояния в декартовой системе координат [10] 
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постоянная, γ – показатель адиабаты,  – газодинамическое давление, Т – 
температура, ε – удельная внутренняя энергия, отнесенная к единице массы, 
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( , , )x y zW W WW  – поток тепла через поперечное сечение области, ( , , )x y zB B BB  

– вектор магнитной индукции, ( , , )x y zE E EE  – вектор электрического поля, 

( , , )x y zj j jj  – плотность тока, σ и κ – коэффициенты электро- и теплопро-

водности, с – скорость света в вакууме. В (1) мы пренебрегаем токами сме-
щения, поскольку для наших целей они не существенны ([10], с.48). 
 

3. Разностная схема 
 Отметим следующее обстоятельство. Анализ сходимости итерационно-
го процесса решения системы разностных уравнений МГД методом раз-
дельного решения был проведен для одномерного плоского случая в [11] и 
для двумерного случая в декартовых координатах [2]. Рассматривался слу-
чай σ = ∞ и κ	= 0. Было показано, что для неявных схем процесс будет без-
условно устойчивым лишь при выполнении условия 

 2 / 8 (2 )B P    , (2) 
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а при условии 2 / 8 (2 )B P     условие устойчивости в одномерном случае 
имеет вид 

 0
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m
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где  – масса ячейки,  – шаг по времени. 0m t
 В двумерном случае условие устойчивости выглядит следующим обра-
зом: 
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где xh ,  – шаги по пространству (определены в п.4). yh

 Это ограничение на временной шаг для широкого класса задач оказы-
вается весьма жестким. Заметим, что оно возникает при решении методом 
раздельных прогонок уравнений динамики и электромагнитного поля, на-
пример, в рамках адиабатической МГД. Дальнейший учет диссипативных 
процессов, как показано в [11], ослабляет ограничение на временной шаг. 
Поэтому при исследовании устойчивости процесса решения системы разно-
стных уравнений МГД методом комбинированного решения будем считать, 
что диссипативные процессы отсутствуют. Кроме того, ограничимся случа-
ем течения в магнитном поле, ориентированным перпендикулярно плоскос-
ти течения (Вх=Ву= 0). 
 Введем пространства сеточных функций, определенных в узлах и ячей-
ках разностной сетки, обозначив их H  и H  соответственно. Для записи 
сеточных функций f H  будем использовать индексы (i,j): ijf f H 

mlg g H

. 

Сеточные функции  будем отмечать индексами (m,l): g H   . 
Положим массы всех ячеек mml = m0 = const. 

 Введем разностные шаблоны ячейки Ш1(m,l) и узла Ш2(i,j), которые 
представлены на рис.1 и 2 соответственно. Сетка состоит из множества уз-
лов 1  и ячеек 11, 1i Nx j Ny     1 , 1m Nx l Ny    . 
 

                      

Рис.1. Шаблон ячейки.                    Рис.2. Шаблон узла. 
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 В предположениях, описанных выше, система (1) аппроксимируется 
неявной ПКРС в лагранжевых переменных 
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щадь ячейки, . Индекс n пробегает значения 
от 1 до 4 (см. рис.2), индекс k пробегает те же значения (см. рис.1). При за-
писи системы уравнений (5)–(9) использованы безындексные представле-
ния сеточных функций [1]. Сеточные функции x, y, u, w определены в узлах 
разностной сетки, а сеточные функции ρ, P, T, B и S – в ячейках. 
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4. Оценки сходимости алгоритма 
 Отметим, что для расчетов течений излучающей многозарядной плаз-
мы исходные модели типа (1) значительно усложняются: добавляются урав-
нения кинетики ионизации, радиационного электрообмена, учитываются 
двухтемпературность, процессы тепло- и электропроводности и влияния на 
них магнитного поля, применяются различные модификации закона Ома 
(например, учитывается эффект Холла), используются табличные данные 
по состоянию вещества, транспортным коэффициентам и оптическим свой-
ствам. Полный анализ сходимости методов решения нелинейных уравне-
ний, соответствующих таким методам, провести зачастую либо не удается, 
либо количество упрощающих предположений такого, что результаты ана-
лиза мало пригодны для практического исследования. 
 В настоящей работе сходимость алгоритма исследуется для линеаризи-
рованной системы уравнений (5)–(9). Такой подход к изучению решения 
нелинейной системы МГД уравнений, несмотря на теоретическую неполно-
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ту, позволяет сформулировать физически содержательные критерии сходи-
мости, которыми удобно пользоваться при проведении практических расче-
тов. Полученные при анализе линеаризированной системы оценки можно 
далее использовать для изучения сходимости метода решения в нелинейном 
случае, поскольку линеаризация является центральным пунктом многих ме-
тодик [1,12–14]. Выводы из линейного анализа проверены, как это обычно и 
делается, в методических расчетах. 
 При построении алгоритма решения системы нелинейных уравнений 
МГД используется принцип локального расщепления физических процес-
сов, реализующийся через разделение системы разностных уравнений по 
видам физических процессов: уравнения динамики плазмы (D), уравнения 
электромагнитного поля (ЕМ) и уравнения теплового баланса (Т), описы-
вающие энергообмен между компонентами плазмы (если рассматривается 
процесс релаксации температур ионов и электронов), а также энергетику 
ионизации-рекомбинации и взаимодействия вещества с излучением. В про-
стейшем (однотемпературном) случае уравнение (Т) – одно (9). Оно описы-
вает изменение температуры жидкой частицы при адиабатических измене-
ниях ее объема. Для построения конкретного алгоритма уравнения различ-
ных видов объединяются в группы (аналогично [1]). В данной работе рас-
сматривается алгоритм, в котором разбиение на группы таково: к первой 
группе относят динамические (D) и электромагнитные (ЕМ) уравнения, а ко 
второй – тепловые (Т) уравнения. Уравнения в каждой из этих двух групп 
решаются относительно определенных переменных, причем переменные, 
которые не входят в эту группу, считаются "замороженными" и берутся с 
предыдущей итерации. Последовательное решение групп уравнений связы-
вается внешним итерационным процессом, в котором контролируется как 
точность решения разностных уравнений, так и точность выполнения энер-
гобаланса. 
 Линеаризованные уравнения системы (5)–(9), соответствующие приня-
тым ограничениям и характеру итерационного процесса, запишем в виде  
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Здесь искомые величины будем обозначать индексом "s" – соответственно 
номеру итерации. 

 Исключая из (10) и (11) 1s
ml
 , 1s

mlB   и s
mlT  с помощью (12)–(14), полу-

чим систему уравнений, связывающую 1s
ijU   и s

ijU  ( ( ,u w)U ): 

 ,  (15) 1
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где ,  и  – свободные члены в преобразованных 

уравнениях (10) и (11) соответственно, в которые входят величины с преды-
дущего слоя по времени. 
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 Рассмотрим итерационный процесс (15) на множестве сеточных функ-
ций, принимающих нулевые значения на границе: 
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 Покажем, что разностные операторы Λ1 и Λ2 обладают следующими 

свойствами: . * *
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т.е. . Здесь суммирование идет по всем узлам, кроме граничных; 
m=i, l=j. 
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 Запишем итерационный процесс (15) в каноническом виде: 

 tBU AU F  ,   1( s s
tU U U ) / s

   , (18) 

где B=Λ1, A=Λ1+Λ2, τs ≡ 1, причем * 0B B  , * 0A A  . 
 Операторы А и В не зависят от номера итерации, т.е. процесс является 
стационарным. Как показано в [13], достаточным условием для сходимости 
этого итерационного процесса является выполнение неравенства  

 0.5 SB A  , (19) 

или, что эквивалентно в силу (15),  Λ1≥Λ2. 
 Вычислим скалярное произведение 
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 Заметим, что для всех (i,j) справедливо неравенство 
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 Кроме того, справедливо тождество 
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Поэтому для любого U справедливо неравенство 
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 Учитывая последнее неравенство, имеем 
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где N – число узлов разностной сетки, за исключением граничных. Следова-
тельно, сходимость итерационного процесса (15) имеет место, если условие 
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справедливо в каждой ячейке разностной сетки, т.е. при 

 2
1/ 8 ( 2)B P     , (20) 

а в противном случае условие сходимости имеет вид 
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Отсюда следует, что при  (явная схема) (20) выполняется автоматиче-

ски. При  данный метод решения требует небольших ограничений 

на временной шаг, которые гораздо “мягче” ограничений, накладываемых 
на сходимость самой явностью схемы. Таким образом, при “частичной яв-
ности” уравнений (5), (6) данный метод решения не накладывает дополни-
тельных ограничений на временной шаг. 

1 0 

10   1

 Заметим, что для большинства задач γ<2 и, следовательно, условие 
сходимости (20) выполняется автоматически. 
 Рассмотрим сходимость метода раздельного решения основных урав-
нений системы (5)–(9). В этом случае система разностных уравнений разде-
ляется на три группы: к первой группе относятся динамические уравнения, 
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ко второй – уравнения энергии, к третьей – уравнения электромагнитного 
поля. Уравнения в каждой из этих трех групп решаются относительно опре-
деленных переменных, причем переменные, которые не входят в эту груп-
пу, считаются "замороженными" и берутся с предыдущей итерации. После-
довательное решение групп уравнений связывается внешним итерационным 
процессом, в котором контролируется как точность решения разностных 
уравнений, так и точность выполнения энергобаланса (см. [1]). Этому слу-
чаю соответствует следующая система разностных уравнений: 
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 Анализ устойчивости данного алгоритма проводится таким же спосо-
бом, как показано выше. Итерационный процесс, соответствующий этому 
алгоритму, можно свести к виду (16)–(17) при 
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1( 1) / (8g ml ml ml mlmlc R T B )        . 

 Следовательно, метод раздельного решения МГД уравнений будет схо-
дящимся, если условие 
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1/ 8 (2 )B P     , (27) 

справедливо в каждой ячейке разностной сетки, а в противном случае дан-
ный метод сходится при условии 

 0
2

12 ( ) ( 2) / / (8 )x y

m
t

h h P B
 

       
. (28) 

 Таким образом, условие (27) тем сильнее, чем меньше , а при 1 1 =0 

это условие выполняется только при 0B  . 
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5. Примеры расчетов 
 Проведенное выше исследование алгоритма комбинированного реше-
ния групп разностных уравнений носит в основном качественный характер, 
поэтому справедливость полученных оценок необходимо проверить числен-
ными расчетами. 
 Рассмотрим следующую модельную задачу. В начальный момент вре-
мени t = 0 покоящееся вещество занимает область: –5 ≤x ≤ 5, –1 ≤ y ≤1. На-
чальная плотность и температура равны соответственно 0 0=1, =1T . Вещест-

во – идеальный газ с уравнением состояния =P T , = / ( 1)T   , нетепло-

проводный, κ≡0. Он помещен в однородное магнитное поле ( , , )x y zB B B B , 

которое является практически «вмороженным»: σ=1015. На границах x=xлев(t) 
и x=xправ(t) задана малая скорость Uлев(t)= –Uправ(t)= ±0.01, на границах 
y = yлев(t) и y = yправ(t) задана нулевая скорость. По обоим направлениям на-
чальное разбиение сетки было равномерным.  
 В данной постановке акустические колебания в среде должны распро-
страняться со скоростью, много большей скорости выдвижения (вдавлива-
ния) поршня, поэтому в любой момент времени распределение плотности 
газа и магнитного поля почти однородно.  

       Задача решалась для различных значений величин , 1 и B= 2 2 2+ +x y zB B B : 

1<γ≤10, , 0≤B≤1000. Расчеты проводились методами раздельного и 
комбинированного решения групп разностных уравнений. 

10   1

 Практические ограничения на временной шаг хорошо согласуются с 
полученными в данной работе оценками. При γ ≤ 2 все расчеты комбиниро-
ванным методом проходили без ограничения на временной шаг (в расчетах 
Δt= 1). Расчеты раздельным методом абсолютно устойчивы лишь при В<4.6, 
при В=100 шаг интегрирования t ≈ 0.0013, а при В = 1000 – Δt ≈ 0.00012, что 
практически не приемлемо при проведении широкомасштабного ВЭ. Если 
же <<1, то ограничения на временной шаг определяются исключительно 

устойчивостью разностной схемы. В этом случае (если магнитное поле при-
сутствует, т.е. B тождественно не равно нулю) предпочтительно использо-
вать метод комбинированного решения системы разностных уравнений. 

1

       Рассмотрим расчет, моделирующий сжатие плазмы лайнером (газоплаз-
менной оболочкой), ускоряемым электродинамически импульсом тока (см. 
[4,5]). В данном расчете в качестве вещества используется золото. Уравне-
ния состояния приведены в [15]. В начальный момент времени неподвиж-
ная плазма занимает область 0≤R≤2.5, 0≤Z≤1 (рассматривается цилиндриче-
ская симметрия). Начальная температура Тe = Тi = 1эв (рассматривается 
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двухтемпературная модель). В области 2≤R≤2.25 моделируется лайнер с 

плотностью, соответствующей 31.97 10 (1 0.1sin( /2))л z    
62 10пл

 г/см3, в осталь-

ной области моделируется плазма с плотностью     г/см3 (см. рис.3). 

 
Рис.3. Начальное распределение плотностей. Зона 0 соответствует лайнеру с 

плотностью г/см3, зона 1 соответствует лайнеру с плотностью 

г/см3, зона 2 соответствует плазме с плотностью г/см3. 

31.97 10
32.167 10 62 10

 

 Газ помещен в однородное магнитное поле 50кГсZB  . Ток, создавае-

мый генератором, проходит через лайнер, замыкающие электроды и обрат-
ный токопровод, который моделируется как цилиндрическая оболочка. 
Электротехническая схема представляется как электрическая цепь, соединя-
ющая лайнер и генератор, лайнер – как нагрузка генератора с переменным 
сопротивлением и индуктивностью. Параметры цепи: сопротивление 
R0 = 120 Ом, индуктивность L=11.6 нГн. 

 

0 1 0

1

1
0

0 0

=2 / ,   / ( ) ( ),   (0) 0,

( ) ( , , ) ,

( )=2000 sin( /180) кВ   при 180 ,      ( ) 0   при 180нс.

гр прав

Z прав

B I R LdI dt R I U t U t I

U t E R Z t dZ

U t t t нс U t t

    



    

  

Здесь I – сила тока, U0 – напряжение цепи, U1 – собственное напряжение 
системы. Эти уравнения цепи решаются до момента смены режима проте-
кания тока, т.е. пока справедливо условие . Когда  становится 

отрицательной величиной, расчет цепи выполняется с параметрами U0(t) = 0, 
R0=0, L=11.6 нГн. 

1( ) 0U t  1( )U t

 На рис.4-7 представлены результаты расчета динамики лайнера на мо-
мент времени 0.5 мкс в виде распределений плотности (в г/см3); радиальной 
компоненты скорости RU  (в 106 см/с); B R   (в МГс·см) – компоненты маг-



Сходимость некоторых итерационных алгоритмов численности решения ... 71 

нитной индукции B , домноженной на радиус R; компоненты магнитной 

индукции ZB  (в МГс). 
 

 
Рис.4. Распределение плотности на момент времени 0.5 мкс. 

 
Рис.5. Распределение радиальной компоненты скорости RU  на момент времени 0.5 мкс. 

 
Рис.6. Распределение компоненты магнитной индукции B , домноженной 

на радиус R, на момент времени 0.5 мкс. 
 

 Провести расчет удалось только методом комбинированного решения 
групп разностных уравнений. При решении задачи методом раздельного ре-
шения, при росте ( )B t  шаг по времени резко падает, что подтверждено 

оценками, полученными в данной работе (см. (27),(28)). 
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Рис.7. Распределение компоненты магнитной индукции ZB  на момент времени 0.5 мкс. 

 

6. Заключение 
 В работе приведены исследования сходимости примененных в полно-
стью консервативных разностных схемах (ПКРС) двумерных МГД методов 
комбинированного и раздельного решения групп разностных уравнений, 
разделенных по физическим процессам. Получены оценки сходимости ите-
рационных процессов для всего семейства ПКРС. Показаны области приме-
нимости как метода комбинированного, так и метода раздельного решения 
групп разностных уравнений. Справедливость полученных в настоящей ра-
боте оценок подтверждена численными расчетами. Первоначально стоит за-
дача выбора оптимального временного веса для разностной схемы. При от-
сутствии магнитных полей целесообразно использовать явную разностную 
схему. В противном случае нужно выбрать вес для разностной схемы таким 
образом, что при любых соотношениях параметров вещества и магнитного 
поля, характерных для решаемой задачи, ограничения на временной шаг 
удовлетворяли пользователя. Для этого необходимо провести соответст-
вующие оценки и выполнить ряд пробных расчетов. Если это достаточно 
сложно, то целесообразно использовать неявную разностную схему. При 
решении конкретной задачи с фиксированным весом разностной схемы оп-
тимально задействовать оба описанных в работе численных метода. В на-
чале каждого шага по времени нужно проанализировать физическое со-
стояние параметров вещества и магнитного поля. При выполнении на дан-
ном временном шаге условия сходимости для метода раздельного решения 
системы разностных уравнений двумерной МГД существенно эффективнее 
использовать этот экономичный метод. В противном случае необходимо 
применять достаточно универсальный метод комбинированного решения 
системы разностных уравнений. 
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