
УДК 536.242 

ТЕПЛООТДАЧА ЦИЛИНДРА И ПЛАСТИНЫ В ЖИДКОСТИ 
С МАЛЫМ ЧИСЛОМ ПРАНДТЛЯ 

© 1997 г . А. В, Кашеваров 
Центральный аэрогидродинамический институт, г. Жуковский 

Поступила в редакцию 16.08.96 г. 

На основе точного аналитического решения полного уравнения энергии определены коэффициен­
ты теплоотдачи кругового цилиндра и пластины конечной длины в жидкости с малым числом 
Прандтля Pr < 1 для различных типов граничных условий на поверхности этих тел, Проведено срав­
нение полученных результатов с давно известными, также найденными аналитически, но из реше­
ния упрощенного уравнения энергии типа уравнения пограничного слоя. 

В в е д е н и е . И с с л е д о в а н и е т е п л о о т д а ч и т е л р а з ­
л и ч н о й ф о р м ы в ж и д к о с т и с м а л ы м ч и с л о м 
П р а н д т л я Pr < 1 п р е д с т а в л я е т к а к практи ч ески й , 
т а к и ч и с т о т е о р е т и ч е с к и й интерес . П р и м е н е н и е 
ж и д к о с т е й c P r <^ 1 (жидких м е т а л л о в ) в к а ч е с т в е 
т е п л о н о с и т е л е й в а т о м н о й э н е р г е т и к е [1] опреде ­
л я е т п р а к т и ч е с к и й интерес . П р е д л а г а е м а я р а б о ­
т а п о с в я щ е н а т е о р е т и ч е с к о м у аспекту у к а з а н н о й 
п р о б л е м ы . 

П р и решении задачи конвективного теплообме­
на тела в жидкости с Pr <^ 1 м о ж н о использовать до­
пущение о потенциальности ее течения [ 1 , 2 ] . Рас­
смотрим уравнение баланса энергии движущейся 
несжимаемой жидкости в полубезразмерном виде, 
наиболее удобном для дальнейшего анализа 

Р е и У Г - А Г = 0 . (1) 

З д е с ь Г - и з б ы т о ч н а я т е м п е р а т у р а (размер­
ная) ж и д к о с т и п о о т н о ш е н и ю к т е м п е р а т у р е на­
б е г а ю щ е г о п о т о к а на бесконечности; Ре = Re Pr -
число П е к л е ; и - обезразмеренное через скорость 
н а б е г а ю щ е г о п о т о к а поле скоростей течения. 

Е с л и Ре = О (1) при Рг — • 0, т о число Рей-
нольдса R e — < > ° , и э т о о з н а ч а е т , ч т о п о л е с к о р о ­
стей ф о р м а л ь н о м о ж н о с ч и т а т ь п о т е н ц и а л ь н ы м 
и = gradcp, где (р - п о т е н ц и а л течения . П р и Pr <^ 1 
т о л щ и н а в я з к о г о п о г р а н и ч н о г о слоя существенно 
м е н ь ш е т о л щ и н ы т е п л о в о г о , и в л и я н и е м вязкос ­
т и на т е п л о о б м е н м о ж н о п р е н е б р е ч ь . 

П р и п о т е н ц и а л ь н о м п о л е с к о р о с т е й в случае 
п л о с к о г о о б т е к а н и я о к а з ы в а е т с я в о з м о ж н ы м по­
л у ч а т ь т о ч н ы е а н а л и т и ч е с к и е р е ш е н и я к а к ис­
ходного п о л н о г о у р а в н е н и я э н е р г и и (1), т а к и уп­
р о щ е н н ы х его ф о р м . 

О с н о в н о й ф о р м о й у п р о щ е н и я уравнения (1) 
я в л я е т с я к л а с с и ч е с к о е уравнение т е п л о в о г о п о ­
г р а н и ч н о г о с л о я [2], к о т о р о е п о л у ч а е т с я из (1), 
если п р е н е б р е ч ь в н е м ч л е н о м д2Т/дх2 по сравне­
н и ю с Э 2 Г/Эу 2 , где х, у - к о о р д и н а т ы вдоль и п е р ­
п е н д и к у л я р н о п о в е р х н о с т и тела . Считается , ч т о 

э т о справедливо п р и Ре > 1, когда о с н о в н о е и з м е ­
нение т е м п е р а т у р ы происходит в т о н к о м слое 
п е р п е н д и к у л я р н о п о в е р х н о с т и т е л а . 

П р и Рг — 0 , п р е н е б р е г а я д и н а м и ч е с к и м п о ­
г р а н и ч н ы м слоем , д о п о л н и т е л ь н о з а м е н я ю т п р о ­
ф и л ь с к о р о с т е й ц(х, у) с к о р о с т ь ю н е в я з к о г о 
в н е ш н е г о т е ч е н и я , з а в и с я щ е г о т о л ь к о от х. В [2] 
п р и в е д е н ы два т о ч н ы х регдения у р а в н е н и я т е п л о ­
вого п о г р а н и ч н о г о слоя для т е ч е н и я в о к р е с т н о с ­
ти к р и т и ч е с к о й т о ч к и т е л а и для п р о д о л ь н о г о о б ­
т е к а н и я п л о с к о й п о л у б е с к о н е ч н о й п л а с т и н ы с 
постоянной т е м п е р а т у р о й п о в е р х н о с т и . Т е п л о о б ­
м е н п л а с т и н ы б о л е е п о д р о б н о р а с с м а т р и в а л с я в 
[3] для условий постоянства т е п л о в о г о п о т о к а на 
ее поверхности и р а с п р е д е л е н и я т е м п е р а т у р ы на 
пластине в виде степенного ряда . 

В [3] и спо л ьз о в ал ся другой способ у п р о щ е н и я 
уравнения (1), с п р а в е д л и в ы й т о л ь к о для т е ч е н и я 
ж и д к о с т и с ч и с л о м Pr < 1. О н з а к л ю ч а е т с я в за ­
м е н е п е р е м е н н ы х х, у в (1) на \|фс, у), ф(х, у) , где 
\|/(х, у) - ф у н к ц и я т о к а . Э т а з а м е н а н а з ы в а е т с я 
преобразованием Буссинеска . З а т е м в п р е о б р а з о ­
ванном уравнении член Э 277Эф 2 полагался прене ­
б р е ж и м о м а л ы м по сравнению с Э 2Г/Э\|/ 2 . В резуль­
т а т е упрощенная ф о р м а уравнения (1) п р и н и м а л а 
вид, подобный уравнению теплового пограничного 
слоя для п р о д о л ь н о г о о б т е к а н и я п л а с т и н ы ж и д ­
к о с т ь ю с Pr <1 1 [2] 

Р е 
дТ д2Т 

Эф э\|/2* (2) 

В а ж н о о т м е т и т ь , ч т о у р а в н е н и е (2) я в л я е т с я 
с а м о с т о я т е л ь н ы м у р а в н е н и е м т и п а т е п л о в о г о п о ­
г р а н и ч н о г о слоя и в о б щ е м случае е г о н е л ь з я п о ­
л у ч и т ь из уравнения т е п л о в о г о п о г р а н и ч н о г о 
слоя , приведенного в [2]. 

Т о ч н ы е р е ш е н и я у р а в н е н и я (2) п р и о б т е к а ­
нии к р у г о в о г о ц и л и н д р а б ы л и н а й д е н ы в [3] для 
ч е т ы р е х т и п о в г р а н и ч н ы х у с л о в и й : п о с т о я н н о й 
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т е м п е р а т у р ы , п о с т о я н н о г о т е п л о в о г о п о т о к а на 
поверхности цилиндра , косинусоидального з а к о ­
на р а с п р е д е л е н и я т е м п е р а т у р ы на его поверхнос­
ти и б о л е е о б щ е г о случая распределения т е м п е ­
р а т у р ы в виде н е к о т о р о г о ряда . В [3] указано , ч т о 
э т о т м е т о д п р и м е н и м для о п р е д е л е н и я к о э ф ф и ­
ц и е н т о в т е п л о о т д а ч и цилиндра п р о и з в о л ь н о г о 
сечения , если т о л ь к о ф и \|/ и з в е с т н ы . 

Н е д а в н о б ы л и п о л у ч е н ы т о ч н ы е аналитичес ­
кие р е ш е н и я полного уравнения энергии (1) для 
кругового цилиндра [4] и эллиптического цилинд­
ра и п л а с т и н ы [5], о б т е к а е м ы х ж и д к о с т ь ю c P r < 1 . 
С р а в н е н и е р е з у л ь т а т о в [4, 5] и [2] п о з в о л и л о оп­
р е д е л и т ь п р е д е л ы п р и м е н и м о с т и по числу Ре 
уравнения т е п л о в о г о п о г р а н и ч н о г о слоя для не­
к о т о р ы х случаев обтекания тел жидкостью с Pr <̂  1. 
Так, для к р и т и ч е с к о й т о ч к и о к а з а л о с ь , ч т о урав­
нение т е п л о в о г о п о г р а н и ч н о г о слоя м о ж н о при­
м е н и т ь для р а с ч е т а к о э ф ф и ц и е н т а т е п л о о т д а ч и 
не т о л ь к о при б о л ь ш и х Ре, к а к считалось , а прак ­
т и ч е с к и для всех чисел Ре за и с к л ю ч е н и е м Ре < 1 
[4, 5 ] . Д л я п р о д о л ь н о г о о б т е к а н и я п л о с к о й плас­
т и н ы к о н е ч н о й д л и н ы п о к а з а н о , ч т о уравнение 
т е п л о в о г о п о г р а н и ч н о г о слоя т а к ж е м о ж н о ис­
п о л ь з о в а т ь для р а с ч е т а т е п л о о б м е н а при Ре ~ 1, 
но л и ш ь на н е к о т о р о й части п л а с т и н ы вблизи пе­
редней к р о м к и . Д л и н а э т о й части увеличивается с 
р о с т о м Ре [5]. 

В [4, 5] б ы л о р а с с м о т р е н о т о л ь к о условие по ­
стоянной т е м п е р а т у р ы поверхности тела . Ц е л ь 
данной р а б о т ы состоит в' т о м , ч т о б ы дополнить 
р е з у л ь т а т ы [4, 5], р а с с м о т р е в другие т и п ы гра­
н и ч н ы х условий, к а к в [3]. Н е о б х о д и м о сравнить 
п о л у ч а ю щ и е с я р е з у л ь т а т ы с и м е ю щ и м и с я в [3] и 
т е м с а м ы м п р о в е р и т ь п р а в о м е р н о с т ь подхода [3] 
для у п р о щ е н и я уравнения энергии , установить 
п р е д е л ы его п р и м е н и м о с т и и о ц е н и т ь в о з м о ж н ы е 
п о г р е ш н о с т и о п р е д е л е н и я к о э ф ф и ц и е н т о в теп­
л о о т д а ч и , в о з н и к а ю щ и е при использовании э т о г о 
подхода. Э т о представляется в а ж н ы м , т а к к а к р е ­
з у л ь т а т ы [3] в виде ф у н к ц и о н а л ь н ы х зависимос­
т е й среднего числа Н у с с е л ь т а (Nu)(Pe) в к л ю ч е н ы 
в книгу [1], т .е . р е к о м е н д о в а н ы для п р а к т и ч е с к о ­
го использования . 

Анализ решений. Точное решение уравнения (1) 
при п о т е н ц и а л ь н о м о б т е к а н и и э л л и п т и ч е с к о г о 
цилиндра , ч а с т н ы м и случаями к о т о р о г о я в л я ю т ­
ся к р у г о в о й цилиндр и пластина , и м е е т вид [5] 

Т = e x p [ P e c h ( £ - £ 0 ) c o s ( r | - у ) ] х 

х У C n F e „ ( £ - - ? ) с е и ( т 1 - У, 
(3) 

п = О 

З д е с ь ц - э л л и п т и ч е с к и е к о о р д и н а т ы , при­
ч е м > £ 0 , где £,0 > 0 - р а д и а л ь н а я э л л и п т и ч е с к а я 
к о о р д и н а т а . к о н т у р а эллипса , у - угол атаки , а 
и м е н н о угол м е ж д у н а п р а в л е н и е м скорости н а б е ­
г а ю щ е г о п о т о к а и б о л ь ш о й о с ь ю эллипса , Сп -
п о с т о я н н ы е и н т е г р и р о в а н и я , Fe„ и се„ - ф у н к ц и и 

М а т ь е [6 ] ,4 = к 2 = Ре 2 / 4 . Х а р а к т е р н о й длиной /, п о 
к о т о р о й определяется ч и с л о Ре, я в л я е т с я полу­
сумма б о л ь ш о й и м а л о й полуосей эллипса . 

Д л я п л а с т и н ы £,0 = 0, и / р а в н а ч е т в е р т и пласти­
н ы . К р у г о в о м у цилиндру с о о т в е т с т в у е т ^ 0 — ° ° , 
и распределение и з б ы т о ч н о й т е м п е р а т у р ы ж и д к о ­
сти получается из (3) в полярной системе коорди­
нат г, 9 ф о р м а л ь н о й заменой ^ - ^ 0 = lnr , ц - у = 9, 
где п о л я р н ы й угол 9 о т с ч и т ы в а е т с я о т задней 
к р и т и ч е с к о й т о ч к и . Р а д и а л ь н а я к о о р д и н а т а г 
о б е з р а з м е р е н а ч е р е з х а р а к т е р н у ю длину, к о т о ­
р о й является радиус цилиндра . 

Ч и с л о Нуссельта , по о п р е д е л е н и ю р а в н о е 

N u = aZ/A,, 

где ос, А, - к о э ф ф и ц и е н т ы т е п л о о т д а ч и и т е п л о ­
проводности жидкости , в з ависимости о т т и п а 
г р а н и ч н о г о условия на поверхности т е л а удобно 
в ы ч и с л я т ь л и б о по ф о р м у л е 

N u = qJ/Tjk (4) 

для постоянного п о т о к а т е п л а qw на поверхности , 
л и б о т а к к а к 

по ф о р м у л е 

N u = -
1 дТ 

(5) 

( 6 ) 

в и н ы х случаях. 
Здесь Tw - распределение по контуру т е л а из­

б ы т к а температуры стенки по о т н о ш е н и ю к темпе­
ратуре набегающего потока , = 2exp( -^ 0 ) (ch 2 ^ -
- c o s 2 r | ) 1 / 2 - к о э ф ф и ц и е н т Л а м е . 

Постоянная температура стенки. Э т о т случай 
б ы л подробно исследован в [4, 5] . Р а с п р е д е л е н и е 
числа Nu c. по обводу к р у г о в о г о цилиндра о п р е д е ­
ляется ф о р м у л о й 

Nu c . = - 2 e x p ( P e c o s 9 ) x 

X C*Fe«(°> -<7)ce„(9, -q)9 

с е я ( 0 , -q) 

(7) 

л = 0 

С* = 
\LnFen(0,-qY 

се 2 *(0, q)/A$k\ п = 2к 

-к s e ^ , ( ( ) , * ) / # (2Jfc+l) 
1 > 

U = 2к+ 1, к = 0, 1,2 . . . 
, (2*+1) З д е с ь A{QK), BY"^4 - к о э ф ф и ц и е н т ы в г л а в ­

н ы х ч л е н а х р а з л о ж е н и й ф у н к ц и й М а т ь е се 2 ^(9, q) 
и s e 2 £ + 1 ( 9 , q) соответственно ; к = Р е / 2 ; ш т р и х о м 
о б о з н а ч е н ы п р о и з в о д н ы е . 
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Рис. 1. Распределения числа Нуссельта Nuc(6) по об­
воду цилиндра при различных числах Ре для постоян­
ной температуры поверхности: 7 - Ре = 0 .1 ,2- 1,5-4, 
4 - 10. Здесь и далее сплошные линии - точное реше­
ние полного уравнения энергии, штриховые - точное 
решение упрощенного уравнения энергии типа теп­
лового пограничного слоя [3]. 

З а в и с и м о с т и N u c ( 0 ) , р а с с ч и т а н н ы е п о (7) с ис­
п о л ь з о в а н и е м т а б л и ц [7, 8] , для н е к о т о р ы х чисел 
Ре п р и в е д е н ы на рис . 1. В ы ч и с л и т е л ь н а я задача 
д о в о л ь н о с л о ж н а , для ее р е ш е н и я требуется в ы ­
сокая т о ч н о с т ь р а с ч е т о в . Н а э т о м ж е рисунке 
п р и в е д е н ы с о о т в е т с т в у ю щ и е зависимости N u c ( 0 ) 
р а б о т ы [3], п о л у ч е н н ы е а н а л и т и ч е с к и из р е ш е ­
ния у р а в н е н и я т и п а п о г р а н и ч н о г о слоя (2). П е р е ­
ходя к о б о з н а ч е н и я м , п р и н я т ы м в данной р а б о т е , 
р е з у л ь т а т [3] п е р е п и ш е м в виде 

1.128Pe a 5 s in°- 5 (e /2) . (8) 

Б о л е е т о ч н о к о э ф ф и ц и е н т в (8) р а в е н 21 J%. 

К а к видно из рис . 1, р а з л и ч и е м е ж д у числами 
N u c , н а й д е н н ы м и двумя способами, з а м е т н о л и ш ь 
при о ч е н ь м а л о м ч и с л е Ре = 0 .1 . О д н а к о у ж е при 
Ре = 1 числа Nu c, п р а к т и ч е с к и с о в п а д а ю т для пе ­
р е д н е й ч а с т и п о в е р х н о с т и цилиндра 0 > 90°, при­
ч е м с о ч е н ь в ы с о к о й т о ч н о с т ь ю в н е с к о л ь к о деся­
т и ч н ы х з н а к о в для п е р е д н е й к р и т и ч е с к о й т о ч к и 
9 = 180°. С у м е н ь ш е н и е м 0 т о ч н о с т ь совпадения 
у м е н ь ш а е т с я , и д л я задней части поверхности рас ­
х о ж д е н и е м е ж д у ч и с л а м и N u c , о п р е д е л е н н ы м и по 
ф о р м у л а м (7) и (8), с тановится з а м е т н ы м . С уве­
л и ч е н и е м ч и с л а Ре п р о т я ж е н н о с т ь з о н ы , для к о ­
т о р о й п р и б л и ж е н н о е р е ш е н и е (8) дает з а м е т н у ю 
п о г р е ш н о с т ь п о с р а в н е н и ю с т о ч н ы м р е ш е н и е м 
(7), у м е н ь ш а е т с я . В ы р а ж е н и е (8) н е л ь з я исполь­
з о в а т ь для о п р е д е л е н и я N u c в задней к р и т и ч е с к о й 
т о ч к е 0 = 0° , т а к к а к (8) дает Nu c (0 ) = 0. Р а с ч е т п о 
т о ч н о й ф о р м у л е (7) п о к а з ы в а е т , ч т о Nu c (0 ) о ч е н ь 
м е д л е н н о в о з р а с т а е т о т 0.302 п р и Ре = 1 до 0.318 
п р и Ре = 18. 

З а в и с и м о с т ь среднего п о обводу числа 
(Nu c ) (Pe) , приведенная в [3], п о с л е п е р е с ч е т а на 
числа Nu и Ре, о п р е д е л е н н ы е п о радиусу, з апи­
ш е т с я в виде 

( N u c ) = 0.72Ре ' 0.5 
(9) 

И н т е г р и р у я (7) по обводу цилиндра , найдем, 
ч т о т о ч н о е р е ш е н и е уравнения (1) д а е т 

( N u c ) = - 2 £ 
и = 0 

-се„(0, -д) -.2 

Р е л ( 0 , - 4 ) ' 
( 1 0 ) 

З а в и с и м о с т ь (Nu c ) (Pe) , р а с с ч и т а н н а я п о (10) в 
диапазоне 1 < Ре < 18, п р е д с т а в л е н а г р а ф и ч е с к и в 
[5]. С п о м о щ ь ю м е т о д а н а и м е н ь ш и х к в а д р а т о в 
она аппроксимируется ф у н к ц и е й 

( N u c ) = 0.741 Р е 0.49 
( П ) 

у т о ч н я ю щ е й (9). 

Н у ж н о отметить , ч т о в п е р в ы е точное р е ш е н и е 
уравнения (1) б ы л о найдено в [9] для задачи конвек­
тивного массопереноса теории зонда Ленгмюра , по­
этому ф о р м у л а (11) м о ж е т б ы т ь п о л е з н а и для т е о ­
рии з о н д о в ы х и з м е р е н и й в п л а з м е . В (11) надо з а ­
м е н и т ь Ре на д и ф ф у з и о н н о е ч и с л о П е к л е Ре^, 
тогда (11) описывает зависимость средней по обво­
ду цилиндра производной к в а з и н е й т р а л ь н о й кон­
центрации з а р я ж е н н ы х частиц, связанной с интег­
р а л ь н ы м з о н д о в ы м т о к о м н а с ы щ е н и я . В [9] э т а за­
висимость б ы л а рассчитана т о л ь к о до Ре^ = 3 . 

Рассмотрим продольное о б т е к а н и е плоской 
пластины. В э т о м единственном случае уравнение 
типа пограничного слоя (2) совпадает с классичес­
ким уравнением теплового пограничного слоя, т а к 
к а к ф = х, \|/ = у. Сравнение т о ч н о г о р е ш е н и я пол ­
ного уравнения энергии (1) при п о т е н ц и а л ь н о м о б ­
текании пластины к о н е ч н о й д л и н ы с т о ч н ы м р е ­
ш е н и е м уравнения т е п л о в о г о п о гр аничного слоя 
для полубесконечной п л а с т и н ы п р о д е л а н о в [5]. 
О р е з у л ь т а т а х сравнения у ж е г о в о р и л о с ь в о вве ­
дении. 

В [5] п о к а з а н о , ч т о для т о г о , ч т о б ы п о л у ч и т ь 
р а с п р е д е л е н и е числа Nu п о к о н т у р у э л л и п т и ч е с ­
к о г о цилиндра , о б т е к а е м о г о под п р о и з в о л ь н ы м 
у г л о м а т а к и у при н е к о т о р о м Ре, д о с т а т о ч н о 
з н а т ь с о о т в е т с т в у ю щ е е р а с п р е д е л е н и е Nu c .(0) для 
к р у г о в о г о цилиндра . И с к о м а я з а в и с и м о с т ь для 
э л л и п т и ч е с к о г о цилиндра , ч а с т н ы м с л у ч а е м к о ­
т о р о г о я в л я е т с я пластина , п о л у ч а е т с я з а т е м п р о ­
с т ы м п е р е с ч е т о м . П р и в е д е м ф о р м у л у , п о з в о л я ю ­
щ у ю сделать т а к о й п е р е с ч е т для п р о д о л ь н о г о о б ­
т е к а н и я п л о с к о й п л а с т и н ы п р и у = 0, 

NuL(x, P e L ) = - ^ N u c ( 6 , Р е = P e L / 4 ) , (12) 
sin ti 

х я 0 .5(1 + cos t ) ) , 



где N u L , P e L - ч и с л а Н у с с е л ь т а и П е к л е , опреде­
л е н н ы е п о длине п л а с т и н ы L; х - б е з р а з м е р н о е 
(через L) р а с с т о я н и е о т ее передней к р о м к и . 

С р е д н е е на единицу д л и н ы п л а с т и н ы число 
(Nu L ) т а к ж е находится из (Nu c ) с л е д у ю щ и м пере ­
с ч е т о м ( N u L ) = n ( N u c ) при P e L = 4Ре [5], т .е . из (11) 
п о л у ч и м 

<Nu L) = 1 .18Ре^ 4 9 . 

Р а б о т а [3] дает зависимость 

( В ) 

<Nu L> 1.128Ре°' 5 . 

О т м е т и м , ч т о (13) о п р е д е л я е т (Nu L ) не т о л ь к о 
для п р о д о л ь н о г о о б т е к а н и я , н о и для о б т е к а н и я 
п л а с т и н ы под л ю б ы м у г л о м а т а к и [5]. 

П о с т о я н н ы й тепловой п о т о к . Д о в о л ь н о л е г к о 
получить распределения Nu c (0 ) п о обводу кругово­
го цилиндра и в случае qw = const. Д л я этого необ­
ходимо найти п о с т о я н н ы е Сп в (3). О п р е д е л и м их, 
применив ф о р м у л у (5), где = 1, к (3) и р а з л о ж и в , 
к а к и для случая Tw - const, ф у н к ц и ю exp(-PecosG) 
в ряд п о ф у н к ц и я м М а т ь е , используя и н т е г р а л ь ­
н о е у р а в н е н и е [6] 

ctJz, -q) = — f e x p ( - 2 K c o s w c o s z ) x 

ж J 
о 

x ccn(u, -q)du. 

З а т е м по ф о р м у л е (4) н а й д е м , ч т о 

Шс = - 2 e x p ( - P e c o s 6 ) x 

(14) 

х ^ C * F e n ( 0 , - ? ) c e n ( e , - ? ) 
-п = О 

(15) 

_ се„(0 , -д) 
С* = 

\ln¥tn{Q,-q) 

Р е з у л ь т а т [3] для э т о г о г р а н и ч н о г о условия 
и м е е т вид 

об) 
где К(/с) - п о л н ы й э л л и п т и ч е с к и й и н т е г р а л в т о р о ­
го рода . 

Н а рис . 2 п р и в е д е н о сравнение чисел N u c , рас ­
с ч и т а н н ы х п о (15) и (16). Д л я одного и т о г о ж е 
числа Ре согласие м е ж д у двумя к р и в ы м и л и ш ь не­
с к о л ь к о хуж е , ч е м для с о о т в е т с т в у ю щ и х к р и в ы х 
рис . 1, и, т а к ж е , к а к и для условия Tw = const, улуч­
ш а е т с я с р о с т о м Ре . Видно , ч т о р е ш е н и е упро­
щ е н н о г о у р а в н е н и я э н е р г и и н е л ь з я п р и м е н и т ь 
для определения числа Nuc в н е к о т о р о м диапазоне 
углов 0 в окрестности задней критической точки . 

Рис. 2. Распределение Nuc(6) при различных Ре для ус­
ловия постоянного теплового потока на поверхности 
цилиндра: 1-4, как на рис. 1,5 - Ре = 14, 6 - 18. 

Т о ч н о т а к ж е , к а к и для предыдущего случая, ш и ­
рина э т о г о диапазона уменьшается с р о с т о м Ре. 

Среднее по обводу цилиндра ч и с л о (Nu c) м о ­
ж е т б ы т ь п о л у ч е н о с п о м о щ ь ю ч и с л е н н о г о и н т е ­
г р и р о в а н и я (15) и (16). В [3] и н т е г р и р о в а н и е (16) 
в ы п о л н е н о н е д о с т а т о ч н о т о ч н о . Б о л е е т о ч н ы м 
р е з у л ь т а т о м является 

0.5 
(Nu c> = 0 . 8 8 9 Р е и (17) 

И н т е г р и р о в а н и е (16) и п о с л е д у ю щ е е п р и м е н е ­
ние метода н а и м е н ь ш и х к в а д р а т о в д а е т ф о р м у л у , 
справедливую в диапазоне 1 < Р е < 18, 

( N u c ) = О . Ш Р е 0.51 
(18) 

Р а с ч е т по (17) приводит к н е з н а ч и т е л ь н о й 
о ш и б к е о п р е д е л е н и я (Nu c ) п о о т н о ш е н и ю к (18), 
полученной из т о ч н о г о р е ш е н и я у р а в н е н и я э н е р ­
гии. Ф о р м у л ы (17) и (9) м о ж н о считать асимптоти­
ками т о ч н ы х зависимостей (Nu c )(Pe) при Ре — • <*>, 
т а к к а к о т н о с и т е л ь н а я п о г р е ш н о с т ь о п р е д е л е н и я 
по ним (Nu c ) , обусловленная н е т о ч н о с т я м и р а с ч е ­
т а в окрестности задней к р и т и ч е с к о й т о ч к и , с тре ­
мится к н у л ю при Р е — • сю. 

К с о ж а л е н и ю , при условии qw = const не удает­
ся п о л у ч и т ь т о ч н о г о р е ш е н и я п о л н о г о у р а в н е н и я 
энергии (1) для к о н е ч н о й п л а с т и н ы , к о г д а о н а 
рассматривается к а к п р е д е л ь н ы й случай эллипса . 
Трудно найти п о с т о я н н ы е и н т е г р и р о в а н и я С л , 
т а к как , согласно (5), для э т о г о н е о б х о д и м о р а з ­
л а г а т ь ф у н к ц и ю s i n 0 e x p ( - P e c o s 0 ) в ряд п о ф у н к ­
циям М а т ь е се л (0 , q). 

- Косинусоидальное распределение температу­
ры стенки. В [3] рассматривался т а к ж е случай , 



когда и з б ы т о ч н а я т е м п е р а т у р а поверхности ци­
линдра о п и с ы в а е т с я ф о р м у л о й 

TJQ) = Тт + Т0со*в. 
(19) 

где Тт и Та - н е к о т о р ы е п о с т о я н н ы е . Т о ч н о е р е ­
ш е н и е у р а в н е н и я (1) м о ж н о п о л у ч и т ь и для э т о г о 
г р а н и ч н о г о условия . 

С э т о й ц е л ь ю н е о б х о д и м о о п р е д е л и т ь посто ­
я н н ы е Сп в о б щ е м р е ш е н и и (3), ч т о т р е б у е т на­
х о ж д е н и я р а з л о ж е н и я ф у н к ц и и cos 9 e x p ( - P e c o s 9) 
в ряд п о ф у н к ц и я м се„(9, -q). Э т о р а з л о ж е н и е 
найдем д в у к р а т н ы м д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е м по z 
и н т е г р а л ь н о г о у р а в н е н и я (17) п р и z = 0. Распреде ­
л е н и е N u c ( 6 ) п о л у ч а е т с я з а т е м п о ф о р м у л е (6). 
О к о н ч а т е л ь н о и м е е м 

х т 2 e x p ( P e c o s 9 ) 
1 + a cos 9 

< ^ C * F e ; ( 0 , - ^ ) c e n ( 9 , -q), 
n = 0 

c e ( 0 , -q) 

(20) 

^ „ F e „ ( 0 , -q) 
1 - p ^ ( a n + 2 ? ) ,c = f . 

J in 

Здесь учтено, ч т о ceJJ (0, -q) = -(<яя + 2g)ce, z(0, -q), 
где a n - с о б с т в е н н о е ч и с л о уравнения М а т ь е . 

Э т а ж е зависимость , найденная в [3] из т о ч н о ­
го р е ш е н и я у п р о щ е н н о г о уравнения э н е р г и и (2), 
и м е е т вид 

2 _ о.5 . 0.591 + a + 2 a c o s 9 
N u c = - 7 = Р е sm - — 

с 2 l + o c o s 0 
(21) 

С р а в н е н и е з а в и с и м о с т е й (20), (21) для двух 
з н а ч е н и й Ре и н е с к о л ь к и х з н а ч е н и й а приведено 
на рис . За, 36. 

П р и \а\ < 1 о б е зависимости N u c ( 9 ) я в л я ю т с я 
н е п р е р ы в н ы м и о г р а н и ч е н н ы м и ф у н к ц и я м и . К о г ­
да a = 1, ф о р м у л а (20) дает о т р и ц а т е л ь н ы е з н а ч е ­
ния Nu c. в н е к о т о р о м д и а п а з о н е у г л о в в о к р е с т н о ­
сти передней к р и т и ч е с к о й т о ч к и , т .е . н е с м о т р я на 
т о , ч т о т е м п е р а т у р а п о в е р х н о с т и в э т о й о б л а с т и 
п р е в ы ш а е т т е м п е р а т у р у ж и д к о с т и на б е с к о н е ч ­
ности, т е п л о в о й п о т о к н а п р а в л е н к цилиндру . Э т о 
о б ъ я с н я е т с я тем., ч т о за счет п е р е н о с а т е п л а т е п ­
лопроводностью о т б о л е е н а г р е т ы х слоев ж и д к о с ­
ти у задней поверхности цилиндра т е м п е р а т у р а 
жидкости вблизи передней критической т о ч к и ста­
новится больше т е м п е р а т у р ы поверхности. Ч и с л о 
Nuc в передней критической т о ч к е при 9 = 180° 
в э т о м случае б е с к о н е ч н о б о л ь ш о е , т а к к а к и м е ­
ется т е п л о в о й п о т о к при р а в е н с т в е т е м п е р а т у р 
поверхности и н а б е г а ю щ е г о п о т о к а на б е с к о н е ч ­
ности. 

П р и a = 1 зависимость N u c ( 9 ) (21) к а ч е с т в е н н о 
о т л и ч а е т с я о т (20). Т о ч к а 9 = 180° т а к ж е о с о б а я 
для ф у н к ц и и (21), т а к к а к ч и с л о Nu t . , в о о б щ е г о ­
воря , не о п р е д е л е н о в э т о й т о ч к е , н о э т о устрани­
м а я особенность , п о с к о л ь к у Nu 6.(9) — • 4 JPt7к 
при 9 — • 180°. И н т е р е с н о о т м е т и т ь , ч т о для всех 
т р е х р а с с м о т р е н н ы х т и п о в г р а н и ч н ы х условий 
о п р е д е л е н н о е из р е ш е н и я у п р о щ е н н о г о у р а в н е ­
ния энергии (2) ч и с л о Nu c (180° ) в п е р е д н е й к р и т и ­
ч е с к о й т о ч к е п р и н и м а е т о д и н а к о в о е з н а ч е н и е 

2л /Ре /71 . И с к л ю ч е н и е м я в л я е т с я л и ш ь случай 
г р а н и ч н о г о условия (19) п р и Та = Г т , когда 
Nu c .(180°) в 2 р а з а б о л ь ш е . 

П р и a = - 1 обе зависимости д а ю т бесконечно 
большие отрицательные значения N u c в задней кри­
тической т о ч к е (9 = 0). П р и | a | > 1 функции Nu c (9) 
становятся р а з р ы в н ы м и в т о ч к е 9 = arccos( l /a) . 

П р и Ре = 1 з а м е т н о н е к о т о р о е р а з л и ч и е м е ж д у 
зависимостями N u c ( 9 ) (20) и (21) (рис. За) , к о т о р о е 



практически исчезает при Ре = 10 п о ч т и во всем 
диапазоне и з м е н е н и я угла 9, за и с к л ю ч е н и е м не ­
к о т о р о й о к р е с т н о с т и задней к р и т и ч е с к о й т о ч к и , 
а при 0 = 1 е щ е и п е р е д н е й (рис. 36) . 

С р е д н е е ч и с л о (Nu c ) [3], к о т о р о е для э т о г о ти­
па г р а н и ч н о г о условия в о т л и ч и е от двух других 
о п р е д е л я л о с ь к а к 

м о ж е т б ы т ь з а п и с а н о в виде 

<Nu c ) = | 1 + ^ a J < N u r > | . ; v 

dB, 
r = 1 

(22) 

где (Nu 6 . ) | 7 , - ч и с л о (Nu c ) для условия посто­

янства т е м п е р а т у р ы поверхности цилиндра (9). 

Т о ч н о е р е ш е н и е п о л н о г о уравнения энергии 
(1) дает для (Nu 6.) ф о р м у л у , б л и з к у ю к (22). Д л я 
( N u r ) | м о ж н о и с п о л ь з о в а т ь зависимость 
4 И \TW = const 

(11), а п о с т о я н н ы й м н о ж и т е л ь 1/3 в скобках з а м е ­
нить в (22) на н е к о т о р у ю ф у н к ц и ю ДРе), медлен­
но в о з р а с т а ю щ у ю о т 0.267 при Ре = 1 до 0.329 при 
Р е = 18. 

Используя (12), пересчитаем результаты точно­
го решения уравнения (1) для кругового цилиндра 
на случай продольного обтекания пластины конеч­
ной длины, распределение температуры на поверх­
ности к о т о р о й описывается линейной ф у н к ц и е й 

Т W Тт Т п 4" 2Т пХ . 

И з [3] для п о л у б е с к о н е ч н о й п л а с т и н ы с т а к и м 
р а с п р е д е л е н и е м т е м п е р а т у р ы п о л у ч а е т с я 

eLl - о + 4ах 
кх 1 - a + 2 a x ' 

Сравнение р е з у л ь т а т о в двух р а б о т представ ­
л е н о на рис . 4а, 46 . О б р а т и м в н и м а н и е на т о , ч т о 
для п л а с т и н ы к о н е ч н о й д л и н ы б е с к о н е ч н о б о л ь ­
ш и е значения числа N u L и м е ю т м е с т о п р и х = 0 и 
х-1, для п о л у б е с к о н е ч н о й п л а с т и н ы т о л ь к о п р и 
х = 0 (за исключением a = - 1 ) . К р о м е того , при пе­
ресчете результатов для цилиндра на случай конеч­
ной пластины нужно помнить, ч т о числу Ре для ци­
линдра соответствует P e L = 4Ре, т.е. х о р о ш е е совпа­
дение значений чисел N u L , полученных из т о ч н ы х 
решений полного и упрощенного уравнений э н е р ­
гии, достигается для пластины при несколько боль­
ших величинах P e L , ч е м для цилиндра. 

Л и н е й н о е р а с п р е д е л е н и е т е м п е р а т у р ы по дли­
не п л а с т и н ы я в л я е т с я ч а с т н ы м с л у ч а е м рассмот ­
р е н н о г о в [3] р а с п р е д е л е н и я т е м п е р а т у р ы в виде 
степенного ряда х 

к о т о р о м у для цилиндра с о о т в е т с т в у е т р а с п р е д е ­
ление 

TJQ) = + c o s 6 ) \ 
п = 0 

В принципе т о ч н о е р е ш е н и е п о л н о г о у р а в н е ­
ния энергии (1) м о ж е т б ы т ь найдено и для э т и х 
г р а н и ч н ы х условий, о д н а к о д е л а т ь э т о вряд л и ц е ­
л е с о о б р а з н о . 



Заключение . С р а в н е н и е р е з у л ь т а т о в опреде ­
л е н и я к о э ф ф и ц и е н т о в т е п л о о т д а ч и кругового 
цилиндра и п л а с т и н ы в ж и д к о с т и с ч и с л о м Pr <^ 1 
на основе т о ч н ы х р е ш е н и й п о л н о г о уравнения 
э н е р г и и (1) и у п р о щ е н н о г о (2) типа п о г р а н и ч н о г о 
слоя п о к а з ы в а е т , ч т о последнее в п о л н е м о ж н о 
и с п о л ь з о в а т ь для н а х о ж д е н и я чисел Нуссельта , в 
о с о б е н н о с т и среднего числа (Nu), у ж е при не­
б о л ь ш и х числах Ре > 1. И м е ю щ а я с я при э т о м п о ­
г р е ш н о с т ь н е з н а ч и т е л ь н о зависит о т типа гра­
н и ч н о г о условия на поверхности тела , наимень ­
ш а я и м е е т м е с т о для условия постоянства 
т е м п е р а т у р ы . 

С у щ е с т в е н н а я о ш и б к а п р и определении Nu по 
ф о р м у л а м [3] в о з н и к а е т л и ш ь для н е б о л ь ш о й з о ­
н ы в б л и з и задней к р и т и ч е с к о й т о ч к и цилиндра и 
п л а с т и н ы , а в о д н о м и с к л ю ч и т е л ь н о м случае рас ­
п р е д е л е н и я т е м п е р а т у р ы на поверхности е щ е и в 
о к р е с т н о с т и п е р е д н е й к р и т и ч е с к о й т о ч к и . П р о ­
т я ж е н н о с т ь э т и х з о н у м е н ь ш а е т с я с р о с т о м Ре. 

П р е д с т а в л е н н ы е р е з у л ь т а т ы могут б ы т ь п о ­
л е з н ы м и для о ц е н к и т е п л о о т д а ч и цилиндра и пла ­
с т и н ы при их л а м и н а р н о м о б т е к а н и и ж и д к и м м е ­
т а л л о м . 
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