
[ 5 ] , с. 23—28), то выписать многочлены Р^{х) при произвольном а для лю 
бого п не представляется возможным. 

З а м е ч а н и е 3- Знакопостоянные многочлены, наименее уклоняющиеся 
от нуля на системе из двух симметричных отрезков в пространстве 
/ , у ) ( 1 < / ? < оо), изучались в )6]. 
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О ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ КОЭФФИЦИЕНТАХ 
ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙ 

§ 1. Неравенство для логарифмической площади и некоторые следствия 

Пусть 5 — класс регулярных и однолистных в единичном круге | х | < 1 
функций / ( г ) , нормированных разложением / ( г ) = г + с2г2 + ... Если / ( г ) £ 6 \ 
то обозначим 

l o g ^ = J]2T f t 2

f c (1) 

и будем называть числа 2? 4 (А = 1 ,2 , . . . ) логарифмическими коэффициентами 
функции / ( г ) , а площадь образа круга | г | < г при отображении функцией 
l o g ( / ( г ) / г ) —логарифмической площадью. Величина логарифмической площа­
ди а (г, log (f(z)fz)) может быть представлена в виде 

о (г. log^а)- jj| ( i o g ^ ) ' f * - 4«2*|и|V 
\z\<r k-1 

При любом р > 0 положим 
2тс 

Т е о р е м а 1 (Л. де Бранж [ 1 ] ) . Для каждой функции f(z)£S и любой 
последовательности чисел подчиненной условиям невозрастания и 
выпуклости: 

1 ) с 1 > а 2 > . . . > о я > о п + 1 = 0 ( « > ! ) , 

2) в* — > o f t + 1 — ek+2 (k — 1 , П — 1 ; П>2), 
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выполняется неравенство для логарифмических коэффициентов 

Ik 
k 

k=l 
Знак равенства имеет место только для функций Кёбе К (г) = ; (1 — г ) - ' . 

В работе [2] И. М- Милин доказал Следующее следствие из теоремы 1. 
С л е д с т в и е - Для каждой функции /(г) £ 5 при выполнении условий 

теоремы 1 справедливо неравенство 

ft=l ft=l 

2о2 + о 3 ) 1 - , п>2; ( 3 ) 

знак равенства имеет место только для функций Кёбе. 
Используя это следствие, можно усилить неравенство для логарифмиче­

ской площади: а-(г, l o g ( / ( . ? ) / z ) ) < o(r, log (Л ( . О / г ) ) , где j (г) £S, К { ) функ­
ция Кёбе, известное как гипотеза И. Е- Базилевича и впервые доказанное 
в [3], а именно, справедлива 

Т е о р е м а 2. Для каждой функции f (:) £ 5 при любом г ^(Q^X) вели­
чина логарифмической площади удовлетворяет неравенству 

со 

S A l T . l V ^ l o g - ^ - r ' d - ^ ^ l ^ 8 ) (4) 

со знаком равенства для функций Кёбе. 
Д о к а з а т е л ь с т в о - Применим к функции /(г) следствие, вчяв в ка­

честве последовательности { a f e } J + 1 

удовлетворяет условиям (2). Из (3) имеем 
ak = r k — r"+2, k = l,n+l, которая 

S * I T . I , ' - < 2 T r4k _ц г 2 л + 2 

Так к а к ^ ^ | т & | 2 — - j j < 8> г Д - е 8 < 0,312 [4] (теорема 3.1), ''то переходя 

в (о) к пределу при п -* со и учитывая, что о, — 2о2 + о3 = г 2 (1 — / - 2 ) 2 , 

а V. — r 2 / J = l o g - ^ — , получаем (4). Проверкой убеждаемся, что для функ-

ции Кёбе в (4) имеет место знак равенства. ' 
С л е д с т в и е 1- Для каждой функций /(-)££ при любом г"'£(0, ^спра­

ведлива усиленная теорема искажения 

. г ( 1 - г ) * ( 1 - < 1, ( 6 ) 

со знаком равенства только для функций Кёбе-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно'(1') при р = 1 и (1) имеем 

V) (г)/.г = 2 Д 4 ( 1 ) г*,= ехр (2 т*?* 
А=0 А=1 

отсюда с помощью неравенства Коши получим 

( 7 ) 

b ^< -^y ! | D * ( l ) | V , 2 = W 
k .о 

(8) 

4 3 



Но для тождества (7) известно следующее неравенство Лебедева — Мили 
на [ 5 ] : 

2 l ^ . 0 ) f ^ < e x p { 2 * l T . i ^ } -
ft = 0 й=1. 

(9 ) 

Поэтому (8) перепишется так: 

Применив заключение теоремы 2, в котором г 2 заменено на г, получим 

| / { г ) | < _J_ ехр [log Л - - г (1 - г ) 2 (1 - 1112)]; 
отсюда и следует (6). Так как равенство в неравенстве Лебедева — Мили -
на (9) достигается только для функций Кёбе, то и в (6) оно имеет место 
только Для таких функций. 

С л е д с т в и е 2. Для каждой функции f(z)£S при любом г £(0, 1) 
справедливо неравенство для среднеинтегрального модуля /, (г, / ) : 

А (г, /) < *2 1—г2' Н = ехр ! ( l - r 2 ) 2 ( l - | | | 2 ) ' , 

со знаком равенства только для функций Кёбе. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (!') при р = 1 имеем 

/ (г) 
2* 

d % 2 " J I ( i ) 

1/2 
d9, z = / V е , 

или 

ft=0 

Ввиду неравенства Лебедева — Милина (9) и (10) получим 
оо 

А ( г , / ) < г е х р { 2 ^ 1 т й | 2 Л ; 

(Ю) 

k=i 
отсюда и из теоремы 2 получаем утверждение следствия 2 со знаком равен­
ства только для функций Кёбе. 

§ 2. Оценка 2 и 2 Шг*> 0 г < 1, я - 1 , 2, .Г. 
А=1 ft=i 

СО | 

Из [6] имеем ( 2 V * | < I o g • Далее, из неравенства Коши и нера-

венства из гипотезы Базилевича получим 
с о оо со- Jyg 

SIT.I^<(S*1T.P^2?) Ooerb-
ft=l ft=l ft=l 

где равенство достигается только для функций Кёбе. 
п 

Рассмотрим теперь оценку сверху конечной суммы 221т*1 г*> !']• 

Имеем 

6=i 

ft = l ' ft=l ft-l 
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Применяя результат И. М. Малина ([4], теорема 3.1) к 2 &W*I > 8 правой 

части последнего неравенства получим 
п 

2 

где 8 определено там же [4]. 1 ^ 
Цель данного параграфа — усиление неравенства (11). Точнее, будет уси­

ливаться некоторая мажоранта для (11), что при г = 1 даст усиление и Для 
самой формулы (11). 

По функции / ( £ ) £S построим F ( e ) - 1 / / ( С ) , г = 1/С £ 5 ° = {г: | г | > 1}, 
а затем при любом конечном w рассмотрим функцию log[zj{F(z) — w)\ и ее 
разложение в ряд Тейлора, около г - оо. Пусть 

со 

log — - 5 > * ( « 0 г ^ , ? Ь. (12) 
к \ 

где ^ ( ^ ( Л == 1, 2 , . , . ) — полиномы, .связанные с полиномами Фабера F f t(a>) 
согласно [4] (с. 14) соотношением 

? I ( W ) = T F . ' N ( * = 1 . 2 , 4 ; . (13) 

Если в (12) положить -да = 0 и полученное разложение сравнить с разложе­
нием (1), то будем иметь 

% = </*(0) (/г = 1, 2, . . . ) . (14) 

Так как функция F(z) не обращается в нуль в В0, то внутренность любой 
линии уровня С р = \w : w = ^ ( г ) , | г | = р}, р > 1 , содержит точку, да = О, 
а тогда по принципу максимума модуля для субгармонической функции, 
учитывая (14), получим 

2 ' 2 Ы г * ' = 2 Ы 0 ) 1 ^ т а х 2 1 ^ 1 ^ . ; - (15) 

Но на линии уровня С р qk(w) = qk{F(z)), | z | = p,-.. a qk(F(z)) связана с функ­
цией Л * ( г ) в силу (13) и [4] (с- 15) равенством 

9*(^(г ) )=- (1 /* )г* + Л*(г) (А = 1, 2 , . . . ) . (16) 

Подставив (16) в правую часть (15) и воспользовавшись неравенством тре­
угольника и неравенством Коши, получим 

1/2 л 

2 £ Ы г * < ш а х ( £ * | А , ( г ) | * £ ± г » ) + £4 ;М' . 
* 1 <• 1 /: 1 * 1 

п 

Отсюда, учитывая оценку А | л * ( г ) | г < log j - — 1 — - , | г | = р([4], с. 29), найдем 
*-i Р - . л 

*=1 . ft=l k=l 

я . и м 

Принимая во внимание, что V - j -(pr)* < ~ V — р 2 / г + — У]—г2*, приходим 
ft=i *=i *=i 
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к неравенству 

*=1 ft=l ft=l 
„2 ' При этом минимум по р достигается при р = е х р [ 2 « / ( 2 я + 1)J и л: = log 2, 

л 

8 1 + 1 = 2 . и ПЯВРН V — 

Л 

т. е. . р " " 1 " ' — 2, и равен ^ T J * + - s « ?• е. 
А=1 

Л п п 
1 2ft , П 1 

что совпадает с (11). Поэтому применим к ( * ) более тонкие оценки. 
я 

1. Оценка ĵ~£~P2*> 1 < р < ' ° ° - Имеем 

л- i * 11 i 

Положим p 2 < = e 2 r / ( 2 , + 1 ) , 0 < х < с о , и сделаем в последнем интеграле замену 
переменной t = ехр [2т/(2я + 1)]. Тогда получим 

» J t i / s ^ r 1 " * 2В + 1..1 e V ( J » + i ) _ e - ^ « « « + i ) йХ- V'> 
о 0 

Но для любого 0 < « < c o имеем 

2и < eu - е-" < 2и e " + *~" < 2ag", (18) 

что доказывается сравнением коэффициентов при одинаковых степенях раз­
ложений данных функций в ряд Тейлора. Используя (18), находим 

о о 

Учитывая неравенство ех — 1 > х, из (19) получаем 

^ М — < 2 0 ) : 

"о о о 

о о 

Если ввести обозначение 

e(x)==^^~dx, 0 < л г < 
о 

то из (20) и (21) получим 

с о . 

2п + 1 " 2л + 1 
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2 . Оценка -j-r2k, 0 < г < 1 . Имеем 
k=i 

l ~ t n d t . 

1 — t 

Положим r 2 = = e 2 ж / < 2 " + 1 )

! 0 < J C < O O , и сделаем замену переменной в послед­
нем интеграле t = ехр [—2х/(2« + 1)J. Тогда 

5(«2) = ~ тг— \ ~—- dx. 
П 2П + 1 J Л ( 2 п + 1 ) _ -•=/(&»+.1-> 

О 
Используя (18), получим 

;\ - т / ( 2 « + 1 ) _ _ А о / „ - т / ( 3 / » + 1 ) 
е —?—dx<5<2>< — ' - ( е е } . _£i£ (22) 

Преобразовав левое неравенство нз (22) с использованием неравенства 
1 - е~щгп+1) > - e"rn4n+2), которое следует из (18), находим 

in + 1 

5 ( » > - J ^ r f t + 2 [ l - e - i / l 2 ' 2 ' + 1 » j , ( 2 3 ) 

Заметив, что _ JlzLi-flft = « ( _ jc), из (23) и (24) получаем 
о 

2 [1 _ + < 5.(2) _ < ( 2 5 ) 

2л + 1 

л 

3 . Оценка ^~(Prf' Имеем 
*=1 

Р 1 — £/! 

i 
i 

Пусть p W l ' < 2 f t + 1 > , r ^ e ~ 3 ^ " + \ > e Воспользовавшись ре-
зультатами шт. 1 и 2, получим 

z l l е \<Ьп ~е[~— J < ^-—^ Ч р г < 1 ( * < у ) . 
(27) 
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4. Оценка l o g - - - 1 ^ . Положив Р

2 = ехр \2х;(2п + 1 ) ] , 0 < ; к < о с , будеги 
иметь 

1оа— I— = _ £ — + 1 0 д Г ^ / ( 2 ч + 1 > />-•*/(*•+ D y - i 
1 - Р ~ 2 2« + 1 ^ ' и 8 ^ ~ е J • 

Используя (18), получим отсюда ! 

" " ^ 1 : ^ й ' 1 , 0 Ф " ! о * ; - ? ) ' 

Так как log'n+ - j < — — С, где С — постоянная Эйлера, то окончательно 

п 
Вернемся теперь к оценке 2 | Т * 1 Г - В обозначениях п. 3 в силу (28). 

(2J) - (27) имеем; .= 

a) i o g _ J < \ ] - 1 + I o g - L - C + - i _ ; 

b) - е ( - у ) < 2 у / ( 2 / г + 1 ) ; 

c) S ( 3 ) с Iх ~ y) < \ ~ ( * ~УУ(2(2а + 1))' Х > У ' 

I 2 ^ ( - ( j f _ A : ) / ( 2 » + 1 ) , x<y. 
Теперь, используя утверждения а) — с), получаем для ( 1 1 ) и ( # ) соответст­
венно мажоранты 

Л , „ , . л , * , 2у 

*=1 я=1 

1 , 1 / . Л , „1* — У\ , 1 !Л„ 1 1 г , 2 у 

Оценка ( * ') представляет собой однопараметрическое семейство нера­
венств. При надлежащем выборе параметра х неравенство („*.') сильнее не­
равенства (1Г) при каждом 0 < у < оо. Действительно, т . к . функция е (О 
выпукла: e"{t) = {\ — (-1 —t)e')/'t2>Q при t£(—oo, с о ) , то <?((х — у ) / 2 ) < 
< - I [ e ( x ) + е( — y)J. Поэтому, обозначая правые части неравенств ( * ' ) и(1Г) 

соответственно через <Pj(лг, у) и <р(х), имеем 

~\e(x)-h l o g -
2 х 

<P,C*, у ) < < р ( у ) + - e(jr) + i o g - —С (29) 

Остается заметить, что наименьшее значение выражения в квадратных скоб" 
ках в (29) достигается при к = log 2 и равно 28 по определению этой посто­
янной в [4]. 

Найдем теперь минимум по к правой части неравенства (*. ) при любом 
фиксированном у £ ]0 , оо). Положим 

n * s y ) = e ( ( * - y ) / 2 ) + i l o g - ^ . 

Так как <1>(к, у) — строго выпуклая функция от к при х£(0, оо), ф(0, у) — 
= Ф(оо, у) = оо, то <}»(*, у) как функция от к достигает минимума при 
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* = (0, со), где к* — х*(у) —единственное решение уравнения 1/х* = 

Итак, мы пришли к окончательному неравенству 

2 j i T , r < 2 j i + i < ( _ , ) + . ( t = » ) + i l o g i _ i c + ^ . i ( . . ) 

«=1 
где у = — (2« + l ) l o g r , * * = « * ( у ) . 

Из предыдущего вытекает, что неравенство ( * '* ) усиливает неравен­
ство (1Г) при всех г £ ( 0 , 1]. Действительно, обозначая правую часть нера­
венства ( * * ) через <Pi(y), на основании (29) имеем 

<Р, (у) = mm <р, (А:, у) < min (<р (у) + ~ \е(к) + log - - с] - б) = ? (у). 

При у = 0, т . е . при г = 1 и = log(9/4), неравенство ( * * ) усиливает и 
неравенство (11): при г = 1 неравенство ( * * ) дает оценку 

k=i 
О ' 

к=1 я = 1 

где 8 0 ~ 0,2668, а неравенство ( 1 1 ) —более грубую оценку 

где 3 < 0,312. 

В заключение отметим, что из ( * * ) нельзя получить предельным пере-
п 

ходом при п-^со точную оценку для 2 1т*1г*-
я = 1 
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ОБРАТИМОСТЬ АБСТРАКТНЫХ ТЁПЛИЦЕВЫХ ОПЕРАТОРОВ 
В СЧЕТНО-НОРМИРОВАННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

1. Пусть Н — гильбертово пространство, В(Н) — банахова алгебра линей­
ных ограниченных операторов, действующих в Н- Через Г будем обозначать 
единичную окружность Г = { | £ С : | \ \ = 1}, а через Z ± — с л е д у ю щ и е подмно­
жества группы целых чисел Z: Z = {I £ Z : г ^ 0 } . 
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