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ЗАДАЧА РИМАНА НА ОТКРЫТОЙ РИМАНОВОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ КЛАССА Окд 

Обобщая нормальные потенциалы Р. Неванлинны ([1], гл. X), 
Y. Kusunoki [2] определил полуточные канонические диффе­
ренциалы и построил теорию абелевых интегралов на откры­
той римановой поверхности. М. Watanabe [3] систематически 
изучил эти дифференциалы на открытой римановой поверх­
ности класса Окд . 

В предлагаемой статье на открытой римановой поверх­
ности R^OKJX конечного рода решается краевая задача Ри-
мана в классе однозначных кусочно-мероморфных функций, 
принадлежащих й0. 

1°. Пусть R — открытая риманова поверхность конечного 
рода й, принадлежащая Ок д . Обозначим через ^ класс полу­
точных канонических дифференциалов (или интегралов от 
них), а через 80 подкласс Й, состоящий из однозначных меро-
морфных функций на R. 

Известно ([4], ч. 2, § 3), что для /?(;Окд конечного рода 
существует единственное компактное продолжение R, причем 
дополнение поверхности R в R является АД устранимым 
множеством. Всюду в дальнейшем мы отождествляем R с под­
областью на R, которая конформно эквивалентна R. 

Воспользовавшись указанным свойством поверхности Окд 
можно показать, что для дифференциалов класса К справед­
ливо следующее утверждение [3]: 

Т е о р е м а . Предположим, что R^OKJX конечного рода 
и R—ee компактное продолжение. Тогда ограничение на R 
класса абелевых дифференциалов из R с полюсами внутри R 
совпадает с классом К. 

175 



2°. На R зададим кривую Г = у Гл> состоящую из конеч-
ного числа взаимно непересекающихся простых гладких замк­
нутых и разомкнутых контуров с фиксированным направле­
нием обхода. На каждом контуре Тк пусть заданы функции 
бМ и gk(t)> непрерывные по Гёльдеру, при этом всюду 
на Г,, Gk{t)^0. 

З а д а ч а А. Найти кусочно-мероморфную функцию Ф (q) 
класса 80 с линией скачков Г (- R', имеющую в точках ах, а2,..., 
..., ат поверхности R полюсы порядков не выше ^ , (х2,..., рт 
соответственно, по граничному условию 

<S>+{t) = Q(t)<S>-{t)+g(t), (1) 
где /?' —произвольная конечная область R. 

Из свойств функций класса ft0 на поверхности /?£0К Д 
следует [3], что функция Ф(#) интегрируема с квадратом 
в окрестности идеальной границы. Так как множество /?—R 
является АД устранимым, то Ф(^) можно продолжить анали­
тически на R. Продолжая Ф(^) на R и обозначая продолжен­
ную функцию через F(q\ вместо (1) будем иметь задачу 
Римана на замкнутой римановой поверхности. 

З а д а ч а В. На/? найти кусочно-мероморфную функцию 
F(q) с линией скачков Г с: /?', имеющую в точках at ,a2,..., ат 
поверхности R полюсы порядков не выше ^ , ;х2,..., рт соот­
ветственно, по граничному условию 

F+{t) = G{t)F-(t) + g(t), (2) 
где R' — конечная область R. 

Обратно, из теоремы следует, что ограничение на R ре­
шения задачи В принадлежит R0 и является решением за­
дачи А. 

Таким образом, задача Римана на открытой римановой 
поверхности R^OKJX конечного рода равносильна задаче Ри­
мана на замкнутой римановой поверхности R, где в качестве 
решения допускаются лишь функции, имеющие полюсы 
внутри R. 

3°. Задача Римана на замкнутой римановой поверхности 
изучалась различными авторами ([6], [7], [8], [9]). С целью 
полноты изложения данного материала дадим краткое реше­
ние задачи В, следуя работам ([6], [8], [9]). 

Рассмотрим сначала частный случай задачи, когда отыс­
кивается кусочно-мероморфная функция F(q) по краевому 
условию 

, F+(t)-F-(t)=g(t). (3) 
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Основную роль при решении играет интеграл 

Fi(q)=$g(p)du(p, <7, <70)> яЛт* 
г 

где du)(p, q, qQ) — однозначная ветвь нормального дифферен­
циала третьего рода du>(p, q, q0). Интеграл Ft(q) удовлетво­
ряет краевому условию (3), но, вообще говоря, не является 
решением задачи, так как при переходе через линии at,a2,... 
...,аЛ базиса гомологии поверхности R он терпит разрывы 
первого рода 

§dFd4)=^g(P) ^dQdu(p, q, qQ) = 

= ^g(p)<?Ap)^ = i,..., A, 
г 

где 9i, cp2» •••> ?л~ канонический базис абелевых дифферен­
циалов первого рода. 

Переходя к построению общего решения, введем новую 
неизвестную функцию 

где F(q) — общее решение (3). Функция ЧГ (q) имеет полюсы 
порядков щ, ji2,..., [xw в точках ах, а2,..., ат соответственно, 
непрерывна на Г и терпит разрывы первого рода при пере­
ходе через линии av 

$dy(q)=*$g(p)<t4(p), v = l,2,. . . ,A. ?(4) 
bv Г 

Таким образом, задача свелась к нахождению нормирован­
ного абелева интеграла второго рода по условию (4). Инте­
грал ищем в виде 

где ^{a].{q) — нормированный дифференциал второго рода, 
имеющий полюс порядка k в точке q = aj, a cJk — произволь­
ные комплексные постоянные. Я-периоды дифференциала dW (q) 
вычисляются по формуле ([5], гл. 10) 

•<*>=Е %с»№(я)+с> 

т J m П 

1 
;=1 ft=2 6, ;=1 ft=2 

V = l , . „ , h, 
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откуда следует, что W (q) удовлетворяет (4), когда коэффи­
циенты cJk удовлетворяют системе уравнений 

тп J (k—2) ( \ 

7=1 А=2 Г 

Общее решение задачи (3) запишется по формуле 

F(<j) = ±J.g(p)d*(p,q, q0) + £ £ j>^to) + C, (6> 
Г у=1 fc=2 

где коэффициенты г^ связаны системой уравнений (5). 
Пусть ранг системы (5) равен С: 0 < С < h. Пусть далее 

{Nlki..., Nhk)9 k=l, 2,..., Л —С— полная система линейно* 
независимых решений соответствующей (5) однородной транс­
понированной системы. Тогда система (5) разрешима при 
выполнении Л — С необходимых и достаточных условий 

%Nikng(p)b(pj\~09 A = l А-С. (7) 
Z = l Г 

В случае разрешимости система (5) имеет \i — С линейно Не­га 
зависимых решений, где \ь= J^pk. Задача (3) имеет, следо-

k=\ 
вательно, ^ — С + 1 линейно независимых решений. 

Переходим к решению задачи В. Решение начнем с по­
строения канонической функции, которая является частным 
решением однородной задачи 

F+(i) = 0(t)F-(t)9 t£T. (8) 

Исследуем сначала интеграл 

2ni J 
г 

Обозначим через tx, t2,...j tp точки, принятые за начало 
обхода на замкнутых контурах Г,, Г2,... ,Г . Концы разомк­
нутых кривых Tp+l,...,Tp+q обозначим через tp+1, tp+2,-.. 
..., tp+2q-\» tp+2q соответственно. Переходя в окрестности 
этих точек к стандартному локальному параметру z\q = qk{z)9 
^=# й (0 ) , при | z | < l будем иметь 

^Шг)]^(ак + 1^1пг + Т1(г)9 (9) 
где Г*(z) — ограниченная функция в окрестности точки tk9 
стремящаяся к конечному пределу при z —>0, 
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a» + ip» = Re |^ - . [ lnO(^-0 ) - lnO( / f t +0) l J , £ = 1,...,/>, 

При переходе через линии at, a2,..., ah функция Г (q) 
терпит разрывы первого рода 

[<1Г(д) = $\пО(р)9ч(р), v —1 А. (10) 

Таким образом, функция ехрГ(#), удовлетворяя гранич­
ному условию (8), не является решением задачи, ибо: 

1) ее граничные значения не будут непрерывными, если 
хотя бы одно из чисел аА, & = 1,...,/?, отрицательно, так 
как в окрестности точек tk в силу формулы (9) 

ех Р Г[^(г) ]=/*ехрГ;(г) ; 
2) на концах, для которых afe<0, | a j > l , k = p + 1,... 

...,/? + 2q, ехрГ [^(z)] будет обращаться в бесконечности 
неинтегрируемого порядка, так как в окрестности конца tk 
в силу формулы (9) 

е х р Г [ ^ ) ] = /*+ ' 'ЧхрГ»(г) ; 
3) в силу (10) ехрГ(^) терпит разрывы первого рода при 

переходе через линии а1э a2,..., ah. 
Чтобы устранить возможные разрывы в точках th4 k=\,... ,/7 

и неинтегрируемые особенности на концах, воспользуемся 
функцией 

A J Л 
Е(Я> *» <7) = е хР] <MP>4\<7o)> 

Л 
Q 

л 
где q0 не лежит на линии интегрирования, а q — некоторая 
внутренняя точка R, не лежащая на контуре интегрирования Г 

Л 

и не совпадающая с q0. Функция E{qy tk, q) имеет в точке tk 
простой нуль, а в точке # —простой полюс и разрывы пер­
вого рода при переходе через ах, а2 , . . . ,аЛ . Образуем про­
изведение 

т xk p+2q \xk\ 

^ ( ^ ^ " П П ^ И - У П Y\E(qJhtq\ (11) 
где *ft—целые числа, подобранные так, чтобы 0<a f e — xfe< 1 
на концах определяющих класс, — 1< а й—**Й<0 на других 
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неособенных концах, cnk — *k = 0 на особенных концах и в точ­
ках tky &=1 , 2, .... , р. Произведение (11) представляет из 
себя кусочно-мероморфную функцию класса hs, граничные 
значения которой удрвлетворяют краевому условию (8): в точ­
ках линии Г, отличных от концевых, она непрерывна и не 
обращается в нуль. Однако функция (11) имеет разрывы при 
переходе через линии ах, а2, ..., ah. Чтобы устранить эти 
разрывы, введем новую неизвестную функцию 

X (д) ~Хг (д) ехр [ S J d* (р, g, д0) 1. (12) 
Q 

Пути интегрирования интегралов 3 рода 

\ du(p, q, q0), k=l, 2, ... , h 
A 

пока не определены. Функция Х(#) принадлежит классу hsr 
удовлетворяет краевому условию (8) и при переходе через 
Л-разрезы канонического сечения приобретает множители 

P+2q *k 

р Ш = ехр { - [ In Q (т) ь (*) + Ы £ *AJ Ъ (*) -
Г k=l 

Я 
h Як 

~ 2 ^ 2 Jcpv(T)j, /£av , v= l , 2, ..., h. 
* - i A 

Точки qk9 k=l, 2, ... , h определим так, чтобы функция(12) 
стала однозначной на R—Г. Для этого необходимо и доста­
точно, чтобы выполнялись равенства 

h qk h p+2q tk 

S \ ̂  w=£u* ^k)== Л н \ъ (т) ~ 
U 1 V U 1 h 1 V к=Л л Л=1 k=l 

Я q 

£J f In G (*)?,(*). v = l , ..., h. (13) 
Г 

В систему (13) входят абелевы интегралы первого рода, мно­
гозначные на R. Поэтому систему (13) следует рассматривать 
как систему сравнений по модулю периодов абелевых инте­
гралов первого рода 

h Р+2Я*к 

2]M^)^JlnGW?v(*)+ J] J ?,(*), v=l,..., h. (14) 
ц=1 Г k=l 

я 
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Таким образом, для определения точек ft,..., qh получена 
задача обращения абелевых интегралов 1 рода — проблема 
обращения Якоби. 

Допустим теперь, что точки ft,..., qh уже определены. 
Сохраним за решением проблемы Якоби прежние обозначе­
ния. Не меняя положения точек ft ft,..., ft, будем дефор­
мировать пути интегрирования в соотношениях (14) так, 
чтобы последние превратились в точные равенства. Возмож­
ность этого следует из методики решения проблемы Якоби [8]. 

Пусть среди точек ft,..., qh различными будут точки 
ft , . . . , qn, и их кратности обозначим через \х, Х2,..., \п соот­
ветственно. При указанном выборе точек ft,..., qh функ­
ция (12) удовлетворяет однородному краевому условию (8) 
и имеет порядок х. (Нули порядков Хц.-.Д,, в точках 
ft,..., ft, нуль порядка х — А, если х > Л, и полюс порядка 
h — х, если К А в точке q). Так как q£R, то функция Х(#) 
удовлетворяет всем требованиям канонической функции. 

С помощью канонической функции краевое условие (2) 
приведем к виду 

[F (О Х-1 (*)]+ - [F- (t) Х-1 (*)Г = g W Р + (*)Г\ < € Г. 
Получаем задачу о скачке для функции x$i(q) = F(q)X~l (q) 
с особенностями. (Полюсы порядков {ч,... , р т в точках 
ai , . . . 9 am9 полюсы порядков Хг,..., Х„ в точках ft,..., ft, 
полюс порядка х —Л, если х > Л и нуль порядка h — х, если 

Л 

х < Л в точке q). 
Общее решение задачи (2) запишется по формуле 

F(q) = X(g)WAg), (15) 
XVi(<l) = ±jg(p)№+(p)]-1d*(p,<l,q0) 

г + 
т >V+1 n V й I—ft 1+1 

(16) 
где s = 0 при x < й и в = 1 при х > Л, а произвольные по­
стоянные bJk, cjk, dk связаны системой уравнений 

2J 2J ^ (ft-D! + 2J 2J C>* (Й-1) ! + 

+e S dk 1Г-ш = ibig (p)[x+ (/?)]~'rf("(/?'?> *»>• (17) 
ft=2 ' Г 
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При х < Л к системе условий (17) добавляется еще одна 
система 

{*•»•+1 Х . + 1 
m г ; п J 

(18) 
Исследование числа линейно-независимых решений и усло­

вий разрешимости задачи проводится по такой же схеме, 
как в [6]. Мы не будем на этом останавливаться. 

Переходим к решению задачи А. Как уже отмечалось, 
решение задачи А совпадает с решением задачи Д опреде­
ленным на поверхности /?, поэтому решение задачи (2) запи­
шется по формулам (15)—(18), где под Ф(#), Х(#), ^t{q), 
?v(#)> ^аНя)* d®(p> q, q0) понимается ограничение на R функ­
ций <I>(q), X(q), ^(tf), ?v(?), Wajiq), du{p,q,qQ) соответствен­
но, определенных на поверхности R. 
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