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OB ODNOM TO�DESTVE
DL� DUAL�NYH POLE�

Vvedenie

V nasto�we� rabote my rassmatrivaem nekotorye voprosy
algebraiqeskogo anzaca Bete� sv�zannye s metodom dual�nyh
pole�� Vspomogatel�nye kvantovye operatory � dual�nye po�
l� � vpervye byli vvedeny v rabote 	
�� S pomow�� 
to� kon�
strukcii udalos� poluqit� kompaktnye determinantnye formu�
ly dl� korrel�cionnyh funkci� kvantovyh integriruemyh mo�
dele� �sm�� naprimer� monografi� 	����

U�e v pervo� rabote� posv�wenno� dannomu metodu� bylo za�
meqeno� qto v nekotoryh sluqa�h dual�nye pol� da�t nulevo�
vklad v koneqny� rezul�tat� Takoe nabl�denie osnovyvalos� na
sravnenii formul� poluqennyh s pomow�� metoda dual�nyh po�
le�� s rezul�tatami� poluqennymi v ramkah drugih podhodov�
odnako pr�mogo dokazatel�stva dano ne bylo� V nasto�we� rabo�
te my ustanavlivaem to�destvo� pozvol��wee iskl�qit� vspo�
mogatel�nye kvantovye operatory iz determinantnyh formul�
opisyva�wih nekotorye va�nye qastnye sluqai skal�rnyh pro�
izvedeni��

�� Dual�nye pol�

Rassmotrim nekotoru� obobwennu� integriruemu� model��
kotora� mo�et byt� rexena v ramkah algebraiqeskogo anzaca
Bete� Matrica monodromii tako� modeli

T ��� �

�
A��� B���
C��� D���

�
�
�
�

obladaet starxim vektorom j�i� ime�wim sledu�wie svo�stva�

A���j�i � a���j�i� D���j�i � d���j�i� C���j�i � �� �
���

���
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Analogiqnymi svo�stvami obladaet sopr��enny� vektor h�j�

h�jA��� � a���h�j� h�jD��� � d���h�j� h�jB��� � �� �
���

�vny� vid funkci� a��� i d���� vhod�wih v formuly �
���� �
���
�vl�ets� nesuwestvennym�
Kommutacionnye sootnoxeni� me�du matriqnymi 
lementa�

mi matricy monodromii� kak obyqno� zada�ts� s pomow�� R�
matricy�

R��� ��

�
T ��� � T ���

�
�

�
T ��� � T ���

�
R��� ��� �
���

gde

R��� �� �

�B�
f��� �� � � �

� g��� �� � �
� � g��� �� �
� � � f��� ��

�CA � �
���

My budem rassmatrivat� sluqa� racional�no� R�matricy�

f��� �� �
�� �� ic

� � �
� g��� �� �

ic

�� �
� �
���

Zdes� c � proizvol�na� konstanta� fiziqeski� smysl kotoro� za�
visit ot konkretno� modeli� Udobno tak�e vvesti ewe dve funk�
cii

h��� �� �
f��� ��

g��� ��
�

� � � � ic

ic
�

t��� �� �
g��� ��

h��� ��
� �

c�

��� ����� �� ic�
�

�
���

Sobstvennye funkcii transfermatricy � ��� � trT ��� � A��� �
D��� ��vl��wies� odnovremenno sobstvennymi funkci�mi inte�
gralov dvi�eni� rassmatrivaemo� modeli� stro�ts� s pomow��
operatorov B����

j�N �f�g�i �
NY
j��

B��j �j�i� N � �� �� � � �

Sopr��ennye sobstvennye funkcii stro�ts� analogiqno s pomo�
w�� operatorov C���

h�N �f�g�j � h�j
NY
j��

C��j�� N � �� �� � � �
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Pri 
tom v oboih sluqa�h parametry f�g dol�ny udovletvor�t�
sisteme uravneni� Bete

a��j�

d��j�

NY
k��

k��j

f��j � �k�

f��k� �j�
� �� j � �� � � � � N� �
���

Issledovanie korrel�cionnyh funkci� v ramkah algebraiqe�
skogo anzaca Bete vo mnogom opiraets� na svo�stva skal�rnyh
proizvedeni�� kotorye opredel��ts� sledu�wim obrazom�

SN �f�g� f�g� � h�j
NY
j��

C��j�
NY
j��

B��j�j�i�

Zdes� f�g i f�g � dva nabora� ka�dy� iz kotoryh soder�it po
N proizvol�nyh kompleksnyh qisel �N � �� � � � ��� V rabote 	
�
bylo na�deno ves�ma krasivoe i kompaktnoe vyra�enie dl� ska�
l�rnyh proizvedeni� v vide srednego ot determinanta matricy
por�dka N � soder�awe� vspomogatel�nye kvantovye operatory
� dual�nye pol�� Dadim kratkoe opisanie 
to� konstrukcii�
Rassmotrim qetyre operatora pA���� pD���� qA��� i qD���� za�

vis�wih ot kompleksno� peremenno� � i de�stvu�wih vo vspo�
mogatel�nom fokovskom prostranstve tak� qto

pA�D���j�� � �� ��jqA�D��� � ��

Nenulevye kommutacionnye sootnoxeni� da�ts� formulami

	pA���� qA���
 � lnh��� ��� 	pD���� qD���
 � lnh��� ���

Vakuumny� vektor j�� normirovan na edinicu� Dual�nymi pol��
mi �A��� i �D��� nazyva�ts� line�nye kombinacii operatorov
p i q�

�A��� � qA��� � pD���� �D��� � qD��� � pA����

Legko proverit�� qto dual�nye pol� kommutiru�t drug s dru�
gom�
Sformuliruem teper� osnovno� rezul�tat raboty 	
�� Skal�r�

noe proizvedenie �
��� mo�et byt� predstavleno v vide srednego
vo vspomogatel�nom fokovskom prostranstve

SN �f�g� f�g�QN

m�� d��m�d��m�
�

NY
m�l

	g��m� �l�g��l� �m�
��jdetNGjkj��� �
�
��
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gde

Gjk �
a��j�

d��j�
t��j � �k�e

�A��j���D��k� �
a��k�

d��k�
t��k� �j�e

�A��k���D��j ��

�
�

�
Neslo�no �vno vyqislit� srednee v pravo� qasti �
�
��� od�

nako poluqa�wees� pri 
tom vyra�enie okazyvaets� dostatoq�
no gromozdkim i malo prigodnym dl� ispol�zovani�� V sledu��
wem razdele my doka�em� qto� blagodar� ves�ma netrivial�nomu
to�destvu� kotoromu udovletvor��t dual�nye pol�� v nekoto�
ryh qastnyh sluqa�h udaets� poluqit� determinantnye formu�
ly dl� skal�rnyh proizvedeni�� ne soder�awie vspomogatel��
nyh kvantovyh operatorov�

�� To�destvo dl� dual�nyh pole�

Rassmotrim dve matricy M� i M� por�dka N

M
�
jk � t��k� �j�e

�A��k���A��j� � �kt��j� �k�e
�D��k���D��j�� ���
�

M�
jk � t��k� �j� � �kt��j � �k�� �����

Zdes� f�g� f�g� f�g i f�g � proizvol�nye kompleksnye qisla� Ma�
trica M� zavisit ot dual�nyh pole� �A i �D� Legko videt�� qto
esli polo�it� v ���
� dual�nye pol� ravnymi nul�� to matrica
M� perehodit v M��

Theorem ���� Dl� proizvol�nogo natural�nogo N i dl� proizvol��

nyh kompleksnyh qisel

��� � � � � �N � C� ��� � � � � �N � C�

��� � � � � �N � C� ��� � � � � �N � C�

spravedlivo sledu�wee to�destvo�

��jdetNM
�
jkj�� � detNM

�
jk� �����

Dokazatel	stvo� Vvedem oboznaqeni�

��
N �f�g� f�g� f�g�f�g� � ��jdetNM

�
jkj��� �����

��
N �f�g� f�g� f�g� f�g� � detNM

�
jk �����

i rassmotrim svo�stva funkci� ��
N i ��

N �
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Svo�stvo 	
 Obe funkcii ��
N i ��

N �vl��ts� racional�ny�
mi funkci�mi argumentov f�g� f�g� f�g i line�ny po peremennym
f�g�

Svo�stvo �
 Obe funkcii ��

N i ��
N antisimmetriqny pri za�

mene �a � �b i pri zamene troek ��a� �a� �a� � ��b� �b� �b�� a� b �
�� � � � � N �

Svo�stvo �
 Pri �� � � i fiksirovannyh ostal�nyh argu�
mentah

��
N � ���

� � ��
N � ���

� � �����

Vtora� iz privedennyh formul oqevidna� tak kak t���� 	� � ���
�

pri �� ��� Dl� togo� qtoby dokazat� pervoe utver�denie� ne�
obhodimo proverit�� qto dual�nye pol� ne vli��t na asimpto�
tiku funkcii ��

N � Zametim� qto matriqnye 
lementyM
�

jk soder�

�at dual�nye pol� tol�ko v dvuh kombinaci�h� �A��k� � �A��j�
i �D��k�� �D��j�� Po
tomu pri �� �� my imeem

e�pD����e�A��k���A��j � � e�A��k���A��j �e�pD�����

e�pA����e�D��k���D��j � � e�D��k���D��j�e�pA�����

e�pD ����e�D��k���D��j � �

� e�D��k���D��j�e�pD ���� h���� �j�

h���� �k�
� e�D��k���D��j �e�pD�����

e�pA����e�A��k���A��j � �

� e�A��k���A��j �e�pA����
h��j � ���

h��k� ���
� e�A��k���A��j �e�pA�����

Analogiqnye formuly verny i dl� perestanovoqnyh sootnoxe�
ni� operatorov eqA���� i eqD ����� Takim obrazom� my vidim� qto
pri �� � � vspomogatel�nye kvantovye operatory� zavis�wie
ot ��� kommutiru�t so vsemi ostal�nymi matriqnymi 
lemen�
tami� Sledovatel�no� oni ne vli��t na asimptotiku funkcii

��
N �

V silu svo�stva �� funkcii ��
N i ��

N ime�t toqno takoe �e
asimptotiqeskoe povedenie� esli k beskoneqnosti stremits� l��
boe drugoe �j iz nabora f�g�

Svo�stvo 



��
� � ��

��
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Svo�stvo �
 Obe funkcii ��
N i ��

N ime�t pol�sy pervogo po�
r�dka v toqkah �a � �b� �a � �b � ic� �a � �b� �a � �b � ic� a� b �
�� � � � � N �sm� opredelenie funkcii t��� ���� Vyqety v pol�sah

�a � �b i �a � �b mogut byt� vyra�eny v terminah ��

N�� i

��
N���

��
N

�����
�a��b

�
ic����a�b

��b � �a�
��
N���f�j ��ag� f�k ��bg� f�k ��bg� f�k ��bg��

��
N

�����
�a��b

�
ic����a�b

��a � �b�
��
N���f�j ��ag� f�k ��bg� f�k ��bg� f�k ��bg��

�����

��
N

�����
�a��b

�
ic����a�b

��b � �a�
��
N���f�j ��ag� f�k ��bg� f�k ��bg� f�k ��bg��

��
N

�����
�a��b

�
ic����a�b

��a � �b�
��
N���f�j ��ag� f�k ��bg� f�k ��bg� f�k ��bg��

�����

De�stvitel�no� esli� naprimer� �� � ��� to matrica M
�
jk �tak �e�

kak i M�
jk� imeet edinstvenny� singul�rny� 
lement M

�
��� Sle�

dovatel�no� determinant svodits� k proizvedeni� 
togo 
lemen�
ta na sootvetstvu�wi� minor� ne zavis�wi� u�e ot ��� ��� �� i
���

Pereqislennye p�t� svo�stv funkci� ��
N i ��

N dostatoqno
oqevidny� Slo�nee na�ti svo�stva vyqetov v toqkah �a � �b� ic�
�a � �b� ic� Esli dl� vyqetov funkcii ��

N legko poluqit� soot�

noxeni�� analogiqnye formulam ������ to s funkcie� ��
N situa�

ci� ina�� Dl� togo� qtoby proill�strirovat� 
to� rassmotrim�
naprimer� sluqa� �� � �� � ic� �sno� qto pri 
tom matriqny�

lementM�

�� stanovits� singul�rnym� Odnako� pomimo 
to� oqe�

vidno� singul�rnosti� funkci� ��
N soder�it ewe i �skrytye�

singul�rnosti� voznika�wie pri normal�nom upor�doqenii du�
al�nyh pole�� De�stvitel�no� razlo�im determinant detM� v
summu po perestanovkam� Ka�doe slagaemoe 
to� summy imeet
vid M

�
�p� � � �M

�

NpN
� Rassmotrim odno iz takih proizvedeni�� ne

soder�awee 
lementaM�
��� Togda v nego ob�zatel�no vhod�t 
le�

menty M
�
j� i M

�
�k �j� k 
� ��� V svo� oqered�� proizvedenie 
tih
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matriqnyh 
lementov soder�it sledu�wi� qlen�

�kt���� �k�e
�D��k���D����t���� �j�e

�A������A��j ��

Posle normal�nogo upor�doqeni� i vyqisleni� vakuumnogo
srednego dannoe vyra�eni� stanovits� proporcional�nym
h������ ���� to est� ono singul�rno pri �� � ��� ic� Analogiqna�
kartina nabl�daets� i v toqkah �j � �k � ic�
Voznikxee zatrudnenie mo�no preodolet� sledu�wim obra�

zom� Rassmotrim nekotoroe razbienie nabora peremennyh f�g na
dva nepereseka�wihs� podmno�estva f�Ig i f�IIg� Togda funkci�

��
N mo�et byt� zapisana v vide

��
N �

X
part

Y
���f�IIg

�	K
��part�� �����

Zdes� summa berets� po vsem ukazannym razbieni�m� vkl�qa�
razbieni� na pustoe mno�estvo i polny� nabor f�g� Ko
ffici�
enty K��part� ne zavis�t ot peremennyh f�g� a zavis�t lix� ot
konkretnogo razbieni�� Analogiqna� formula suwestvuet i dl�
��
N

��
N �

X
part

Y
���f�IIg

�	K
��part�� ���
��

Poskol�ku peremennye �k �vl��ts� proizvol�nymi kompleksny�
mi qislami� to ��

N � ��
N togda i tol�ko togda� kogda

K��part� � K��part� ���

�

dl� l�bogo razbieni� nabora f�g�
Doka�em ravenstvo ���

�� Dl� 
togo zafiksiruem konkret�

noe razbienie� takoe� qto qislo 
lementov v nabore f�Ig rav�
no n� gde n proizvol�noe celoe iz intervala � � n � N � V
silu svo�stva antisimmetrii �� dostatoqno rassmotret� slu�
qa� f�Ig � f��� � � � � �ng i f�IIg � f�n��� � � � � �Ng� Ko
fficien�
ty K��part� i K��part�� sootvetstvu�wie dannomu razbieni��

poluqa�ts�� esli v ��

N i ��
N polo�it� �� � �� � � � � �n � � i

�n�� ��� � � � � �N ��� Takim obrazom�

K��part� � e��
N � detNfM�

jk� ���
��

K��part� � e��
N � detNfM�

jk� ���
��



OB ODNOM TO�DESTVE ���

gde

fM�
jk � t��k� �j�e

�A��k���A��j �� k � �� � � � � nfM�

jk � t��j� �k�e
�D��k���D��j�� k � n� �� � � � � N

���
��

fM�
jk � t��k� �j�� k � �� � � � � nfM�

jk � t��j � �k�� k � n� �� � � � � N
���
��

Rassmotrim funkci�

DN � UN �e��
N � e��

N ��

gde

UN �
NY

m��

nY
l��

h��l� �m�
NY

m��

NY
l�n��

h��m� �l�
NY
m�l

g��m� �l�� ���
��

V silu svo�stv 
�� funkci� ��
N i ��

N � funkci� DN obladaet
sledu�wimi oqevidnymi svo�stvami�

Svo�stvo ��� DN � racional�na� funkci� peremennyh f�g�

Svo�stvo ��� DN � simmetriqna� funkci� peremennyh f�g�

Svo�stvo 
�� DN � ne imeet pol�sov v toqkah �a � �b� a� b �
�� � � �N �

Svo�stvo ��� DN � ���
� pri �� ���

Svo�stvo ���

D� � �

Svo�stvo ��� DN ne imeet pol�sov v toqkah �a � �b � ic i
�a � �b � ic�

Svo�stvo ��� Vyqety v pol�sah �a � �b i �a � �b vyra�a�ts�
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qerez DN���

DN

�����
�a��b

�
ic����b��

��b � �a�

NY
m��

h��b� �m�
nY
l��

h��l� �a�
NY

l�n��

h��b� �l��

�
NY
m��

m��a

g��m� �a�DN���f�j ��ag� f�k ��bg� f�k ��bg��

DN

�����
�a��b

�
ic����b��

��a � �b�

NY
m��

h��m� �b�
nY

l�n��

h��a� �l�
nY
l��

h��l� �b��

�
NY
m��

m��a

g��m� �a�DN���f�j ��ag� f�k ��bg� f�k ��bg��

Teper�� dl� togo� qtoby dokazat� ravenstvo ���

� dostatoqno
vospol�zovat�s� indukcie� po N � Soglasno svo�stvu �� D� � ��
Pust� DN�� � �� Togda DN � �vl��wa�s� racional�no� funkci�
e� peremennyh f�g� mo�et imet� pol�sy tol�ko v toqkah �a � �b
i �a � �b� Odnako� soglasno svo�stvu �� i induktivnomu pred�
polo�eni�� vyqety v 
tih pol�sah ravny nul�� sledovatel��
no DN �vl�ets� polinomom po f�g� No v silu svo�stv �� i ��

DN ��a � �� � �� takim obrazom DN � �� Ots�da sleduet� qtoe��
N � e��

N dl� l�bogo razbieni� nabora f�g� a znaqit i

��
N � ��

N � ���
��

Teorema dokazana�
Takim obrazom� dual�nye pol� da�t nulevo� vklad v deter�

minanty matric vida ���
��

Zameqanie� To�destvo ����� spravedlivo i dl� modele� s tri�
gonometriqesko� R�matrice��

g��� �� �
i sin 	

sinh�� � ��
� f��� �� �

sinh��� �� i	�

sinh�� � ��
�

Dokazatel�stvo 
togo utver�deni�� posle zameny e� � �� e� �
�� vpolne analogiqno rassmotrennomu vyxe sluqa��

Sledstvie �� Dl� proizvol�no� c�qislovo� matricy A spraved�

livo to�destvo

��jdetN �M�
jk � Ajk�j�� � detN �M

�
jk � Ajk�� ���
��
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Dokazatel	stvo� Vospol�zuems� formulo� Laplasa� vyra�a��
we� determinant summy dvuh matric qerez minory ka�do� ma�
tricy�

��jdetN �M�

jk � Ajk�j�� �
X
Mi�A�

����P 	Mi�A�
��jdet�M�

jk�j��det�Ajk� �

�
X
Mi�A�

����P 	Mi�A�
det�M�
jk�det�Ajk� � detN �M

�
jk �Ajk��

���
��
Zdes� summirovanie vedets� po vsem minoram matricy A� Deter�
minanty matric M� i M�� vhod�wie v ���
�� vmeste so znakom
����P 	Mi�A�
� �vl��ts� algebraiqeskimi dopolneni�mi k ukazan�
nym minoram�

Rassmotrim teper�� kak to�destvo ����� mo�et byt� prime�
neno dl� iskl�qeni� dual�nyh pole� iz formul� opisyva�wih
skal�rnye proizvedeni� �
���� Preobrazuem determinant v pra�
vo� qasti �
�
�� sledu�wim obrazom
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Po Teoreme ��
 zakl�qaem� qto v 
tom sluqae mo�no polo�it�
dual�nye pol� v ����
� ravnymi nul�� V rezul�tate my priho�
dim k determinantno� formule dl� skal�rnogo proizvedeni�� ne
soder�awe� vspomogatel�nyh kvantovyh operatorov
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Kvadrat normy sobstvenno� funkcii transfermatricy tak�e
mo�et byt� vyqislen s pomow�� dokazanno� teoremy� Dl� 
togo
neobhodimo v formule ����
� snaqala ustremit� �j � �j � a zatem
potrebovat�� qtoby parametry �j udovletvor�li sisteme �
����
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Legko videt�� qto matrica ������ podpadaet pod de�stvie sled�
stvi� Teoremy ��
� De�stvitel�no� vybira� v ���
�� Ajk � 
jkZj

i polaga� v M
�
jk� �j � �� �j � �j � �j � j � �� � � � � N � my pri�

hodim k matrice eGjk� Sledovatel�no� i v 
tom sluqae dual�nye
pol� ne da�t nikakogo vklada v vakuumnoe sredneeeGjk � eG�

jk � 
jkZj � t��k� �j� � t��j � �k�� ������

Sleduet otmetit�� qto determinantnye formuly bez dual��
nyh pole� dl� qastnyh sluqaev skal�rnyh proizvedeni� by�
li izvestny ranee� Tak� formula ������� opisyva�wa� proiz�
vedenie sobstvenno� funkcii transfermatricy na proizvol��
nu� funkci�� vpervye byla poluqena v 	��� Formula ������ dl�
kvadrata normy sobstvenno� funkcii byla na�dena v rabote
	��� Tem ne menee� pr�mogo dokazatel�stva 
kvivalentnosti 
tih
predstavleni� i formul ������� ����
� do sih por ne suwestvova�
lo� Kak bylo pokazano� takoe pr�moe dokazatel�stvo opiraets�
na suwestvovanie ves�ma netrivial�nogo to�destva� kotoromu
udovletvor��t dual�nye pol�� Ne iskl�qeno� qto suwestvu�t
i drugie� ne izvestnye poka to�destva� kotorye pomogut iskl��
qit� dual�nye pol� ne tol�ko iz skal�rnyh proizvedeni�� no i
iz bolee slo�nyh ob�ektov � takih� naprimer� kak korrel�cion�
nye funkcii�
Nasto�wa� rabota byla vypolnena pri finansovo� podder�ke
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Slavnov N� A� On an identity for dual �elds�

The identity is derived which gives an opportunity to exclude auxiliary quantum

operators ��dual �elds�� in formulae representing scalar products as determinants in

some important particular cases� This identity is important for calculating correlation

functions by means of the algebraic Bethe Ansatz�
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