
Сибирский математический журнал
Ноябрь—декабрь, 2022. Том 63, № 6

УДК 517.51+517.54

НЕРАВЕНСТВА ХАРДИ ДЛЯ ВЕСА

ЯКОБИ И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ

Р. Г. Насибуллин

Аннотация. Доказываются новые неравенства типа Харди для весовой функции
Якоби. Полученные неравенства содержат дополнительные слагаемые с весовыми
функциями, характерными для неравенств Пуанкаре — Фридрихса. Одна из кон-
стант в неравенстве является неулучшаемой. Рассматриваются применения полу-
ченных неравенств к расширению известных классов однолистных аналитических
функций в односвязных областях. Получены условия однолистности в терминах
оценки производной Шварца аналитической в единичном круге, во внешности еди-
ничного круга и в правой полуплоскости функции.
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1. Введение

Cтатья посвящена неравенствам, связывающим функцию и ее производную

в интегральном соотношении, а именно неравенствам типа Харди и Пуанкаре —

Фридрихса. Классическое одномерное неравенство Харди (см., например, [1–5])

для абсолютно непрерывной функции u : [0,+∞)→ R такой, что u(0) = 0, u 6≡ 0

и u′ ∈ L2(0,+∞), выглядит следующим образом:

+∞∫

0

u(t)2

t2
dt < 4

+∞∫

0

u′(t)2 dt.

Константа 4 в этом неравенстве точная, хотя не существует экстремальной

функции u 6≡ 0, на которой достигается равенство. Данное неравенство мож-

но рассматривать как вложение функционального пространства квадратично

интегрируемых функций L2(0,+∞) в себя, а точную константу — как норму

соответствующего линейного оператора (см., например, [6–9]).

Широкое распространение также получили одномерные и многомерные ве-

совые неравенства типа Харди [1–31]. В статьях [29, 31] получены условия на

весовые функции, которые необходимы и достаточны для выполнения соответ-

ствующих неравенств. Кроме того, известны неравенства типа Харди с конкрет-

ными ядрами, например, имеющими логарифмические особенности [13, 24, 25].

Штрафной логарифмический множитель иногда может компенсировать любое

«плохое» поведение границы области [13].

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 18–11–
00115).
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В. Левин в [26] получил ряд неравенств со степенными особенностями на

конечном отрезке. Например, он установил точность константы 4 также в нера-

венстве
1∫

0

u2(t)

t2
dt < 4

1∫

0

u′2(t) dt (1)

для всех абсолютно непрерывных функций u 6≡ 0 таких, что u(0) = 0 и u′ ∈
L2(0, 1).

Последнее неравенство интересно сравнить с другим результатом В. Левина

из той же статьи [26] для другой весовой функции. Он доказал, что имеет место

неравенство

1∫

0

u2(t)

t2(2− t)2 dt <
1∫

0

u′2(t) dt, u(0) = 0, u 6≡ 0, u′ ∈ L2(0, 1). (2)

Неравенство (2) является усилением (1), несмотря на то, что константа 4 в (1)

оптимальна. Возможность усиления неравенства типа Харди без уменьшения

точной константы является отличительной чертой неравенств этого вида.

Заметим, что, применяя (2) к двум функциям u(t) = g(t−1) и u(t) = g(1−t),
несложно установить оценку

1∫

−1

g2(x)

(1 − x2)2
dx ≤

1∫

−1

g′2(x) dx, g(−1) = g(1) = 0, (3)

уже для весовой функции Якоби (1 − x2)−s при s = 2. В данной работе мы

отходим от классического определения веса как интегрируемой функции и далее

рассматриваем вес Якоби в случае s ∈ [0, 2].

Неравенство Пуанкаре — Фридрихса для того же класса абсолютно непре-

рывных функций u таких, что u(−1) = u(1) = 0 и u′ ∈ L2(0,∞), имеет следую-

щий вид:
1∫

−1

u2(t) dt ≤ 4

π2

1∫

−1

u′2(t) dt. (4)

Постоянная 4/π2 является точной, причем равенство достигается для функции

u(t) = C sin πt
2 (см., например, [10, 26, 32]).

Интересный и красивый мостик между неравенствами Харди (1) и Пуанка-

ре — Фридрихса (4) нашли Ф. Г. Авхадиев и Вирс в [10]. Они показали, что для

всех непрерывно дифференцируемых функций u таких, что u(−1) = u(1) = 0,

справедливо точное неравенство

p2 − ν2q2

4

1∫

−1

u2(t)

δ(t)p+1
dt+

q2λ2

4

1∫

−1

u2(t)

δ(t)p+1−q
dt ≤

1∫

−1

u′2(t)

δ(t)p−1
dt, (5)

где p > 0, q > 0, ν ∈
[
0, pq

]
, δ(t) = max{t − 1; 1 − t} = 1 − |t| — функция

расстояния до границы области и константа λ является решением специального

уравнения для функции Бесселя Jν порядка ν, а именно, следующего уравнения

типа Лэмба:

pJν(λ) + qλJ ′ν(λ) = 0.
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Константы (p2 − ν2q2)/4 и q2λ2/4 в этом неравенстве точные. Отметим лишь,

что при ν > 0 существует экстремальная функция, на которой достигается

равенство, а при ν = 0 Ф. Г. Авхадиев и Вирс построили минимизирующую

последовательность, через которую показали точность и недостижимость кон-

станты.

Цель статьи — получить аналогичный мостик между неравенствами (3) и

(4). Будем исследовать неравенство вида

Cp,q,ν

ρ∫

−ρ

u2(t)

(1− t2)p+1
dt+Kp,q,ν

ρ∫

−ρ

u2(t)

(1− t2)p+1−q
dt ≤

ρ∫

−ρ

u′2(t)

(1− t2)p−1
dt, (6)

где ρ ∈ (0, 1], а через Cp,q,ν и Kp,q,ν в этом неравенстве обозначены точные

константы.

Ясно, что справедливо аналогичное связи между конформным радиусом и

функцией расстояния до границы области неравенство δ(t) ≤ 1− t2 ≤ 2δ(t). Ис-

пользуя эту двустороннюю оценку, при ν ∈ [0, p/q] и q ∈ (0, p+1] из (6) несложно

получить неравенство Авхадиева — Вирса (5). Следовательно, учитывая точ-

ность констант в (5), получаем верхние оценки постоянных

Cp,q,ν ≤ p2 − ν2q2 и Kp,q,ν ≤ q2λ22p−q−3.

В данной статье будет показано, что точная константа Cp,q,ν = p2 − ν2q2.
Впервые неравенства типа Харди с дополнительными слагаемыми были по-

лучены В. Г. Мазьёй [2], и множество работ (см., например, [10, 14–20]) по этой

теме последовало после статьи [14]. Актуальность и популярность неравенств

типа Харди связана с их широким применением в математике и математической

физике. В данной работе рассмотрим применения неравенств Харди для весов

Якоби для получения, точнее сказать, расширения, классов однолистных ана-

литических в единичном круге D = {z ∈ C : |z| < 1} функций. Геометрическая

теория функций, в частности тематика достаточных условий однолистности го-

ломорфных, гармонических или бигармонических функций, очень богата ре-

зультатами и оригинальными методами доказательства [32–39]. Поэтому лишь

упомянем некоторые подходы, которые будем использовать в данной статье.

Пусть f(z) является голоморфной функцией в единичном круге D за исклю-

чением конечного или счетного множества полюсов. Такую функцию называ-

ют мероморфной. Будем рассматривать способ получения достаточных условий

однолистности, основанный на оценке производной Шварца или, как еще часто

называют, шварциана функции f(z):

Sf(z) =
f ′′′

f ′
− 3

2

(
f ′′

f ′

)2

.

На первый взгляд, достаточно сложно понять, как связаны неравенства Харди

для абсолютно непрерывных функций с достаточными условиями однолист-

ности аналитических функций, при этом через оценку модуля производной

Шварца. Оказывается, существует связь (см. подробнее [32–36]) однолистности

функции f с неколеблемостью решения дифференциального уравнения

w′′ + P (z)w′ +Q(z)w = 0, z ∈ D,
где P (z) — некоторая аналитическая функция, а Q(z) находится из соотноше-

ния 2Q(z)−P ′(z)−P 2(z)/2 = Sf (z). Именно эта связь с неколеблемостью реше-

ния дифференциального уравнения позволяет объединить два разных объекта:

неравенства Харди и достаточные условия однолистности.
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Например, в [33] (см. также [34]) приведена следующая теорема, получен-

ная этим методом.

Теорема A. Мероморфная в D функция f(z) однолистна в D, если при
некотором наборе вещественных неотрицательных параметров n, ak и µk, k =

1, n, выполняется неравенство

|Sf (z)| ≤
n∑

k=1

akA(µk)

(1− |z|2)µk
, z ∈ D,

причем a1 + a2 + · · · + an ≤ 1, 0 ≤ µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µn ≤ 2, постоянные
В. В. Покорного имеют вид

A(µ) =

{
23µ−1π2(1−µ), 0 ≤ µ ≤ 1,

23−µ, 1 ≤ µ ≤ 2.

В [37] показано, что при µ ∈ [1, 2] в постоянных В. В. ПокорногоA(µ) вместо

23−µ можно взять 2(3−µ). В разд. 4 применим следствия из неравенства (6) для

расширения класса однолистных аналитических в круге функций, приведенного

в теореме A. А именно, покажем, что при µ ∈ [1, 2] постоянную 23−µ в A(µ)

можно заменить на P2−µ, где

Pq =





1 при q = 0,

λq при q ∈ (0, q0),
(
λα

2α

) 1−q
1−α 2q при q ∈ (q0, 1],

2 при q = 1

для любого α ∈ (0, q0), q0 ≈ π2

18 и константа
√
λq/q определяется как решение

следующего уравнения типа Лэмба:

−q2λ2Jν(λ) + qλJν−1(λ) = 0, λ ∈ (0, jν).

Здесь jν — первый положительный корень функции Бесселя Jν .
Данная статья устроена следующим образом. В разд. 2 приведены извест-

ные и доказаны новые вспомогательные утверждения. Для простоты изложения

отдельные участки доказательства основных результатов вынесены и приведе-

ны в виде лемм. В разд. 3 получены непосредственно основные результаты,

приведены наиболее интересные следствия и рассмотрены некоторые приме-

ры. В разд. 4 описаны подробнее известные результаты из теории однолистных

функций. Приведен новый (точнее расширенный) класс однолистных меро-

морфных функций в круге. Также рассмотрены функции, мероморфные во

внешности единичного круга, в произвольной односвязной области и в правой

полуплоскости.

2. Вспомогательные утверждения

Пусть p, q и ν — произвольные положительные числа, отображение z :

[0, 1] → [0, 1] непрерывно дифференцируемо и z(0) = 0, z(1) = 1. Через Jν
обозначим функцию Бесселя порядка ν, определенную следующим образом:

Jν(t) =

∞∑

k=0

(−1)kt2k+ν

22k+νk!� (k + 1 + ν)
.
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В этом разделе рассмотрим некоторые известные свойства и докажем новые

необходимые ниже свойства функции y(t) = z(t)p/2Jν(λz(t)
q/2), где положи-

тельная константа λ не превосходит первый положительный корень jν функ-

ции Бесселя Jν , при этом λ такая, что p − qλJ ′n(λ)/Jν(λ) ≥ K для некоторого

неотрицательного K.

Лемма 1. Для функции y(t) при t ∈ (0, 1] справедливы равенства

y′(t)

y(t)
=
z′(t)

2z(t)

(
p+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)q/2)

Jν(λz(t)q/2)

)
,

y′′(t)

y(t)
=
z′′(t)

2z(t)

(
p+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)q/2)

Jν(λz(t)q/2)

)

+
z′(t)2

4z(t)2

(
−p2 + q2ν2 − q2λ2

z(t)−q
+ 4(p− 1)

y′(t)z(t)

y(t)z′(t)

)
.

Доказательство. Первое равенство легко следует из того, что

y′(t) =
z′(t)

2
(pz(t)

p−2
2 Jν(λz(t)q/2) + qλz(t)

p+q−2
2 J ′ν(λz(t)q/2)).

Для доказательства второго равенства воспользуемся следующим дифференци-

альным уравнением для функции Бесселя Jν порядка ν:

z2J ′′ν (z) + zJ ′ν(z) + (z2 − ν)Jν(z) = 0.

Непосредственные вычисления дают

y′′(t)− z′′(t)y′(t)

z′(t)

=
z′(t)2

4

(
p(p− 2)z(t)

p−4
2 Jν(λz(t)

q
2 ) +

z′(t)2

4
pqλz(t)

p+q−4
2 J ′ν(λz(t)

q
2

)

+
z′(t)2

4
(qλ(p+ q − 2)z(t)

p+q−4
2 J ′ν(λz(t)

q
2 ) + q2λ2z(t)

p+2q−4
2 J ′′ν (λz(t)

q
2 ))

=
z′(t)2

4
(p(p− 2)z(t)

p−4
2 Jν(λz(t)

q
2 ) + qλ(2p− 2)z(t)

p+q−4
2 J ′ν(λz(t)

q
2 ))

+
z′(t)2

4
q2z(t)

p−4
2 (λz(t)

q
2 J ′ν(λz(t)

q
2 ) + λ2z(t)qJ ′′ν (λz(t)

q
2 ))

=
z′(t)2

4
(p(p− 2)z(t)

p−4
2 Jν(λz(t)

q
2 ) + qλ(2p− 2)z(t)

p+q−4
2 J ′ν(λz(t)

q
2 ))

− z′(t)2

4
q2z(t)

p−4
2 (λ2z(t)q − ν2)Jν(λz(t)

q
2 ).

Следовательно,

y′′(t)

y(t)
=
z′′(t)

2z(t)

(
p+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

)

+
z′(t)2

4z(t)2

(
p2 − 2p+ q2ν2 − q2λ2

z(t)−q
+ qλ(2p− 2)z(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

)

=
z′′(t)

2z(t)

(
p+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

)
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+
z′(t)2

4z(t)2

(
−p2 + q2ν2 − q2λ2

z(t)−q
+ 2(p− 1)

(
p+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

))

=
z′′(t)

2z(t)

(
p+qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

)
+
z′(t)2

4z(t)2

(
−p2+q2ν2− q2λ2

z(t)−q
+4(p−1)

y′(t)z(t)

y(t)z′(t)

)
,

что доказывает лемму 1.

Лемма 2. Пусть ρ ∈ [0, 1], p ∈ (0,+∞) и q ∈ (0,+∞), а также ν ≥ 0 и
t ∈ [0, ρ]. Если z : [0, 1] → [0, 1] является непрерывно дифференцируемой, воз-
растающей и вогнутой функцией, кроме того, удовлетворяет граничным усло-

виям z(0) = 1 и z(1) = 1, то функция h(t) = z(t)y
′(t)
y(t) убывающая. При этом

inf
t∈[0,ρ]

h(t) = z(ρ)
y(ρ)

y(ρ)
, sup

t∈[0,1]

h(t) = lim
t→0

h(t).

Доказательство. Для доказательства убывания функции проверим, что

h′(t) ≤ 0 при t ∈ (0, ρ]. Непосредственными вычислениями получим

h′(t) = z′(t)
y′(t)

y(t)
+ z(t)

y′′(x)

y(t)
− z(t)

(
y′(t)

y(t)

)2

=
z′(t)2

2z(t)

(
p+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

)

− z′(t)2

4z(t)

(
p+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

)2

+
z′′(t)

2

(
p+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

)

+
z′(t)2

4z(t)

(
−p2 + q2ν2 − q2λ2

z(t)−q
+ 2(p− 1)

(
p+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

))

=
q2z′(t)2

4z(t)

(
ν2−λ2zq(t)−λ2zq(t)

(
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

)2)
+
z′′(t)

2

(
p+qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

)
.

Докажем, что два слагаемых в последнем равенстве отрицательны. Для этого

рассмотрим функцию (из второго слагаемого)

v(t) = p+ qλz(t)
q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )
,

производная которой

v′(t) =
q2z′(t)

2z(t)

(
ν2 − λ2zq(t)− λ2zq(t)

(
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

)2)

по знаку совпадает со знаком первого слагаемого и, как покажем ниже, отри-

цательна. Следовательно, используя определение постоянной λ, получим

p+ qλz(t)
q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )
≥ inf

t∈(0,1)
p+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

= p+ qλ
J ′ν(λ)

Jν(λ)
≥ K,

и так как z′′(t) ≤ 0 при t ∈ [0, 1], то

A :=
z′′(t)

2

(
p+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

)
≤ 0.

Рассмотрим два случая.

Случай 1: ν = 0. Имеем

h′(t) = −q
2z′(t)2

4z(t)

(
λ2zq(t) + λ2zq(t)

(
J ′0(λz(t)

q/2)

J0(λz(t)q/2)

)2)
+A ≤ 0.
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Случай 2: ν > 0. Ясно, что

B := ν2 − λ2zq(t)− λ2zq(t)

(
J ′ν(λz(t)q/2)

Jν(λz(t)q/2)

)2

= ν2

(
1− λ2zq(t)

ν2
− λ2zq(t)

ν2

(
J ′ν(λz(t)

q/2)

Jν(λz(t)q/2)

)2)
.

Пусть теперь w = λz(t)q/2 ∈ (0, jn). Используя соотношения (см. [40, с. 17])

J ′ν(w) =
Jν−1(w) − Jν+1(w)

2
, Jν(z) =

w(Jν−1(w) + Jν+1(w))

2ν
,

имеем

B = ν2

(
1−

(
Jν−1(w) − Jν+1(z)

Jν−1(w) + Jν+1(w)

)2

− w2

ν2

)

= ν2

(
4Jν+1(w)

Jν−1(w) + Jν+1(z)
− 4J2

ν+1(w)

(Jν−1(w) + Jν+1(w))2
− w2

ν2

)

= ν2

(
w2

ν(ν + 1)

Jν(w) + Jν+2(z)

Jν(w)
− w2

ν2

J2
ν+1(w)

J2
ν (z)

− w2

ν2

)

= w2

(
2ν

w

Jν+1(w)

Jν(w)
− J2

ν+1(w)

J2
ν (w)

− 1

)
= w2

(
−1 +

Jν+1(w)Jν−1(w)

J2
ν (w)

)
.

Известно, что для функции Бесселя справедливо следующее равенство (см. [40,

с. 152]):

w2
(
J2
ν−1(z)− Jν−2(z)Jν(w)

)
= 4

∞∑

n=0

(ν + 2n)J2
ν+2n(w).

Поэтому

B =
w2

J2
ν (w)

(
Jν+1(z)Jν−1(w) − J2

ν (w)
)

= − 4

wJ2
ν (z)

∞∑

n=0

(ν + 2n+ 1)J2
ν+2n+1(w) ≤ 0.

Следовательно, h′(t) = A+B ≤ 0.

Таким образом, функция h(t) убывающая на всем отрезке и, как следствие,

супремум достигается в левом конце промежутка [0, ρ], а инфимум — в пра-

вом. �

Если положим z(t) = t(2 − t), то в условиях леммы 2 получим следующее

утверждение.

Следствие 1. Функция h(t) = z(t)y
′(t)
y(t) убывает и принимает только поло-

жительные значения.

Доказательство. Имеет место равенство

z(t)
y′(t)

y(t)
= (1− t)

(
p+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)q/2)

Jν(λz(t)q/2)

)
.

Следовательно,

inf
z∈[0,ρ]

z(t)
y′(t)

y(t)
= z(ρ)

y′(ρ)

y(ρ)
≥ z(1)

y′(1)

y(1)
≥ 0. �

Замечание 1. В [19, 20] авторы использовали аналогичный подход для

доказательства убывания соответствующей функции. При z(t) = t и ρ = 1

получим утверждение из [19].
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3. Основные результаты

Данный раздел посвящен неравенствам для двух видов весовых функций:

для веса Якоби и веса, являющегося степенью функции z(t) = t(2− t). Обратим

внимание на то, что в оценках для веса Якоби стоит знак строго неравенства

— это является существенным фактом при дальнейшем применении этих нера-

венств для расширения классов однолистных аналитических функций. Также

приведем наиболее интересные, на наш взгляд, следствия, рассмотрим неко-

торые частные случаи в виде примеров и сравним полученные оценки с из-

вестными неравенствами. В конце некоторых пунктов в виде замечаний дадим

возможное направление обобщения полученных результатов.

Неравенства на отрезке [0, ρ]. В этом пункте рассмотрим неравенства с

дополнительными слагаемыми для абсолютно непрерывной функции u : [0, ρ]→
R такой, что u(0) = 0. Полученные утверждения будем использовать для дока-

зательства неравенств для веса Якоби.

Теорема 1. Пусть ρ ∈ (0, 1), p > 0, q > 0 и ν ∈ [0, p/q], а функция u

абсолютно непрерывная и такая, что u(0) = 0 и u′(·)z(·) 1
2−

p
2 ∈ L1(0, ρ). Тогда

справедливо следующее неравенство:

ρ∫

0

u′2(t)

z(t)p−1
dt ≥ (p2 − q2ν2)

ρ∫

0

u2(t)

z(t)p+1
dt+ q2λ2

0

ρ∫

0

u2(t)

z(t)p+1−q
dt

+

(
p− p2 + q2ν2 − qν − q2λ2

0 + qλ0
Jν−1(λ0)

Jν(λ0)

) ρ∫

0

u2(t)

zp(t)
dt,

где z(t) = t(2−t) и константа λ0 находится как решение следующей экстремаль-
ной задачи:

sup

{
λ : p− p2 + q2ν2 − qν − q2λ2 + qλ

Jν−1(λ)

Jν(λ)
≥ 0

}
.

Константа p2 − q2ν2 наилучшая из возможных.

Доказательство. Предположим, что λ ∈ (0, jν), где jν — первый поло-

жительный корень функции Бесселя Jν порядка ν. Используя метод интегри-

рование по частям, получим

A :=

ρ∫

0

1

z(t)p−1

(
y′(t)− u(t)

y′(t)

y(t)

)2

dt

=

ρ∫

0

u′2(t)

z(t)p−1
dt−

ρ∫

0

y′(t)

y(t)

du2(t)

z(t)p−1
+

ρ∫

0

f2(t)

z(t)p−1

y′2(t)

y2(t)
dt

=

ρ∫

0

u′2(t)

z(t)p−1
dt− lim

t→ρ

y′(t)

y(t)

u2(t)

z(t)p−1
+ lim

t→0

y′(t)

y(t)

u2(x)

z(t)p−1

+

ρ∫

0

u2(t)

z(t)p−1

(
y′′(t)

y(t)
− (p− 1)

z′(t)

z(t)

y′(t)

y(t)

)
dt.
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Очевидно, что A = 0, если u(t) = y(t) = z(t)p/2Jν(λz(t)
q/2).

Для функции Бесселя порядка ν и ее производной J ′ν известны асимптоти-

ческие поведения вблизи нуля:

Jν(t)→ 1

� (ν + 1)

(
t

2

)ν

при t→ 0 и J ′ν(t)→
1

2� (ν)

(
t

2

)ν−1

при t→ 0,

которые легко получить, используя разложение функции Бесселя в ряд. Здесь

через � обозначена гамма-функция Эйлера. Следовательно,

lim
t→0

z(t)
y′(t)

y(t)
= lim

t→0
(1 − t)

(
p+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)q/2)

Jν(λz(t)q/2)

)
= p+ νq.

Применяя неравенство Гёльдера и представление абсолютно непрерывной функ-

ции u(t) =
t∫
0

u′(x) dx, имеем

u2(t) ≤




t∫

0

|u′(x)| dx




2

≤
t∫

0

z(x)p−1 dx

t∫

0

|u′(x)|2
z(x)p−1

dx ≤ z(t)p

p

t∫

0

|u′(x)|2
z(x)p−1

dx.

Таким образом,

lim
t→0

u2(t)

z(t)p−1

y′(t)

y(t)
= 0.

Используя положительность функции z(t)y′(t)/y(t) при t ∈ [0, ρ] (см. след-

ствие 1), можно считать, что

lim
t→ρ

y′(t)

y(t)

u2(t)

z(t)p−1
≥ 0,

далее пренебрегаем этим членом.

Принимая во внимание лемму 1, получим

y′′(t)

y(t)
− (p− 1)

z′(t)

z(t)

y′(t)

y(t)

=
z′′(t)

2z(t)

(
p+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q/2)

Jν(λz(t)q/2)

)
− z′(t)2

4z(t)2

(
p2 − q2ν2 +

q2λ2

z(t)−q

)

= − 1

z(t)

(
p+ qλz(t)

q
2

J ′ν(λz(t)q/2
)

Jν(λz(t)q/2)

)
− 1− z(t)

z(t)2

(
p2 − q2ν2 +

q2λ2

z(t)−q

)

= − 1

z(t)2

(
p2−q2ν2+

q2λ2

z(t)−q

)
− 1

z(t)

(
−p2+q2ν2− q2λ2

z(t)−q
+p+qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

)
.

Следовательно,

ρ∫

0

u′2(t)

z(t)p−1
dt ≥

ρ∫

0

u2(t)

z(t)p+1

(
p2 − q2ν2 +

q2λ2

z(t)−q

+ z(t)

(
p− p2 + q2ν2 − q2λ2

z(t)−q
+ qλz(t)

q
2
J ′ν(λz(t)

q
2 )

Jν(λz(t)
q
2 )

))
dt.
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Рассмотрим функцию

hλ(x) := p− p2 + q2ν2 − q2λ2z(x)q + qλz(x)
q
2
J ′ν(λz(x)

q/2)

Jν(λz(x)q/2)
,

которая по лемме 2 убывающая, при этом

inf
x∈[0,ρ]

hλ(x) = hλ(ρ) > hλ(1) =

(
p− p2 + q2ν2 − q2λ2 + qλ

J ′ν(λ)

Jν(λ)

)
.

Теперь константу λ0 будем искать как решение следующей экстремальной за-

дачи:

sup{λ : hλ(1) ≥ 0},
т. е. λ0 — это наибольшее положительное число, для которого hλ(1) неотри-

цателен. Такой выбор λ0 позволит считать, что второй интеграл положителен.

Кроме того, имеем

y′(ρ)

y(ρ)
=

(1− ρ)
z(ρ)

(
p+qλz(ρ)

q
2
J ′ν(λz(ρ)q/2)

Jν(λz(ρ)q/2)

)
≥ (1− ρ)

z(ρ)
(hλ(1)+p2−q2ν2+q2λ2) ≥ 0.

Таким образом,

ρ∫

0

u′2(t)

z(t)p−1
dt ≥

ρ∫

0

u2(t)

z(t)p+1

(
p2 − q2ν2 +

q2λ2
0

z(t)−q

)
dt+ hλ(1)

ρ∫

0

u2(t)

zp(t)
dt.

Используя известное (см., например, [40]) равенство для функции Бесселя

zJ ′ν(z) = −νJν(z) + zJν−1(z),

получим константу hλ(1) =
(
p−p2+q2ν2−qν−q2λ2

0+qλ0
Jν−1(λ0)
Jν(λ0)

)
из утверждения

теоремы.

Точность константы p − ν2q2 при p ∈ (0, 1] и q ∈ (0, p+ 1] следует из срав-

нения неравенства теоремы 1 с неравенством Авхадиева — Вирса (5). Действи-

тельно, из теоремы 1 несложно получить следующую оценку:

ρ∫

0

u′2(t)

tp−1
dt ≥ p2 − q2ν2

4

ρ∫

0

u2(t)

tp+1
dt+

q2λ2
0

22−q

ρ∫

0

u2(t)

tp+1−q
dt

+
1

2

(
p− p2 + q2ν2 − qν − q2λ2

0 + qλ0
Jν−1(λ0)

Jν(λ0)

) ρ∫

0

u2(t)

tp
dt

с точной константой (p2 − q2ν2)/4, т. е. если в нашем неравенстве константа

будет больше чем p2 − q2ν2, то получим противоречие с неулучшаемым нера-

венством Авхадиева — Вирса. �

Замечание 2. Можно выбирать λ0 как максимальное число, для кото-

рого hλ(ρ) ≥ 0. При этом константы уже будут зависеть от величины ρ, что

характерно для неравенств Пуанкаре — Фридрихса.

При hλ(1) = 0 из теоремы 1 получим
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Следствие 2. Пусть ρ ∈ (0, 1), p > 0, q > 0 и ν ∈ [0, p/q], а функция u
абсолютно непрерывная и такая, что u(0) = 0. Тогда справедливо следующее
неравенство:

ρ∫

0

u′2(t)

z(t)p−1
dt ≥ (p2 − q2ν2)

ρ∫

0

u2(t)

z(t)p+1
dt+ q2λ2

0

ρ∫

0

u2(t)

z(t)p+1−q
dt,

где z(t) = t(2−t) и константа λ0 находится как решение следующего уравнения:

(p− p2 + q2ν2 − qν − q2λ2)Jν(λ) + qλJν−1(λ) = 0.

Если в неравенстве теоремы 1 перейдем к пределу при λ→ 0, то получим

Следствие 3. Пусть ρ ∈ (0, 1), p > 0, q > 0 и ν ∈ [0, p/q], а функция u
абсолютно непрерывная и такая, что u(0) = 0. Тогда

ρ∫

0

u′2(t)

z(t)p−1
dt ≥ (p2 − q2ν2)

ρ∫

0

u2(t)

z(t)p+1
dt+ (p− p2 + q2ν2 + qν)

ρ∫

0

u2(t)

z(t)p
dt.

При hλ(1) = 0, p = 1, q = 1
ν теорема 1 дает

Следствие 4. Пусть ρ ∈ (0, 1), q > 0 и ν = 1/q, а функция u абсолютно
непрерывная и такая, что u(0) = 0 и u′ ∈ L2(0, ρ). Тогда

ρ∫

0

u′2(t) dt ≥ q2λ2
0

ρ∫

0

u2(t)

z(t)2−q
dt,

где z(t) = t(2−t) и константа λ0 находится как решение следующего уравнения:

−q2λ2Jν(λ) + qλJν−1(λ) = 0.

Если p = ν и q = 1, то из следствия 2 имеем

Следствие 5. Пусть ρ ∈ (0, 1) и ν > 0, а функция u абсолютно непрерыв-
ная и такая, что u(0) = 0 и z(1−ν)/2u′ ∈ L2(0, ρ). Тогда справедливо следующее
неравенство:

ρ∫

0

u′2(t)

z(t)ν−1
dt ≥ λ0Jν−1(λ0)

Jν(λ0)

ρ∫

0

u2(t)

z(t)ν
dt,

где z(t) = t(2−t) и константа λ0 находится как решение следующего уравнения:

−q2λ2Jν(λ) + qλJν−1(λ) = 0.

Рассмотрим некоторые конкретные примеры.

Пример 1. Пусть p = 1 и ν = 0. Тогда из следствия 2 при ρ→ 1 получим

следующее известное неравенство с точной константой:

1∫

0

u′2(t) dt >

1∫

0

u2(t)

t2(2− t)2 dt.

Пример 2. Пусть p = 1, ν = 1 и q = 1. Тогда из следствия 2 при ρ → 1

получим следующее известное неравенство с точной константой:

1∫

0

u′2(t) dt ≥ 2

1∫

0

u2(t)

t(2− t) dt.

Неравенства для веса Якоби. Получим неравенства для веса Якоби.

Будем рассматривать случай p = 1.
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Теорема 2. Пусть ρ ∈ (0, 1), q ∈ (0, 2] и ν ∈ [0, 1/q], а функция g абсолютно
непрерывная и такая, что g(−ρ) = g(ρ) = 0 и g′ ∈ L2(−ρ, ρ). Тогда справедливо
следующее неравенство:

ρ∫

−ρ

g′2(t) dt > (1− q2ν2)

ρ∫

−ρ

g2(t)

(1− t2)2 dt+ q2λ2
0

ρ∫

−ρ

g2(t)

(1− t2)2−q
dt

+

(
q2ν2 − qν − q2λ2

0 + qλ0
Jν−1(λ0)

Jν(λ0)

) ρ∫

−ρ

g2(t)

1− t2 dt,

где константа λ0 находится как решение следующей экстремальной задачи:

sup

{
λ : q2ν2 − qν − q2λ2 + qλ

Jν−1(λ)

Jν(λ)
≥ 0

}
.

Постоянная 1− q2ν2 наилучшая из возможных.

Доказательство. При p = 1 как следствие теоремы 1 имеем

ρ∫

0

u′2(t) dt ≥ (1− q2ν2)

ρ∫

0

u2(t)

z(t)2
dx+ q2λ2

0

ρ∫

0

u2(t)

z(t)2−q
dt

+

(
q2ν2 − qν − q2λ2

0 + qλ0
Jν−1(λ0)

Jν(λ0)

) ρ∫

0

u2(t)

z(t)
dt.

Применяя это неравенство к двум функциям u(t) = g(t − ρ) и u(t) = g(ρ − t),
соответственно получим

0∫

−ρ

g′2(x) dx ≥ (1− q2ν2)

0∫

−ρ

g2(x)

z(x+ ρ)2
dx+ q2λ2

0

0∫

−ρ

g2(x)

z(x+ ρ)2−q
dx

+

(
q2ν2 − qν − q2λ2

0 + qλ0
Jν−1(λ0)

Jν(λ0)

) 0∫

−ρ

g2(x)

z(x+ ρ)
dx,

ρ∫

0

g′2(x) dx ≥ (1− q2ν2)

ρ∫

0

g2(t)

z(ρ− x)2 dx+ q2λ2
0

ρ∫

0

g2(x)

z(ρ− x)2−q
dx

+

(
q2ν2 − qν − q2λ2

0 + qλ0
Jν−1(λ0)

Jν(λ0)

) ρ∫

0

g2(x)

z(ρ− x) dx.

Несложно показать, что если ρ ∈ (0, 1) и x ∈ [−ρ, 0], то

z(x+ ρ) = (x + ρ)(2− ρ− x) < 1− x2,

и что если ρ ∈ (0, 1) и x ∈ [0, ρ], то

z(ρ− x) = (ρ− x)(2 − ρ+ x) < 1− x2.
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Следовательно,

0∫

−ρ

g′2(x) dx > (1− q2ν2)

0∫

−ρ

g2(x)

(1− x2)2
dt+ q2λ2

0

0∫

−ρ

g2(x)

(1− x2)2−q
dx

+

(
q2ν2 − qν − q2λ2

0 + qλ0
Jν−1(λ0)

Jν(λ0)

) 0∫

−ρ

g2(x)

1− x2
dx,

ρ∫

0

g′2(x) dx > (1− q2ν2)

ρ∫

0

g2(x)

(1− x2)2
dx+ q2λ2

0

ρ∫

0

g2(x)

(1 − x2)2−q
dx

+

(
q2ν2 − qν − q2λ2

0 + qλ0
Jν−1(λ0)

Jν(λ0)

) ρ∫

0

g2(x)

1− x2
dx.

Суммируя последние два неравенства, получим утверждения теоремы. Точ-

ность константы 1− q2ν2 обосновывается точно так же, как и в теореме 1. �

Замечание 3. Теорему 2 можно обобщить на случай p ∈ (0, 1].

Из теоремы 2 несложно получить

Следствие 6. Пусть ρ ∈ (0, 1), q > 0 и ν ∈ [0, 1/q], а функция g является
абсолютно непрерывной такой, что g(−ρ) = g(ρ) = 0 и g′ ∈ L2(−ρ, ρ). Тогда
справедливо следующее неравенство:

ρ∫

−ρ

g′2(t) dt > (1− ν2q2)

ρ∫

−ρ

g2(t)

(1 − t2)2 dt+ q2λ2
0

ρ∫

−ρ

g2(t)

(1− t2)2−q
dt,

где константа λ0 находится как решение уравнения

(q2ν2 − qν − q2λ2)Jν(λ) + qλJν−1(λ) = 0, λ ∈ (0, jν). (7)

Следствие 7. Пусть ρ ∈ (0, 1), q > 0 и ν = 1/q, а функция g абсолютно
непрерывная и такая, что g(−ρ) = g(ρ) = 0 и g′ ∈ L2(−ρ, ρ). Тогда справедливо
следующее неравенство:

ρ∫

−ρ

g′2(t) dt > λq

ρ∫

−ρ

g2(t)

(1 − t2)2−q
dt,

где λq = q2λ2
0, а константа λ0 находится как решение уравнения

−q2λ2Jν(λ) + qλJν−1(λ) = 0, λ ∈ (0, jν). (8)

Сравнение констант. При обосновании достаточных условий однолист-

ности Ф. Г. Авхадиев использовал следующее неравенство для любой абсолютно

непрерывной функции:

C(q)

ρ∫

−ρ

g2(t)

(1− t2)2−q
dt <

ρ∫

−ρ

g′2(t) dt, g(−ρ) = g(ρ) = 0,
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где

C(q) =

{
24−3qπ2(q−1), q ∈ [1, 2],

2q, q ∈ [0, 1].

Покажем, что λq > C(q) при q ∈ (0, q0], где q0 — некоторое положительное

число. Для этого в уравнении (8) подставим λ = 2q/2

q . Такое значение можно

взять, так как при ν = 1/q имеет место двусторонняя оценка

2q/2

q
≤
√
ν(ν + 2) < jν ,

в которой первое неравенство легко проверяется. Подробнее о втором неравен-

стве см. в [10].

При таком выборе λ получим, что уравнение

−2qJν

(
2q/2

q

)
+ 2q/2Jν−1

(
2q/2

q

)
= 0

имеет решение q0 ≈ 0.5487159937198
(
≈ π2

18

)
. Следовательно, используя убыва-

ния функции −q2λ2 + qλJν−1(λ)
Jν(λ) , имеем

−2qJν

(
2q/2

q

)
+ 2q/2Jν−1

(
2q/2

q

)
> 0

при q ∈ (0, q0). Таким образом, λq > 2q при q ∈ (0, q0) и λq0 = 2q0 . Известно,

что постоянная Покорного C(0) = 1 точная, а мы показали, что

λq ≥ C(q)

при любом q ∈ (0, q0]. Следовательно, λq → 1 при q → 0.

Пусть теперь q ∈ [q0, 1) и α ∈ (0, q0). Тогда неравенство Гёльдера и извест-

ное неравенство
ρ∫

−ρ

g2(t)

1− t2 dt <
1

2

ρ∫

−ρ

g′2(t) dt

дают

ρ∫

−ρ

g2(t)

(1− t2)2−q
dt ≤

ρ∫

−ρ

(
g2(t)

(1− t2)2−α

) 1−q
1−α

(
g2(t)

1− t2
) q−α

1−α

dt < λ
− 1−q

1−α
α 2−

q−α
1−α

ρ∫

−ρ

g′2(t) dt,

где λα — константа неравенства следствия 7 при α ∈ (0, q0). Ясно, что
(
λα

2α

) 1−q
1−α 2q

> 2q при любом фиксированном q ∈ [q0, 1) и для любого α ∈ (0, q0). Непонятно,

как найти конкретное α0 ∈ (0, q0), для которого постоянная
(
λα

2α

) 1−q
1−α 2q будет

наибольшей. Если q → 1, то константа в нашем неравенстве будет равна двум.

Замечание 4. Аналогичные рассуждения показывают, что q2λ2
q больше

постоянной Ямашито (1 + q)/2. А именно, если положим λ0 = 1
q

√
1+q
2 , то

получим, что при любом q ∈ (0, 1]

−q2λ2
0J1/q(λ0) + qλJ1/q−1(λ0) > 0.

Таким образом, справедлива
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Теорема 3. Пусть ρ ∈ (0, 1), q > 0 и ν = 1/q, а функция g абсолютно
непрерывная и такая, что g(−ρ) = g(ρ) = 0 и g ∈ L2(−ρ, ρ). Тогда справедливо
следующее неравенство:

Pq

ρ∫

−ρ

g2(t)|
(1 − t2)2−q

dt <

ρ∫

−ρ

g′2(t) dt,

где постоянная

Pq =





1 при q = 0,

λq при q ∈ (0, q0),
(
λα

2α

) 1−q
1−α 2q при q ∈ (q0, 1],

2 при q = 1

для любого α ∈ (0, q0), константа
√
λq/q определяется как решение следующего

уравнения:

−q2λ2Jν(λ) + qλJν−1(λ) = 0, λ ∈ (0, jν),

а q0 ≈ π2

18 является корнем уравнения

−2qJν

(
2q/2

q

)
+ 2q/2Jν−1

(
2q/2

q

)
= 0.

Здесь jν — первый положительный корень функции Бесселя Jν .

Рассмотрим некоторые конкретные примеры.

Пример 3. Пусть ν = 3 и q = 1/3. Тогда уравнение (8) примет вид

−λ
2

9
+
λ

3

J2(λ)

J3(λ)
= 0.

Численное решение дает λ0 = 3.51832, т. е.
λ2
0

9 = 1.3754. Следовательно,

1.3754

ρ∫

−ρ

g2(t)

(1− t2)5/3 dt ≤
ρ∫

−ρ

g′2(t) dt.

В соответствующем неравенстве Ф. Г. Авхадиева C(1/3) = 1.2599.

Пример 4. Пусть ν = 4 и q = 1/4. Тогда уравнение (8) примет вид

−λ2J4(λ) + 4λJ3(λ) = 0.

Численное решение дает λ0 = 4.61256, т. е.
λ2
0

16 = 1.32973. Следовательно,

1.32973

ρ∫

−ρ

g2(t)

(1− t2)7/4 dt ≤
ρ∫

−ρ

g′2(t) dt.

В соответствующем неравенстве Ф. Г. Авхадиева C(1/4) = 1.18921.
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4. Условия однолистности Нехари — Покорного

В данном разделе укажем достаточные условия однолистности в терминах

оценки модуля производной Шварца функции f , мероморфной в единичном

круге D = {z ∈ C : |z| < 1}, а также получим достаточные условия однолистно-

сти в односвязных областях, отличных от круга.

Напомним, что производная Шварца или шварциан функции f(z) опреде-

ляется следующим образом:

Sf(z) =
f ′′′

f ′
− 3

2

(
f ′′

f ′

)2

.

Будем использовать связь однолистности функции f с неколеблемостью реше-

ния следующего дифференциального уравнения:

w′′ + P (z)w′ +Q(z)w = 0, z ∈ D,
где P (z) — некоторая аналитическая функция, а Q(z) находится из соотношения

2Q(z)− P ′(z)− P 2(z)/2 = Sf (z).

Связь неколеблемости дифференциального уравнения с однолист-

ностью. Функция f однолистна, если из f(z1) = f(z2) вытекает, что z1 = z2.
Как отмечено выше, будем использовать подход доказательства однолистности

функции f , связанный с неколеблемостью решения уравнения вида

w′′ +
1

2
Sf (z)w = 0,

т. е. рассмотрим случай P (z) = 0. Например, следующая теорема Нехари

получена с использованием такого подхода.

Теорема B. Мероморфная в круге D = {z ∈ C : |z| < 1} функция f(z)
однолистна в D, если

|Sf (z)| < 2S(|z|), |z| < 1,

причем мажоранта S(r) является непрерывной неотрицательной функцией и
удовлетворяет условиям

(1) S(r)(1 − r2)2 не возрастает по r при 0 < r < 1,
(2) дифференциальное уравнение y′′ + S(|t|)y = 0 при −1 < t < 1 имеет

решение y0(t) > 0.

Доказательство этой теоремы содержит ряд идей и полезных формул. При-

ведем с пояснениями отдельные фрагменты доказательства (ср. с [32, 34]), кото-

рые необходимы для понимания наших дальнейших выкладок и рассуждений.

Фрагменты доказательства теоремы. Доказательство будем вести от

противного. Пусть a ∈ (0, 1) и ρ ∈ (0, 1), и предположим, что f(z) однолистна в

круге |z| < a, но

f(z1) = f(z2), |z1| = |z2| = a, z1 6= z2.

Тогда преобразование

z = z(t) = eiγ
t+ ir0
1− ir0t

, |t| < 1,

переводит единичный круг на себя, а точки z1 и z2 — в точки t1 = −ρ и t2 = ρ,
лежащие на вещественном диаметре, где z0 = r0e

i(γ+π/2), 0 < r0 < a, является
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средней точкой дуги окружности, проходящей через z1, z2 и ортогональной к

окружности D.

Рассмотрим функцию g(t) = f [z(t)], |t| < 1. Ясно, что g(−ρ) = g(ρ), при

этом

|Sg(t)| = |Sf (z)z′2(t)| ≤ 2
S(|z|)(1− |z|2)2

(1 − t2)2 ≤ 2S(|t|), −ρ ≤ t ≤ ρ.

Существует функция w0, удовлетворяющая дифференциальному уравнению

второго порядка

w′′0 +
1

2
Sg(t)w0 = 0

и равенствам w0(ρ) = w0(ρ) = 0. Можно показать, что для такой функции w
также справедливо неравенство

ρ∫

−ρ

|w′0(t)|2 dt ≤
ρ∫

−ρ

S(|t|)w0(t)|2 dt, w0(−ρ) = w0(ρ) = 0. (9)

С другой стороны, в силу условия (2) для любой вещественной непрерывно

дифференцируемой функции u(t) 6≡ 0, t ∈ [−ρ, ρ], такой, что

u(−ρ) = u(ρ) = 0,

будем иметь
ρ∫

−ρ

(
u′(t)− y′0(t)

y0(t)

)2

dt > 0.

Отсюда следует

ρ∫

−ρ

u′2(t) dt >

ρ∫

−ρ

−y
′′
0 (t)

y0(t)
u2(t) dt ≥

ρ∫

−ρ

S(|t|)u2(t) dt,

что противоречит неравенству (9).

Замечание 5. При нахождении конкретных мажорант S(r) можно поль-

зоваться следующим условием, которое равносильно условию (2) теоремы В (см.

подробнее [34, § 6; 35]): Прошу дать ссылку на раздел, а не на страницу!!!

(2′) для любой непрерывно дифференцируемой на (−1, 1) функции u 6≡ 0

такой, что u(−ρ) = u(ρ) = 0, справедливо неравенство

ρ∫

−ρ

u′2(t) dt >

ρ∫

−ρ

S(|t|)u2(t) dt, 0 < ρ < 1.

Расширение известных классов. Приведем примеры приложений неко-

торых полученных в данной статье неравенств для расширения известных клас-

сов однолистных мероморфных функций. Для этого рассмотрим функцию

S(r) =
1

(1− r2)2
(
1− ν2q2 + q2λ2

0(1 − r2)q
)
,

где константа λ0 определяется как корень уравнения (7).

Ясно, что функция (1−r2)S(r) является невозрастающей функцией при r ∈
(0, 1). Поэтому, используя следствие 6, замечание 5 и теорему B, получим класс

однолистных функций, условие вхождения в который приведено в следующей

теореме.
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Теорема 4. Пусть q ∈ (0, 2], ν ∈ [0, 1/q]. Тогда мероморфная в круге
D = {z ∈ C : |z| < 1} функция f(z) однолистна в D, если

|Sf (z)| < 2(1− ν2q2)

(1− |z|2)2 +
2q2λ2

0

(1− |z|2)2−q
, |z| < 1,

где постоянная λ0 является решением уравнения

sup

{
λ : q2ν2 − qν − q2λ2 + qλ

Jν−1(λ)

Jν(λ)
≥ 0

}
.

Аналогичным образом, используя cледствие 6, получаем следующее утвер-

ждение.

Теорема 5. Если q ∈ (0, 2], f — мероморфная в круге D = {z ∈ C : |z| < 1}
функция и

|Sf (z)| ≤ 2q2λ2
0

(1 − |z|2)2−q
, z ∈ D,

то функция f однолистна в круге D.

При q → 0, получим известное достаточное условие (см. [34, 37])

Следствие 8. Если функция f мероморфна в круге D = {z ∈ C : |z| < 1}
и

|Sf (z)| ≤ 2

(1− |z|2)2 , z ∈ D,

то функция f однолистна в круге D.

Получим аналог теоремы A. Для этого будем использовать неравенство

теоремы 3:

Pq

ρ∫

−ρ

g2(t)

(1 − t2)2−q
dt <

ρ∫

−ρ

g′2(t) dt.

Умножая обе стороны этого неравенства при q = 2−µk на положительные числа

ak, k = 1, n, такие, что a1 + a2 + · · ·+ an ≤ 1, имеем

akP2−µk

ρ∫

−ρ

g2(t)

(1 − t2)µk
dt < ak

ρ∫

−ρ

g′2(t) dt.

Суммируя, получим

n∑

k=1

P2−µk
ak

ρ∫

−ρ

g2(t)

(1− t2)µk
dt <

ρ∫

−ρ

g′2(t) dt.

Используя предыдущие рассуждения для мажоранты

S(r) =

n∑

k=1

P2−µk
ak

(1− r2)µk
,

приходим к следующему утверждению.



Неравенства Харди для веса Якоби и их применения 1331

Теорема 6. Мероморфная в D функция f(z) однолистна в D, если при
некотором наборе вещественных неотрицательных параметров n, ak и µk, k =

1, n, выполняется неравенство

|Sf (z)| ≤
n∑

k=1

bkA(µk)

(1− |z|2)µk
, z ∈ D,

причем bk =
2P2−µk

A(µk) ak, a1 + a2 + · · · + an ≤ 1, 0 ≤ µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µn ≤ 2,

постоянные Покорного имеют вид

A(µ) =

{
23µ−1π2(1−µ), 0 ≤ µ ≤ 1,

23−µ, 1 ≤ µ ≤ 2,

постоянная

Pq =





1 при q = 0,

λq при q ∈ (0, q0),
(
λα

2α

) 1−q
1−α 2q при q ∈ (q0, 1],

2 при q = 1

для любого α ∈ (0, q0), константа
√
λq/q определяется как решение следующего

уравнения:
−q2λ2Jν(λ) + qλJν−1(λ) = 0, λ ∈ (0, jν),

а q0 ≈ π2

18 является корнем уравнения

−2qJν

(
2q/2

q

)
+ 2q/2Jν−1

(
2q/2

q

)
= 0.

Обратим внимание на то, что в отличие от теоремы A коэффициенты bk,
стоящие перед постоянными Покорного, могут быть больше 1.

Случай других односвязных областей. На основании предыдущих

теорем можно получить достаточные условия однолистности также для одно-

связных областей, отличных от круга. Пусть F (ζ) — мероморфная в односвяз-

ной области D функция и ϕ(ζ) — функция, однолистно отображающая область

D на единичный круг D. Тогда функции F и f(z) = F−1(ϕ(z)) будут однолист-

ными и неоднолистными одновременно. Известно следующее равенство:

Sf (z) = ϕ′−2(ζ)(SF (ζ)− Sϕ(ζ)), ζ ∈ D,

которое принимает более простой вид в случае, когда ϕ является дробно-линей-

ным отображением, т. е. Sϕ(ζ) ≡ 0. Следовательно, достаточное условие теоре-

мы 6 перепишется в виде

|SF (ζ) − Sϕ(ζ)| ≤
n∑

k=1

bkA(µk)
|ϕ′(ζ)|2

(1− |ϕ(ζ)|2)µk
, z ∈ D.

В этом пункте положим, что постоянная λ0 является решением уравнения

(q2ν2 − qν − q2λ2)Jν(λ) + qλJν−1(λ) = 0.

Если ϕ(ζ) = 1
ζ и ϕ(ζ) = ζ−1

ζ+1 , то, например, соответственно получим следующее

утверждение.
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Теорема 7. Пусть q ∈ (0, 2] и ν ∈ [0, 1/q]. Тогда мероморфная во внешно-
сти единичного круга D− = {z ∈ C : |ζ| > 1} функция F (ζ) однолистна в D−,
если

|Sf (z)| < 2(1− ν2q2)
|ζ|−4

(1− |ζ|−2)2
+ 2q2λ2

0

|ζ|−4

(1− |ζ|−2)2−q
, |z| < 1.

Теорема 8. Пусть q ∈ (0, 2] и ν ∈ [0, 1/q]. Тогда мероморфная в правой
полуплоскости H+ = {ζ ∈ C : Re ζ = ξ > 0} функция F (ζ) однолистна в H+,
если

|SF (ζ)| < 1− ν2q2

4ξ2
+ 22(q−1)q2λ2

0

|ζ + 1|2q
ξ2−q

, ζ ∈ H+.
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