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Àííîòàöèÿ. Äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà îò
òðåõ ïåðåìåííûõ ñ âûðîæäàþùåéñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ÷àñòüþ â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïè-
ïåäå èçó÷åíà íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à. Óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Ðå-
øåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû îðòîãîíàëüíîãî ðÿäà. Ïðè îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè ðÿäà âîç-
íèêëà ïðîáëåìà ìàëûõ çíàìåíàòåëåé îò äâóõ íàòóðàëüíûõ àðãóìåíòîâ. Óñòàíîâëåíû îöåíêè
îá îòäåëåííîñòè îò íóëÿ ìàëûõ çíàìåíàòåëåé ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àñèìïòîòèêîé. Ýòè îöåíêè
ïîçâîëèëè îáîñíîâàòü ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííîãî ðÿäà â êëàññå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé äàííîãî
óðàâíåíèÿ. Óñòàíîâëåíà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ îò ãðàíè÷íîé ôóíêöèè è ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

Lu = F (x, y, t); (1)

çäåñü

Lu =

{
ut − tn(uxx + uyy) + btnu, t > 0;

utt − uxx − uyy + bu, t < 0,

F (x, y, t) =

{
F1(x, y, t), t > 0;

F2(x, y, t), t < 0,

çàäàííîå â òðåõìåðíîé îáëàñòè

Q = {(x, y, t)| (x, y) ∈ D, t ∈ (−α, β)},
ãäå

D = {(x, y)| 0 < x < p, 0 < y < q},
n, α, β, p, q � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, b � çàäàííîå ëþáîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî, Fi(x, y, t) (i = 1, 2) � çàäàííûå ôóíêöèè, è ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 05.08.2022, ïîñëå äîðàáîòêè 05.08.2022. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 21.12.2022.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà � 19-31-60016.
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Íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à. Íàéòè ôóíêöèþ u(x, y, t), îïðåäåëåííóþ â îáëàñòè Q è

óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u(x, y, t) ∈ C(Q) ∩ C1
t (Q) ∩ C1

x,y(Q) ∩ C2
x,y(Q+) ∩ C2(Q−); (2)

Lu(x, y, t) ≡ F (x, y, t), (x, y, t) ∈ Q+ ∪Q−; (3)

u(x, y, t)
∣∣
x=0

= u(x, y, t)
∣∣
x=p

= 0, −α ≤ t ≤ β; (4)

u(x, y, t)
∣∣
y=0

= u(x, y, t)
∣∣
y=q

= 0, −α ≤ t ≤ β; (5)

u(x, y, t)
∣∣
t=−α = ψ(x, y), (x, y) ∈ D, (6)

ãäå F (x, y, t) è ψ(x, y) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, Q− = Q ∩ {t < 0}, Q+ =
Q ∩ {t > 0}.
Îòìåòèì, ÷òî Î.À. Ëàäûæåíñêàÿ è Ë. Ñòóïÿëèñ [1], [2] â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàñ-

ñìîòðåëè íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûå êðàåâûå çàäà÷è íà ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è î äâèæåíèè ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè
â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Îäíà èç ýòèõ çàäà÷ ñëåäóþùàÿ. Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
Ω ⊂ Rn åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ îáëàñòåé Ω1 è Ω2 è ðàçäåëÿþùåé èõ (n− 1)-ìåðíîé ïîâåðõ-
íîñòè Γ, òàê ÷òî Ω = Ω1 ∪Γ∪Ω2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ãðàíèöó Ω, à ÷åðåç S1 è S2 � ãðàíèöû

Ω1 è Ω2, Q
(k)
T = Ωk× [0, T ], k = 1, 2. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à: íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), â îáëàñòè Q

(1)
T

óäîâëåòâîðÿþùóþ ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

ut + L1u = f1(x, t),

â îáëàñòè Q
(2)
T � ãèïåðáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

utt + L2u = f2(x, t),

� íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u
∣∣∣
t=0

= ϕ1(x), x ∈ Ω1;

u
∣∣∣
t=0

= ϕ2(x), ut

∣∣∣
t=0

= ϕ3(x), x ∈ Ω2,

íà ãðàíèöå S � ïåðâîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

u
∣∣∣
S

= ψ(x, t), t ∈ [0, T ],

à íà ãðàíèöå ðàçäåëà Γ � óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ

u(1)
∣∣∣
Γ
− u(2)

∣∣∣
Γ

= ψ1(x, t),

b(1)(x, t)
∂u(1)

∂N

∣∣∣∣
Γ

− b(2)(x, t)
∂u(2)

∂N

∣∣∣∣
Γ

= ψ2(x, t), t ∈ [0, T ];

çäåñü u(x, t) = u(1)(x, t) äëÿ x ∈ Ω1, t ≥ 0 è u(x, t) = u(2)(x, t) äëÿ x ∈ Ω2, t ≥ 0, b(k)(x, t) ≥
β > 0, k = 1, 2, � èçâåñòíûå ôóíêöèè,

Lku ≡ −
∂

∂xi

[
a

(k)
ij (x, t)

∂u

∂xj

]
+ a

(k)
i (x, t)

∂u

∂xi
+ a(k)(x, t), k = 1, 2,

ãäå a
(k)
ij (x, t), a

(k)
i (x, t), a(k)(x, t), fk(x, t), ϕj(x), j = 1, 2, 3, ψ(x, t), ψk(x, t) � çàäàííûå èç-

âåñòíûå ôóíêöèè.
Â îòëè÷èå îò óêàçàííûõ âûøå ñòàòåé â äàííîé ðàáîòå â çàäà÷å óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

çàäàíû íå ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, à ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé, ò. å. íà ïëîñêîñòè
t = 0.
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Â ðàáîòàõ Í.Þ. Êàïóñòèíà [3], [4] ìåòîäàìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà äîêàçàíà îäíî-
çíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü àíàëîãà çàäà÷è Òðèêîìè â ïðîñòðàíñòâå L2 äëÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëî-
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â ïëîñêîé ñìåøàííîé îáëàñòè, ïàðàáîëè÷åñêàÿ ÷àñòü åñòü ïðÿìî-
óãîëüíèê, à ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê ñ
îñíîâàíèåì íà ëèíèè âûðîæäåíèÿ. Â àíàëîãè÷íîé îáëàñòè â ñòàòüå Í.Þ. Êàïóñòèíà, Å.È.
Ìîèñååâà [5] ìåòîäîì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà èçó÷åíû çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñ-
êèõ óðàâíåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìåðíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è.
Íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûå çàäà÷è (ëîêàëüíûå, íåëîêàëüíûå) äëÿ îäíîðîäíîãî è íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèé ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè âïåðâûå
áûëè èçó÷åíû â ðàáîòàõ Ê.Á. Ñàáèòîâà, Ñ.Í. Ñèäîðîâà ([6], [7], ñ. 56�94; [8]�[11]).
Îòìåòèì òàê æå íàøè ðàáîòû [12], ãäå äëÿ äëÿ òðåõ êëàññîâ îäíîìåðíîãî ïàðàáîëî-

ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ F (x, t): óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñ âûðîæ-
äàþùåéñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòüþ, äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñ âûðîæäàþùåéñÿ ïà-
ðàáîëè÷åñêîé ÷àñòüþ è äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñî ñòåïåííûì âûðîæäåíèåì èçó÷å-
íà íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, t)| 0 < x < l, −α < t < β}
ñ íåíóëåâûìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå u(0, t) = h1(t), u(l, t) = h2(t), u(x,−α) = ϕ(x).
Çàäà÷à (2)�(6) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) áåç âûðîæäàþùåéñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ÷àñòè, ò. å. ïðè

n = 0, èçó÷åíà â ðàáîòå [13].
Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû Ñ.À. Àëäàøåâà [14]�[17], â êîòîðûõ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ìíîãî-

ìåðíûõ ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ñìåøàííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè ìåòî-
äîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ èçó÷åíû êðàåâûå çàäà÷è, êîòîðûå ðàñïàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
íà äâå ñàìîñòîÿòåëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî òèïîâ. Â ðàáîòå [14] ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïîñòðîåíî
â âèäå ñóììû ðÿäà, ñõîäèìîñòü êîòîðîãî íå îáîñíîâàíà èç-çà íàëè÷èÿ ìàëûõ çíàìåíàòåëåé.
Â ðàáîòå [16] èçó÷åíà êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ
ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íà÷àëüíî-ãðàíèí÷ûå çàäà÷è ñîîòâåòñòâåííî äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïîâ. Â îñíîâíîé òåîðåìå 1 ïðèâîäèòñÿ óñëîâèå cosµs,nα

′ 6= 0,
s = 1, 2, . . . , n = 0, 1, . . . , ãäå µs,n � ïîëîæèòåëüíûå íóëè ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà
Jn(z), α′ � íåêîòîðîå çàäàííîå ÷èñëî, íî â ñàìîé ðàáîòå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû
ýòî óñëîâèå íèãäå íå âîçíèêàåò.
Íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è (2)�(6) äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) âîçíèêàåò â

ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïî îòûñêàíèþ ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé
÷àñòè Fi(x, y, t) = fi(x, y)gi(t), i = 1, 2, ëèáî çàâèñÿùèõ îò (x, y), ëèáî çàâèñÿùèõ îò t. Â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå îáðàòíûå çàäà÷è ïî ïîèñêó íåèçâåñòíûõ ïðàâûõ ÷àñòåé èññëåäîâàíû â
ðàáîòàõ [18]�[21].
Èñïîëüçóÿ èäåþ ðàáîòû [13], óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�

(6). Ðåøåíèå çàäà÷è ïîñòðîåíî â ÿâíîé ôîðìå â âèäå ñóììû îðòîãîíàëüíîãî äâóìåðíîãî
ðÿäà. Ïðè îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè ðÿäà âïåðâûå âîçíèêëà ïðîáëåìà ìàëûõ çíàìåíàòåëåé
îò äâóõ íàòóðàëüíûõ àðãóìåíòîâ, çàòðóäíÿþùàÿ ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííîãî ðÿäà. Â ñâÿçè ñ
ýòèì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ óñòàíîâëåíû îöåíêè îá îòäåëåííî-
ñòè îò íóëÿ ìàëûõ çíàìåíàòåëåé, êîòîðûå ïîçâîëèëè äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðíîãî
ðåøåíèÿ. Óñòàíîâëåíà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ïî ãðàíè÷íîé ôóíêöèè ψ(x, y) è ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ.

2. Êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x, y, t) çàäà÷è (2) � (6), F1(x, y, t) ∈ C(D) ∩ L(D) ïðè 0 <
t < β è F2(x, y, t) ∈ C(D) ∩ L(D) ïðè −α < t < 0. Ñëåäóÿ [13], ðàññìîòðèì ôóíêöèè
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umn(t) =

∫∫
D

u(x, y, t)vmn(x, y) dxdy, m, n ∈ N, (7)

ãäå

vmn(x, y) =
2
√
pq

sin
mπx

p
sin

nπy

q
(8)

� ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïðÿìî-
óãîëüíèêå D ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñèñòåìà
ôóíêöèé (8) ïîëíà, îðòîíîðìèðîâàííà è îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L2(D).
Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (7) ïî t ïðè t > 0 îäèí ðàç, à ïðè t < 0 äâà ðàçà, ó÷èòûâàÿ

óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì

u′mn(t) =

∫∫
D

ut(x, y, t)vmn(x, y) dxdy =

∫∫
Dε

[
tn(uxx + uyy − bu) + F1(x, y, t)

]
vmn(x, y) dxdy =

= tn
∫∫
D

uxxvmn(x, y) dxdy+tn
∫∫
D

uyyvmn(x, y) dxdy−btnumn(t)+

∫∫
D

F1(x, y, t)vmn(x, y) dxdy,

u′′mn(t) =

∫∫
D

utt(x, y, t)vmn(x, y) dxdy =

∫∫
D

[
uxx + uyy − bu+ F2(x, y, t)

]
vmn(x, y) dxdy =

=

∫∫
D

uxxvmn(x, y) dxdy +

∫∫
D

uyyvmn(x, y) dxdy − bumn(t) +

∫∫
D

F2(x, y, t)vmn(x, y) dxdy.

Â èíòåãðàëàõ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå uxx è uyy, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì äâà ðàçà ñ ó÷åòîì
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4) è (5), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

u′mn(t) + λ2
mnt

numn(t) = Φ1mn(t), t > 0, (9)

u′′mn(t) + λ2
mnumn(t) = Φ2mn(t), t < 0; (10)

çäåñü

λ2
mn = b+ π2

[(
m

p

)2

+

(
n

q

)2
]
, (11)

Φimn(t) =

∫∫
D

Fi(x, y, t)vmn(x, y) dxdy, i = 1, 2. (12)

Â äàëüíåéøåì â (11) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî b = µ2 ≥ 0 (µ ≥ 0), òàê êàê åñëè b < 0, òî,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðûõ íîìåðîâ n > n0 èëè m > m0, ïðàâàÿ ÷àñòü (11) ïðèíèìàåò òîëüêî
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ò. å. çíàê êîýôôèöèåíòà b íå âëèÿåò íà ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (9) è (10) èìåþò îáùèå ðåøåíèÿ

umn(t) =


amne

−λ2mnt
n+1/(n+1) +

t∫
0

Φ1mn(s)e−λ
2
mn(tn+1/(n+1)−sn+1/(n+1)) ds, t > 0;

cmn cosλmnt+ dk sinλmnt−
1

λmn

0∫
t

Φ2mn(s) sin [λmn(t− s)] ds, t < 0.

(13)

Ôóíêöèè (13) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ

umn(0 + 0) = umn(0− 0), u′mn(0 + 0) = u′mn(0− 0), m, n ∈ N,
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òîëüêî òîãäà, êîãäà

amn = cmn, dmn =
1

λmn
Φ1mn(0 + 0).

Â ñèëó ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ôóíêöèè umn(t) ïðèíèìàþò âèä

umn(t) =


amne

−λ2mnt
n+1/(n+1) +

t∫
0

Φ1mn(s)e−λ
2
mn(tn+1/(n+1)−sn+1/(n+1)) ds, t > 0;

amn cosλmnt+
Φ1mn(0 + 0)

λmn
sinλkt−

1

λmn

0∫
t

Φ2mn(s) sin [λmn(t− s)] ds, t < 0.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííûõ amn â ýòîé ôîðìóëå âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (6)
è ôîðìóëîé (7):

umn(−α) =

∫∫
D

u(x, y,−α)vmn(x, y) dxdy =

∫∫
D

ψ(x, y)vmn(x, y) dxdy = ψmn. (14)

Òîãäà èìååì

amn cosλmnα = ψmn +
Φ1mn(0 + 0)

λmn
sinλmnα−

1

λmn

0∫
−α

Φ2mn(s) sin [λmn(s+ α)] ds = wmn.

(15)
Èç ðàâåíñòâà (15) ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè âñåõ m, n ∈ N

∆mn(α) = cosλmnα 6= 0, (16)

íàõîäèì

amn =
wmn

∆mn(α)
.

Îòñþäà äëÿ ôóíêöèé umn(t) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé âèä

umn(t)=



wmn
cosλmnα

e−λ
2
mnt

n+1/(n+1) +

t∫
0

Φ1mn(s)e−λ
2
mn(tn+1/(n+1)−sn+1/(n+1)) ds, t > 0;

wmn
cosλmnα

cosλmnt+
Φ1mn(0 + 0)

λmn
sinλkt−

1

λmn

0∫
t

Φ2mn(s) sin [λmn(t− s)] ds, t < 0.

(17)
Ïóñòü Fi(x, y, t) ≡ 0, i = 1, 2, ψ(x, y) ≡ 0 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (16), ò. å. ∆mn(α) 6= 0 ïðè

âñåõ m, n ∈ N. Òîãäà âñå ψmn ≡ 0, Φimn(t) ≡ 0 è â ñèëó (17) è (7) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ
m, n ∈ N è ëþáîì t ∈ [−α, β] ∫∫

D

u(x, y, t)vmn(x, y) dxdy = 0.

Îòñþäà â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíêöèé (8) â L2(D) èìååì u(x, y, t) = 0 ïî÷òè âñþäó
â D ïðè ëþáîì t ∈ [−α, β]. Ïî óñëîâèþ (2) ôóíêöèÿ u(x, y, t) íåïðåðûâíà íà D, ïîýòîìó
u(x, y, t) ≡ 0 â D.
Ïóñòü ïðè íåêîòîðîìm = m0 èëè n = n0 èìååì ∆m0n(α) = 0 èëè ∆mn0(α) = 0. Äîïóñòèì,

÷òî ∆mn0(α) = 0. Òîãäà îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (2)�(6) (ãäå ψ(x, y) ≡ 0, Fi(x, y, t) ≡ 0, i = 1, 2)
èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå
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umn0(x, y, t) = umn0(t)vmn0(x, y),

umn0(t) =

{
Cmn0e

−λ2mn0
tn+1/(n+1), t ≥ 0;

Cmn0 cosλmn0t, t ≤ 0,

Cmn0 6= 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Èç ôîðìóëû (16) âèäíî, ÷òî ∆mn(α) = 0 îòíîñèòåëüíî α òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

α =
π(1 + 2k)

2λmn
, k, m, n ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(6).

Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(6), òî îíî åäèíñòâåííî òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïðè âñåõ m è n âûïîëíåíû óñëîâèÿ ∆mn(α) 6= 0.

3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèé ∆mn(α) 6= 0 ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(6) ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ
ðÿäîì Ôóðüå ïî ñèñòåìå ôóíêöèé (8):

u(x, y, t) =

∞∑
m,n=1

umn(t)vmn(x, y), (18)

ãäå êîýôôèöèåíòû íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå (17). Ïîñêîëüêó ∆mn(α) ÿâëÿåòñÿ çíàìåíàòåëåì
êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (18) è êàê ïîêàçàíî âûøå, ÷òî óðàâíåíèå ∆mn(α) = 0 èìååò ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî íóëåé, òî âîçíèêàåò ïðîáëåìà ìàëûõ çíàìåíàòåëåé áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû,
÷åì â ïëîñêîì ñëó÷àå ([6]; [7], ñ. 61�66). Â ñâÿçè ñ ÷åì äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
(18) â êëàññå ôóíêöèé (2) íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü îöåíêó îá îòäåëåííîñòè îò íóëÿ ∆mn(α).
Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû èññëåäîâàíèé ïîëîæèì, ÷òî b = 0. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðåäñòà-

âèì âûðàæåíèå ∆mn(α) â âèäå

∆mn(ν) = cos(πNν), N = max{m,n}, (19)

ãäå

ν =
α

pq

√(q m
N

)2
+
(p n
N

)2
.

Ïîñêîëüêó ν � çàâèñèò îò n è m, òî êàêîâû äîëæíû áûòü äàííûå çàäà÷è α, p è q, ÷òîáû
ν ïðèíèìàëà òîëüêî ðàöèîíàëüíûå èëè òîëüêî èððàöèîíàëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå çíà÷åíèÿ.
Ïóñòü îòíîøåíèå q/p ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì. Â ýòîì ñëó÷àå, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî p è q � öåëûå ÷èñëà è îíè âçàèìíî ïðîñòûå. Òîãäà ν ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ν =



α

q

√
1 +

(
q m

pn

)2

=
α

q
ν+ ïðè n > m;

α

q

√
1 +

(
q

p

)2

=
α

q
ν0 ïðè n = m;

α

q

√(
q

p

)2

+
( n
m

)2
=
α

q
ν− ïðè n < m.

Â ñèëó òåîðåìû 310 ([22], ñ. 308) êâàäðàòíûå êîðíè ν+ è ν− ïðèíèìàþò ðàöèîíàëüíûå
çíà÷åíèÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà

m = (a2 − b2)p, n = 2abq äëÿ ν+,
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n = (a2 − b2)q, m = 2abp äëÿ ν−,

ãäå a > b > 0, (a, b) = 1, à èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b îäíî èç íèõ ÷åòíî, à äðóãîå íå÷åòíî.
Êîðåíü ν0 ïðèíèìàåò ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà

q = (a2 − b2), p = 2ab.

Èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé n, m, p è q,
ïðè êîòîðûõ êîðíè ν+, ν− è ν0 ïðèíèìàþò òîëüêî ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ. Åñëè óêàçàííûå
óñëîâèÿ íàðóøåíû, òî êîðíè ν+, ν− è ν0 ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè ñòåïåíè 2.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îòíîøåíèå α/q ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, òî ν ïðè óñëîâèÿõ
äëÿ n, m, p è q ïðèíèìàåò ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ, à ïðè íàðóøåíèè ýòèõ óñëîâèé � èððà-
öèîíàëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå çíà÷åíèÿ.

Ëåììà 1. Åñëè ν=s/t ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, ãäå s, t∈N, (s, t)=1,
t � íå÷åòíîå ÷èñëî, òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C0 òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ

N ∈ N ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|∆mn(ν)| ≥ C0 > 0. (20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ν = s ∈ N. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (19) èìååì

∆mn(ν) = cos(πNp) = (−1)pN .

Îòñþäà ñëåäóåò

|∆mn(ν)| = C0 = 1 > 0. (21)

Ïóñòü òåïåðü ν = s/t, (s, t) = 1. Ðàçäåëèâ Ns íà t ñ îñòàòêîì: Ns = kt + r, k, r ∈ N0 =
N ∪ {0}, 0 6 r < t, èìååì

∆(k) = cos
πNs

t
= cos

(
πk +

rπ

t

)
= (−1)k cos

πr

t
. (22)

Åñëè r = 0, òî ïîëó÷èì îöåíêó (21). Ïóñòü r > 0, òîãäà 1 6 r 6 t− 1, q > 2, è ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

π

t
6
πr

t
6

(t− 1)π

t
= π − π

t
.

Åñëè r/t 6= 1/2 ïðè r ∈ [1, t− 1] ∩ N è t > 2, òî

cos
πr

t
6= 0. (23)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè íåêîòîðîì r = r0 ∈ [1, t− 1]∩N íåðàâåíñòâî (23) íàðóøàåòñÿ, ò. å.

cos
πr0

t
= 0⇔ πr0

t
=
π

2
+ πm⇔ r0

t
=

1

2
+m, m ∈ N0.

Ïîñêîëüêó r0 < t, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè m = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó-
÷àåì t = 2r0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ, çíà÷èò, íåðàâåíñòâî (23) ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Òîãäà
èç (22) è (23) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (20). �

Ëåììà 2. Ïóñòü ν � èððàöèîíàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C0 òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ N ∈ N ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|∆mn(ν)| > C0

N
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (19) ïðåäñòàâèì â âèäå

|∆mn(ν)| = |cos (πNν)| =
∣∣∣sin(πNν +

π

2

)∣∣∣ =
∣∣∣sin(πNν +

π

2
− πm

)∣∣∣ =

=

∣∣∣∣sin [πN (ν − 2m− 1

2N

)]∣∣∣∣ =

∣∣∣∣sin [πN2
(

2ν − l

N

)]∣∣∣∣ ,
ãäå l = 2m− 1, m, l ∈ Z, N ∈ N.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî N ∈ N ñóùåñòâóåò l ∈ N òàêîå, ÷òî∣∣∣∣2ν − l

N

∣∣∣∣ < 1

N
. (24)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü çà

l =

{
[2νN ], åñëè [2νN ] íå÷åòíîå;
[νN ] + 1, åñëè [2νN ] ÷åòíîå,

ãäå [νN ] � öåëàÿ ÷àñòü èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà 2νN .
×èñëî l âîçüìåì òàêèì, ÷òîáû â ñèëó (24) âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî∣∣∣∣πN2

(
2ν − l

N

)∣∣∣∣ < π

2
.

Åñëè 2ν ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì ñòåïåíè äâà, ò. å. ÿâëÿåòñÿ êâàä-
ðàòè÷åñêèì èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, òî â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ([23], ñ. 60) ñóùåñòâóåò
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, çàâèñÿùåå îò ν, òàêîå, ÷òî ïðè ëþáûõ öåëûõ l è k, k > 0, âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣2ν − l

N

∣∣∣∣ > δ

N2
. (25)

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ν ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ n è m îãðàíè÷åíî, ò. å.
α

T
< ν <

α

pq

√
p2 + q2, T = max{p, q}.

Òîãäà íà îñíîâàíèè ([7], ñ. 66) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé δ îãðàíè÷åíî, ïðè
ýòîì δ > δ0 > 0, ãäå δ0 íå çàâèñèò îò N , ò. å. n è m.
Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ∆mn(ν) ïðèìåò âèä

|∆mn(ν)| = |cosπNν| =
∣∣∣∣sin πN2

(
2ν − l

N

)∣∣∣∣ . (26)

Íà îñíîâàíèè (26) â ñèëó (25) áóäåì èìåòü îöåíêó

|∆mn(ν)| = |cosπNν| =
∣∣∣∣sin πN2

(
2ν − l

N

)∣∣∣∣ > N

∣∣∣∣2ν − l

N

∣∣∣∣ > δ0

N
,

èç êîòîðîé ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 2. �

Ëåììà 3. Åñëè ÷èñëî ν ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì ñòåïåíè 1 èëè 2, òî ïðè âñåõ

N ∈ N ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

|umn(t)| ≤M1

(
N |ψmn|+ ‖Φ1mn‖C + ‖Φ2mn‖C

)
, t ∈ [−α, β],

|u′mn(t)| ≤M2

(
N2|ψmn|+N‖Φ1mn‖C +N‖Φ2mn‖C

)
, t ∈ [−α, β],

|u′′mn(t)| ≤M3

(
N3|ψmn|+N2‖Φ1mn‖C +N2‖Φ2mn‖C

)
, t ∈ [−α, 0],
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ãäå

‖Φ1mn‖C = max
0≤t≤β

|Φ1mn(t)|, ‖Φ2mn‖C = max
−α≤t≤0

|Φ2mn(t)|,

Mi � çäåñü è äàëåå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäâàðèòåëüíî îöåíèì èç ôîðìóëû (15) âûðàæåíèå

|wmn| ≤ |ψmn|+
|Φ1mn(0 + 0)|

λmn
| sinλmnα+

1

λmn

∣∣∣∣∣∣
0∫

−α

Φ2mn(s) sin [λmn(s+ α)] ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ M̃1

(
|ψmn|+N−1‖Φ1mn‖C +N−1‖Φ2mn‖C

)
; (27)

çäåñü è äàëåå M̃i � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò p, q, b, α è β.
Èç ôîðìóëû (17) ïðè t ≥ 0 ñ ó÷åòîì ëåììû 2 è îöåíêè (27) ïðè t ∈ [0, β] îöåíèì

|umn(t)| ≤ |wmn|
|∆mn(α)|

e−λ
2
mnt

n+1/(n+1) +

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

Φ1mn(s)e−λ
2
mn(tn+1/(n+1)−sn+1/(n+1)) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ M̃2

(
N |ψmn|+ ‖Φ1mn‖C + ‖Φ2mn‖C

)
+

1

λ2
mn

max
0≤t≤β

|Φ1mn(t)| ≤

≤ M̃2

(
N |ψmn|+ ‖Φ1mn‖C + ‖Φ2mn‖C

)
. (28)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ u′mn(t) ïðè t ∈ [0, β]:

|u′mn(t)| ≤ |wmn|
|∆mnα|

λ2
mne

−λ2mnt
n+1/(n+1) + |Φ1mn(t)| ≤

≤ M̃3

(
N2|ψmn|+N‖Φ1mn‖C +N‖Φ2mn‖C

)
. (29)

Òåïåðü íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (17) îöåíèì âûðàæåíèå umn(t) ïðè t ≤ 0. Èñïîëüçóÿ ëåììó
2 è îöåíêó (27), ïîëó÷àåì

|umn(t)| ≤ M̃4

(
|wmn|
|∆mn(α)|

+
|Φ1mn(0 + 0)|

λmn

)
+

1

λmn

∣∣∣∣∣∣
0∫
t

Φ2mn(s) sin [λmn(t− s)] ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ M̃5

(
N |ψmn|+ ‖Φ1mn‖C + ‖Φ2mn‖C

)
; (30)

|u′mn(t)| ≤ M̃6

(
|wmn|
|∆mn(α)|

λmn + |Φ1mn(0 + 0)|+ 1

λmn
|Φ1mn(t)|

)
≤

≤ M̃7

(
N2|ψmn|+N‖Φ1mn‖C +N‖Φ2mn‖C

)
. (31)

Èç íåðàâåíñòâ (28) è (30) ïîëó÷àåì ïåðâóþ îöåíêó ëåììû, à èç (29) è (31) � âòîðóþ îöåíêó.
Ïîñêîëüêó u′′mn(t) = −λ2

mnumn(t) + Φ2mn(t), òî íà îñíîâàíèè îöåíêè (30) ïîëó÷èì òðåòüþ
îöåíêó ëåììû. �

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3. Ðÿäû (18) è ðÿäû èç ïðîèçâîäíûõ ýòîãî ðÿäà, íàé-
äåííûå âûøå, â ñèëó ëåììû 3 ïðè ëþáûõ (x, y, t) ∈ Q ìàæîðèðóþòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì

M4

+∞∑
N=1

N3|ψmn|+N2‖Φ1mn‖C +N2‖Φ2mn‖C . (32)
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Ëåììà 4. Ïóñòü ψ(x, y) ∈ C5+h1(D), 0 < h1 < 1,

ψ(0, y) = ψxx(0, y) = ψxxxx(0, y) = ψ(p, y) = ψxx(p, y) = ψxxxx(p, y) = 0, 0 ≤ y ≤ q,

ψ(x, 0) = ψyy(x, 0) = ψyyyy(x, 0) = ψ(x, q) = ψyy(x, q) = ψyyyy(x, q) = 0 0 ≤ x ≤ p,
F1(x, y, t) ∈ C(Q+) ∩ C4+h2

xy (D+), 0 < h2 < 1,

F1(0, y, t) = F1xx(0, y, t) = F1xxxx(0, y, t) = F1(p, y, t) = F1xx(p, y, t) = F1xxxx(p, y, t) = 0,

0 ≤ y ≤ q, 0 ≤ t ≤ β,
F1(x, 0, t) = F1yy(x, 0, t) = F1yyyy(x, 0, t) = F1(x, q, t) = F1yy(x, q, t) = F1yyyy(x, q, t) = 0,

0 ≤ x ≤ q, −α ≤ t ≤ 0,

F2(x, y, t) ∈ C(Q−) ∩ C4+h3
xy (D−), ε < h3 < 1,

F2(0, y, t) = F2xx(0, y, t) = F2xxxx(0, y, t) = F2(p, y, t) = F2xx(p, y, t) = F2xxxx(p, y, t) = 0,

0 ≤ y ≤ q, 0 ≤ t ≤ β,
F2(x, 0, t) = F2yy(x, 0, t) = F2yyyy(x, 0, t) = F2(x, q, t) = F2yy(x, q, t) = F2yyyy(x, q, t) = 0,

0 ≤ x ≤ q, −α ≤ t ≤ 0.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|ψmn| ≤
C12

N5+h1
, |Φ1mn(t)| < C13

N4+h2
, |Φ2mn(t)| < C14

N4+h3
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ îöåíîê ëåììû äîñòàòî÷íî èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì â
èíòåãðàëàõ ôîðìóë (14) è (12) ñ ó÷åòîì óñëîâèé ëåììû ÷åòûðå è òðè ðàçà ñîîòâåòñòâåííî è
äàëåå âîñïîëüçîâàòüñÿ ã¼ëüäåðîâîñòüþ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ ([24],
ñ. 81). �

Â ðÿäå (32) ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà ñ çàäàííûì N èìååò ïîðÿäîê N . Òîãäà â ñèëó ëåììû 4
ðÿä (32) îöåíèâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì

M5

∞∑
N=1

(
1

N1+h1
+

1

N1+h2
+

1

N1+h3

)
.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1 èëè 2 è ôóíêöèè ψ(x, y), F1(x, y, t) è

F2(x, y, t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 4. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

çàäà÷è (2)�(6) è îíî îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì (18).

4. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå íîðìû:

‖u(x, y, t)‖L2(D) =

∫∫
D

u2(x, y, t) dxdy

1/2

,

‖u(x, y, t)‖C(Q) = max
Q
|u(x, y, t)|,

‖f(x, y)‖W l
2(D) =

∫∫
D

l∑
i+j=0

∣∣∣∣∣∂(i+j)f(x, y)

∂xi∂yj

∣∣∣∣∣
1/2

,
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‖f(x, y)‖Cl(D) =
l∑

i+j=0

max
D

∣∣∣∣∣∂(i+j)f(x, y)

∂xi∂yj

∣∣∣∣∣ , l ≥ 1.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ (18) çàäà÷è (2)�(6)
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖u(x, y, t)‖L2(D) ≤M6

(
‖ψ(x, y)‖W 1

2 (D) + ‖F1(x, y, t)‖L2(D) + ‖F2(x, y, t)‖L2(D)

)
,

‖u(x, y, t)‖C(Q) ≤M7

(
‖ψ(x, y)‖C3(D) + ‖F1(x, y, t)‖C2(D) + ‖F2(x, y, t)‖C2(D)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ôóíêöèé (8) îðòîíîðìèðîâàíà â L2(D), òî èç ôîðìó-
ëû (18) íà îñíîâàíèè ëåììû 3 èìååì

‖u(x, y, t)‖2L2(D) =
∞∑

m,n=1

u2
mn(t) =

∑
n≥m

u2
mn(t) +

∑
m>n

u2
mn(t) ≤

≤ 2M2
1

∑
n≥m

n2ψ2
mn + 2M2

1

∑
m>n

m2ψ2
mn + 2M2

1

∞∑
m,n=1

(
|Φ1mn(t)|2 + |Φ2mn(t)|2

)
. (33)

Íà îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåíèé

ψmn =
( q

nπ

)2
ψ(0,2)
mn =

( p

mπ

)2
ψ(2,0)
mn ,

ãäå

ψ(0,1)
mn =

2
√
p q

∫∫
D

ϕy(x, y) sin
mπx

p
cos

nπy

q
dxdy,

ψ(1,0)
mn =

2
√
p q

∫∫
D

ϕx(x, y) cos
mπx

p
sin

nπy

q
dxdy,

èç íåðàâåíñòâà (33) ïîëó÷èì

‖u(x, y, t)‖2L2(D) ≤ 2M2
1

[( q
π

)2 ∑
n≥m

∣∣∣ψ(0,1)
mn

∣∣∣2 +
( p
π

)2 ∑
m>n

∣∣∣ψ(1,0)
mn

∣∣∣2 +

+
∥∥F1(x, y, t)

∥∥2

L2(D)
+
∥∥F2(x, y, t)

∥∥2

L2(D)

]
≤

≤M2
6

 ∞∑
m,n=1

(∣∣∣ψ(0,1)
mn

∣∣∣2 + |ψ(1,0)
mn |2

)
+
∥∥F1(x, y, t)

∥∥2

L2(D)
+
∥∥F2(x, y, t)

∥∥2

L2(D)

 ≤
≤M2

6

(∥∥ψ(x, y)
∥∥2

W 1
2 (D)

+
∥∥F1(x, y, t)

∥∥2

L2(D)
+
∥∥F2(x, y, t)

∥∥2

L2(D)

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîé îöåíêè òåîðåìû.
Ïóñòü (x, y, t) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà Q. Òîãäà èç ôîðìóëû (18) íà îñíîâàíèè ëåììû 3

èìååì

|u(x, y, t)| ≤
∞∑

m,n=1

|umn(t)|+ |Φ1mn(t)|+ |Φ2mn(t)| ≤

≤
∑
n≥m
|umn(t)|+

∑
m>n

|umn(t)|+
∞∑

m,n=1

(
|Φ1mn(t)|+ |Φ2mn(t)|

)
≤
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≤M1

∑
n≥m

n|ψmn|+M1

∑
m>n

mψmn +M1

∞∑
m,n=1

(
|Φ1mn(t)|+ |Φ2mn(t)|

)
, (34)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè

ψmn = − q

nπ

( p

mπ

)2
ψ(2,1)
mn = − p

mπ

( q

nπ

)2
ψ(1,2)
mn ,

Φimn =
qp

mnπ2
Φ

(1,1)
imn , i = 1, 2;

çäåñü

ψ(2,1)
mn =

2
√
p q

∫∫
D

ϕxxy(x, y) sin
mπx

p
cos

nπy

q
dxdy,

ψ(1,2)
mn =

2
√
p q

∫∫
D

ϕxyy(x, y) cos
mπx

p
sin

nπy

q
dxdy,

Φ
(1,1)
imn =

2
√
p q

∫∫
D

Fixy(x, y, t) cos
mπx

p
cos

nπy

q
dxdy.

Òîãäà, ïðîäîëæàÿ îöåíêó (34), èìååì

|u(x, y, t)| ≤M1

∑
n≥m

q2p

π3

1

mn

∣∣∣ψ(1,2)
mn

∣∣∣+M1

∑
m>n

p2q

π3

1

mn

∣∣∣ψ(2,1)
mn

∣∣∣+
+M1

∞∑
m,n=1

qp

π2

1

mn

( ∣∣∣Φ(1,1)
1mn

∣∣∣+
∣∣∣Φ(1,1)

2mn

∣∣∣ ).
Îòñþäà â ñèëó íåðàâåíñòâà Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷èì

|u(x, y, t)| ≤ M̃1

∞∑
m,n=1

1

mn

( ∣∣∣ψ(1,2)
mn

∣∣∣+∣∣∣ψ(2,1)
mn

∣∣∣ )+ M̃2

∞∑
m,n=1

1

mn

∣∣∣Φ(1,1)
1mn

∣∣∣+ M̃2

∞∑
m,n=1

1

mn

∣∣∣Φ(1,1)
2mn

∣∣∣ ≤

≤ M̃1

 ∞∑
m,n=1

(
1

mn

)2
1/2


 ∞∑
m,n=1

|ψ(1,2)
mn |2

1/2

+

 ∞∑
m,n=1

|ψ(2,1)
mn |2

1/2
+

+M̃2

 ∞∑
m,n=1

(
1

mn

)2
1/2 ∞∑

m,n=1

|Φ(1,1)
1mn |

2

1/2

+M̃2

 ∞∑
m,n=1

(
1

mn

)2
1/2 ∞∑

m,n=1

|Φ(1,1)
2mn |

2

1/2

≤

≤ M̃3

(
‖ψ(x, y)‖W 3

2 (D) + ‖F1(x, y, t)‖W 2
2 (D) + ‖F2(x, y, t)‖W 2

2 (D)

)
≤

≤M7

(
‖ψ(x, y)‖C3(D) + ‖F1(x, y, t)‖C2(D) + ‖F2(x, y, t)‖C2(D)

)
,

çäåñü è äàëåå M̃i, i = 1, 3, � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò p, q, b è α. Èç
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èìååì âòîðóþ îöåíêó òåîðåìû. �
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S.N. Sidorov

Three-dimensional initial boundary value problem for a parabolic-hyperbolic equation

with a degenerate parabolic part

Abstract. An initial-boundary value problem is studied for an inhomogeneous equation of mixed
parabolic-hyperbolic type in three variables in a rectangular parallelepiped. A criterion for the
uniqueness of a solution is established. The solution is constructed as the sum of an orthogonal
series. When justifying the convergence of the series, the problem of small denominators of two
natural arguments arose. Estimates on the separation of small denominators from zero with the
corresponding asymptotics are established. These estimates made it possible to substantiate the
convergence of the constructed series in the class of regular solutions of this equation. The stability
of the solution with respect to the boundary function is established.

Keywords: equation of mixed parabolic-hyperbolic type, initial-boundary value problem, unique-
ness, series, small denominators, existence, stability.
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