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ГЛОБАЛЬНАЯ АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ
И СТАБИЛИЗАЦИЯ В НЕЛИНЕЙНОЙ КАСКАДНОЙ СИСТЕМЕ

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Аннотация. Изучены некоторые достаточные условия локальной и глобальной равномерной
асимптотической устойчивости, а также стабилизируемости положения равновесия для си-
стем дифференциальных уравнений с запаздыванием, имеющих структуру каскада. В отли-
чие от известных результатов, приведенные утверждения справедливы в случае, когда правые
части уравнений нелинейны и зависят от времени, а также произвольным образом зависят
от предыстории системы.
Показано, что применение знакопостоянных вспомогательных функционалов и функций

со знакопостоянной производной позволяет значительно упростить получение достаточных
условий асимптотической устойчивости для каскада.
Приведен пример, иллюстрирующий применение полученных результатов и демонстри-

рующий упрощение процедуры исследования асимптотической устойчивости и построения
стабилизирующего управления по сравнению с традиционными методами.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение с запаздыванием, каскадная система, устой-
чивость, знакопостоянные функционалы Ляпунова.

УДК: 517.929

Abstract. We study certain sufficient conditions for the local and global uniform asymptotic
stability, as well as the stabilizability of the equilibrium in cascade systems of delay differential
equations. As distinct from the known results, the assertions presented in this paper are also
valid for the cases, when the right-hand sides of equations are nonlinear and depend on time or
arbitrarily depend on the historical data of the system.

We prove that the use of auxiliary semi-definite functionals and functions with semi-definite
derivatives taken by virtue of the system, essentially simplifies the statement of sufficient conditions
for the asymptotic stability of a cascade.

We adduce an example which illustrates the use of the obtained results. It demonstrates that
the proposed procedure makes the study of the asymptotic stability and the construction of a
stabilizing control easier in comparison with the traditional methods.
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Введение

Функционально-дифференциальным уравнением с отклоняющимся аргументом называ-
ется дифференциальное уравнение для функции x скалярной переменной t, в которое значе-
ния x(t) и ее производной ẋ(t) входят при различных значениях аргумента. Функционально-
дифференциальное уравнение относится к запаздывающему типу, если ẋ(t) выражается
через значения x(s) при s ∈ [t − r(t), t], 0 � r(t) � +∞. Если существует конечное чис-
ло r > 0 такое, что r(t) � r при всех t, то запаздывание называется конечным, иначе –
неограниченным или бесконечным.
В работе рассматривается частный случай уравнений с запаздыванием — так называемые

“каскадные” системы, которые схематично можно представить в виде

Одной из наиболее часто исследуемых задач для каскада является следующая. Предпо-
лагается, что каждая из подсистем (a) и (b) имеет нулевое положение равновесия, асимп-
тотически устойчивое по Ляпунову при отсутствии взаимосвязи, и исследуется вопрос: со-
хранится ли это свойство, если подсистемы связаны? Особый интерес представляет воз-
можность сохранения глобальной асимптотической устойчивости нулевого решения, когда
к нулю сходятся все решения системы, независимо от начальной точки.
Если каскад линеен, то глобальная асимптотическая устойчивость для каждой подси-

стемы при нулевом «входе» означает глобальную асимптотическую устойчивость для всего
каскада. Однако в нелинейном случае это не так.
Например, легко видеть, что функция x(t) = a+b

y(0)e
2aτeat является неограниченным реше-

нием первого уравнения системы

ẋ(t) = −bx(t) + x2(t − τ)y(t),
ẏ(t) = −ay(t).

Поэтому для получения глобальных результатов отдельно изучаются достаточные условия
ограниченности всех решений системы.
В связи с этим для каскада, допускающего возможность управляющих воздействий (на

каждую подсистему или на одну из них) возникает задача стабилизации, т. е. обеспечения
[глобальной] асимптотической устойчивости начала координат (соответствующее управле-
ние называется стабилизирующим).
Структура каскада позволяет, с одной стороны, охватить достаточно широкий класс си-

стем, с другой стороны, упростить исследование устойчивости по сравнению с традицион-
ными методами, а также “разделить” задачу стабилизации, поскольку оказывается, что при
определенных условиях стабилизация каждой из подсистем гарантирует стабилизацию всей
системы.
Указанным задачам для каскадов, описываемых обыкновенными дифференциальными

уравнениями, посвящено довольно много исследований (напр., [1]–[6]). Заметим, что в боль-
шинстве работ система предполагается либо линейной, либо нелинейной автономной. Для
систем, учитывающих запаздывание, подобных результатов гораздо меньше, а класс рас-
сматриваемых систем гораздо у́же. Например, в [7], [8] в системе (a) правая часть авто-
номна, линейна по y(t) и зависит только от значений x(t), x(t − τ) (сосредоточенное за-
паздывание), а система (b) не содержит запаздывания (т. е. описывается обыкновенными
дифференциальными уравнениями).
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В данной работе представлены результаты об асимптотической устойчивости каскада при
условии асимптотической устойчивости его частей. В основе доказательства всех утвержде-
ний лежит прямой метод Ляпунова.
Данная статья организована следующим образом: в разделе 1 приведены основные опре-

деления и обозначения; достаточные условия асимптотической устойчивости, а также су-
ществования стабилизирующего управления для нелинейного каскада даны в разделе 2 (из
вышесказанного ясно, что полученный результат будет, вообще говоря, локальным); соот-
ветствующим глобальным результатам посвящен раздел 3. Приведен пример, иллюстриру-
ющий доказанные теоремы.
Полученные в работе утверждения развивают, в частности, некоторые результаты из

[8]–[10], [4]–[6].

1. Основные определения и обозначения

Рассмотрим систему, для которой возможно описание неавтономными нелинейными функ-
ционально-дифференциальными уравнениями запаздывающего типа. Одно из стандартных
обозначений для таких уравнений имеет вид

ẋ(t) = f(t, xt), (1)

где t ∈ R+ = [0,+∞), x(t) — вектор n-мерного действительного пространства Rn с нормой
| · |, xt — элемент (банахова) пространства C(n) = C([−τ, 0], Rn) с супремум-нормой ‖ · ‖,
определяемый формулой xt(s) = x(t + s) для s ∈ [−τ, 0], τ > 0 — величина запаздывания, и
для q > 0 Cq(n) = {ϕ ∈ C(n) : ‖ϕ‖ � q}. Предположим, что f(t, 0) = 0 для всех t ∈ R+, так
что система (1) имеет нулевое решение. Кроме того, считаем, что функционал f непрерывен
и на каждом множестве вида R+ × Cq(n) ограничен и удовлетворяет условию Липшица.
Тогда для каждой начальной точки (t0, ϕ) ∈ R+ × C(n) существует непродолжаемое

решение x(t; t0, ϕ) системы (1), определенное для t ∈ [t0 − τ, β) и такое, что xt0(t0, ϕ) = ϕ
[11].
Для случая, когда система имеет структуру каскада, ее можно описать парой уравнений:

ẋ(t) = f1(t, xt) + g(t, xt, yt), (2a)
ẏ(t) = f2(t, yt). (2b)

Здесь x и y — векторы размерностей n иm соответственно, а xt и yt — элементы пространств
C(n) и C(m), и f2(t, 0) = 0, f1(t, 0) = g(t, ϕ1, 0) = 0 для всех t ∈ R+, ϕ1 ∈ C(n), так что
система (2) имеет нулевое положение равновесия, а система (2a) при отсутствии взаимосвязи
(y(t) ≡ 0) принимает вид

ẋ(t) = f1(t, xt). (2a-0)
Будем исследовать устойчивость по Ляпунову нулевого решения системы (2) (исполь-

зуются стандартные определения, см., напр., [12]–[14]), а также задачу стабилизации для
управляемой системы

ẋ(t) = fu
1 (t, xt, u1(t)) + g(t, xt, yt), (3a)

ẏ(t) = fu
2 (t, yt, u2(t)). (3b)

Управление ui при каждом фиксированном t ∈ R+ есть вектор из Rpi , p1 � n, p2 � m,
причем предполагается, что управляющие воздействия строятся в виде непрерывных функ-
ций u1(t, xt) : R+ × C(n) → Rp1 и u2(t, yt) : R+ × C(m) → Rp2 так, что ui(t, 0) ≡ 0 для всех
t ∈ R+. Такие управления будем называть допустимыми. Предполагается также, что для
всех t ∈ R+, ϕ1 ∈ C(n), fu

1 (t, 0, 0) = g(t, ϕ1, 0) = 0, fu
2 (t, 0, 0) = 0, так что при любом допу-

стимом управлении система (3) имеет нулевое положение равновесия. Кроме того, считаем,
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что функционалы f0
1 (t, ϕ1) := fu

1 (t, ϕ1, u1(t, ϕ1)) и f0
2 (t, ϕ2) := fu

2 (t, ϕ2, u2(t, ϕ2)) для любых
допустимых управлений непрерывны, локально липшицевы и ограничены на множествах
вида R+ × Cq(l) для q > 0 и соответствующих l.

2. Локальная асимптотическая устойчивость и стабилизация для
нелинейного каскада

Как отмечалось во введении, в нелинейном случае глобальная асимптотическая устой-
чивость нулевого решения для каждой подсистемы при нулевом “входе” не означает гло-
бальной асимптотической устойчивости для всего каскада. Выход подсистемы, описывае-
мой (2b), действует как входное возмущение, и этого может оказаться достаточно, чтобы у
подсистемы, соответствующей (2a), появились неограниченные решения.
Получить же локальный результат для каскада общего вида (2) очень просто, если вос-

пользоваться методом знакопостоянных функционалов Ляпунова и обратной теоремой ([13],
теорема 30.2). Кроме стандартных определений устойчивости по Ляпунову, мы используем
следующее

Определение. Нулевое решение системы (1) называется равномерно притягивающим от-
носительно множества Λ ⊂ C(n), если для некоторого ∆ > 0 и любого ε > 0 существует
T = T (ε) > 0 такое, что если (t0, ϕ) ∈ R+ × [C∆(n) ∩ Λ], то |x(t; t0, ϕ)| < ε, как только
t > t0 + T .

Функционал V ∈ C(R+ × C(n), R+), удовлетворяющий условию V (t, 0) ≡ 0, назовем
функционалом Ляпунова. Его производная в силу системы (1) есть функционал V̇ (t, ϕ) :
R+ × C(n) → R.
Обозначим U−1(∞, c) = {ϕ ∈ C(n) | ∃ϕn → ϕ, tn → +∞ : lim

n→∞
U(tn, ϕn) = c} для

функционала U : R+ × C(n) → R и c ∈ R+.
Тогда, используя результаты [9], [10], нетрудно доказать следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть существует функционал Ляпунова V , допускающий бесконечно ма-
лый высший предел и такой, что V̇ (t, ϕ) � −U(t, ϕ) � 0 для всех (t, ϕ) ∈ R+ × C(n) и
некоторого функционала U(t, ϕ), равномерно непрерывного на множествах вида R+ × K,
K ⊂ C(n) — компакт; нулевое решение является равномерно притягивающим относи-
тельно множества V −1(∞, 0); множество U−1(∞, 0) ∩ V −1(∞, c) пусто при c > 0. Тогда
нулевое решение системы (1) равномерно асимптотически устойчиво.

Рассмотрим теперь каскадную систему (2).

Теорема 2. Пусть нулевое решение равномерно асимптотически устойчиво для систем
(2a-0) и (2b). Тогда решение x = 0, y = 0 системы (2) равномерно асимптотически устой-
чиво.

Действительно, согласно обратной теореме ([13], теорема 30.2) существует положитель-
но определенный функционал V (t, ϕ2) : R+ × C(m) → R+, производная которого в силу
системы (2b) отрицательно определена. Используя этот функционал и теорему 1, получим
требуемое утверждение. Заметим, что равномерная асимптотическая устойчивость для под-
систем (2a-0) и (2b), требуемая в теореме, может быть установлена любым способом, в том
числе с использованием вспомогательных функционалов [11]–[13], [15] либо функций [10],
[11], [14], [16].
Из теоремы 2 непосредственно получаем

Следствие. Пусть нулевое решение системы (3a) с нулевым входом, т. е. ẋ(t)=fu
1 (t, xt, u1(t)),

стабилизируемо (до равномерной асимптотической устойчивости) допустимым управлением
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u1(t, xt), а решение y = 0 системы (3b) стабилизируемо (до равномерной асимптотической
устойчивости) допустимым управлением u2(t, yt). Тогда решение x = 0, y = 0 системы (3)
равномерно асимптотически устойчиво при управлении (u1(t), u2(t)) = (u1(t, xt), u2(t, yt)).

3. Глобальные результаты

Исходя из условий локальной равномерной асимптотической устойчивости, рассмотрим
сначала вопрос, какие дополнительные свойства решений могут гарантировать, что резуль-
тат будет глобальным?
Предполагая глобальную равномерную асимптотическую устойчивость нулевого решения

для (2b), рассмотрим функционал V (t, ϕ2), существование которого следует из обратной
теоремы и который удовлетворяет условиям теоремы 1 для системы (2). Свойства этого
функционала гарантируют, что каждое ограниченное решение системы (2) при t → +∞
стремится к максимально инвариантному подмножеству M множества U−1(∞, 0), причем
сходимость равномерна по начальным данным. Последнее множество, очевидно, состоит
из элементов вида (ϕ1, 0) ∈ C(n) × C(m). Предполагая теперь нулевое решение системы
(2a-0) глобально равномерно асимптотически устойчивым, получим M = {(0, 0)}. Таким
образом, любое решение системы (2) либо неограничено, либо стремится к нулю равномерно
по начальным данным.
Отсюда следует

Теорема 3. Пусть системы (2b) и (2a-0) имеют глобально равномерно асимптотические
устойчивые нулевые решения, а все решения системы (2) равномерно ограничены. Тогда
нулевое решение системы (2) глобально равномерно асимптотически устойчиво.

Аналогичный результат для обыкновенных дифференциальных уравнений можно най-
ти, например, в [17] (рассматриваемые там уравнения предполагаются автономными, и это
предположение существенно, поскольку при доказательстве используется известный прин-
цип инвариантности Ла-Салля). Заметим, что в силу глобальной асимптотической устойчи-
вости нулевого решения подсистемы (2b) достаточно потребовать, чтобы для любой функ-
ции y(t) : [t0,+∞) → Rm такой, что y(t) → 0 при t → +∞, решения x(t) системы (2a) были
равномерно ограниченными (в [18] приводится достаточно объемное доказательство, без ис-
пользования вспомогательных функций, аналогичного результата для каскада автономных
обыкновенных дифференциальных уравнений).
Предположим теперь, что для системы (2a-0) существует функция типа Разумихина

V (t, x), которая удовлетворяет следующим предположениям:
1. V (t, x) ∈ C1(Rn, R+) положительно определена и допускает бесконечно малый выс-
ший предел при |x| → 0 и бесконечно большой низший предел при |x| → ∞;

2. производная функции V в силу системы (2a-0) — функционал V ′(t, ϕ1)=∂V
∂t (t, ϕ1(0))+

∂V
∂x (t, ϕ1(0)) · f1(t, ϕ1) — удовлетворяет оценке V ′(t, ϕ1) � 0 для всех ϕ1 ∈ Ωt(V ) =
{ϕ ∈ C(n) : max

−τ�s�0
V (t + s, ϕ1(s)) � V (t, ϕ1(0))};

3. |V ′(t, ϕ1)| � U(t, ϕ1) для всех (t, ϕ1) ∈ R+ × C(n), функционал U(t, ϕ1) равномерно
непрерывен и ограничен на каждом множестве вида R+ × K с компактным множе-
ством K ⊂ C;

4. пересечение множеств V −1
max(∞, c)={ϕ1∈C(n) | ∃ϕn→ϕ1, tn→+∞ : lim

n→∞
max

−τ�s�0
V (tn+

s, ϕn(s)) = lim
n→∞

V (tn, ϕn(0)) = c} и U−1(∞, 0) пусто при c 	= 0.

Заметим, что п. 2 представляет собой условие Разумихина для производной, обеспечиваю-
щее устойчивость нулевого решения. Для асимптотической устойчивости обычно требуется
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отрицательная определенность производной в том или ином смысле, к тому же на более ши-
роком множестве, чем Ωt(V ) [13], [15]. Предложенное ослабление условия на производную
во многих случаях значительно облегчает построение функции для конкретного уравне-
ния, однако для гарантии асимптотической устойчивости требует дополнительных предпо-
ложений. Такими предположениями и являются условия пп. 3 и 4 (в случае классической
функции с отрицательно определенной производной они выполняются автоматически).

Теорема 4. Пусть существует функция V (t, x) такая, что
1. выполняются предположения 1– 4;
2. для всех x ∈ Rn : |x| > η выполняется неравенство

∣∣∂V
∂x

∣∣ · |x| � c1V (t, x), а для всех
x ∈ Rn : |x| � η справедлива оценка

∣∣∂V
∂x

∣∣ � c для некоторых постоянных η, c1, c > 0;
3. функционал g допускает оценку |g(t, ϕ1, ϕ2)| �

[
α1(‖ϕ2‖)+α2(‖ϕ2‖)|ϕ1(0)|

]
‖ϕ2‖ для

некоторых непрерывных функций α1, α2 : R+ → R+;
4. решения системы (2b) допускают оценку вида |y(t; t0, ϕ20)| � k1‖ϕ20‖ exp(−k2t) для
некоторых постоянных k1, k2 > 0.

Тогда нулевое решение системы (2) глобально равномерно асимптотически устойчиво.

Доказательство. Используя результаты [16], [10], получаем глобальную равномерную
асимптотическую устойчивость нулевого решения системы (2a-0). В силу теоремы 3 теперь
достаточно показать, что решения системы (2a) равномерно ограничены.
Пусть x(t) = x(t; t0, ϕ10), y(t) = y(t; t0, ϕ20) – некоторое решение системы (2). Обозначим

v(t) = max
−τ�s�0

V (t + s, x(t + s)).

Предположим |x(t)| > η. Если для некоторого t � t0 справедливо V (t, x(t)) < v(t), то
v(t1) = const при всех t1 ∈ [t, t + ε] для достаточно малого ε > 0, поэтому производная
v′(t) = 0. Если же V (t, x(t)) = v(t), то xt ∈ Ωt(V ) и на основании условий теоремы имеем, что
производная функции V в силу системы (2a) допускает оценку V ′(t, ϕ) � C1V (t, ϕ1(0))e−k2t

на каждом множестве ‖ϕ20‖ � const для некоторой постоянной C1. Если |x(t)| < η, то∣∣∂V
∂x (t, x(t))

∣∣ � c и на каждом множестве ‖ϕ20‖ � const получим для этого случая оценку
V ′(t, ϕ) � C2e

−k2t.
В итоге для всех t � t0 получаем v′(t) � [C1v(t) + C2]e−k2t. Если C1 = 0, то v(t) �

C2C3 + v(t0), где C3 = e−k2t0/k2, иначе (1/C1) ln
[
(C1v(t) + C2)/(C1v(t0) + C2)

]
� C3, т. е.

v(t) �
(
(C1v(t0) + C2)eC1C3 − C2

)
/C1.

Отсюда следует, что при всех t � t0 значения v(t) ограничены постоянной величиной,
зависящей только от v(t0), а значит, в силу свойств функции V (t, x) решения x(t) системы
(2a) равномерно ограничены. �
Замечание 1. Аналогичные результаты для каскада обыкновенных дифференциальных
уравнений получены в работах [5], [6] (в статье [5] для производной предлагается другая
оценка:

∣∣∂V
∂x (t, x)

∣∣ � c̃V a(t, x) для некоторых c̃ > 0 и a ∈ (0, 1)). При этом глобальная рав-
номерная асимптотическая устойчивость для подсистемы (2a-0) в указанных работах пред-
лагается в качестве дополнительного предположения соответствующих теорем (в теореме 4
последнее свойство обеспечивается предположениями 3, 4 для функции V ).

Замечание 2. Пусть функция V такова, что Ωt(V ) ⊂ {ϕ1 : ‖ϕ1‖ � c3|ϕ1(0)|} для некото-
рого c3 > 0 (напр., любая квадратичная функция удовлетворяет этому условию). Тогда в
оценке для функционала g можно |ϕ1(0)| заменить на ‖ϕ1‖.
Замечание 3. Условие 2 доказанной теоремы ограничивает рост функции V (t, x). Легко
проверить, что этому условию удовлетворяет, например, любая квадратичная функция, а
также функция вида V (t, x) = k|x|p, где k > 0 и p ∈ (1,∞).
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Пример

Рассмотрим задачу слежения для мобильного колесного робота, движущегося в одной
плоскости. Движение робота-“преследователя” и воображаемого робота-“преследуемого” (по-
следний представляет собой “образец”) будем описывать соответственно значениями векто-
ров (x(t), y(t), θ(t)) и (xr(t), yr(t), θr(t)) (рис. 1). Будем считать величины

Рис. 1. Задача слежения

v(t) =
√

(ẋ(t))2 + (ẏ(t))2 и ω(t) = θ̇(t) компонентами управляющего воздействия на робота-
“преследователя”. Предположим, что в каждый момент времени мы можем измерять зна-
чения (x(t), y(t), θ(t)) и спустя время τ > 0 воздействовать на систему управлениями, за-
висящими от этих значений. Считаем также, что значения (xr(t), yr(t), θr(t)) известны. За-
дача состоит в выборе управлений (в виде v(t) = v(t, x(t − τ), y(t − τ), θ(t − τ)), ω(t) =
ω(t, x(t−τ), y(t−τ), θ(t−τ))) так, чтобы x(t) → xr(t), y(t) → yr(t), θ(t) → θr(t) при t → +∞
равномерно относительно начальных отклонений и начального момента времени.
Определим координаты “отклонений” [19]:⎡⎣xe(t)

ye(t)
θe(t)

⎤⎦ =

⎡⎣ cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

⎤⎦ ·

⎡⎣xr(t) − x(t)
yr(t) − y(t)
θr(t) − θ(t)

⎤⎦ .

Учитывая, что ẋ(t) = v(t) cos θ(t), ẏ(t) = v(t) sin θ(t), θ̇(t) = ω(t) и аналогичные равенства
справедливы для переменных с индексами r, получим систему дифференциальных уравне-
ний для “отклонений”

ẋe(t) = ω(t)ye(t) − v(t) + vr(t) cos θe(t),

ẏe(t) = −ω(t)xe(t) + vr(t) sin θe(t),

θ̇e(t) = ωr(t) − ω(t).

(4)
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Ясно, что рассматриваемая задача эквивалентна задаче стабилизации нулевого решения
системы (4) до равномерной асимптотической устойчивости.
Заметим, что рассматриваемая задача в предположении отсутствия запаздывания по-

дробно изучалась, например, в [4], [19] (где управление строится в виде функции от двух
переменных из тройки (xe, ye, θe) и дополнительной переменной, определяемой из некото-
рого дифференциального уравнения).
Применим к решению задачи следствие из теоремы 2. Для этого исходную задачу нуж-

но разделить на две более простые, например, позиционирование и ориентация. Други-
ми словами, сначала мы ищем подсистему вида (3b) и строим для нее управление вида
u2(t) = u2(t, y(t − τ)) так, чтобы ее нулевое решение было равномерно асимптотически
устойчивым. Затем в оставшихся уравнениях нужно переменную y (из (3b)) заменить нулем
и изучить динамику полученной подсистемы вида ẋ(t) = fu

1 (t, xt, u1), где u1 — управление.
Если существует закон управления вида u1(t) = u1(t, x(t − τ)) такой, что нулевое реше-
ние этой подсистемы становится равномерно асимптотически устойчивым, то на основании
следствия получим, что управление (u1(t), u2(t)) стабилизирует нулевое решение системы
(4) до равномерной асимптотической устойчивости.
Заметим, что третье уравнение в системе стабилизируется управлением вида

ω(t) = ωr(t) + bθe(t − τ) (5)

при условии, что 0 < b < π
2τ [11]. Это уравнение и будет подсистемой (3b) в нашем каскаде.

Подставим θe(t) ≡ 0 в первые два уравнения системы (4), и, учитывая уже выбранный вид
управления ω(t), получим

ẋe(t) = ωr(t)ye(t) − v(t) + vr(t),
ẏe(t) = −ωr(t)xe(t).

(6)

Управление для этой подсистемы будем строить в виде

v(t) = vr(t) + c(t)xe(t − τ). (7)

Заметим, что при отсутствии запаздывания в управлении (τ = 0) нулевое решение замкну-
той системы (6) будет равномерно асимптотически устойчивым при любом c(t) ≡ c > 0,
если, например, ∫ t+T

t
ω2

r(s)ds � µ для некоторых T, µ > 0 и всех t � 0. (8)

(Условие (8) можно найти, например, в [20], а для получения соответствующего результата
достаточно применить к системе (6) функцию Ляпунова V (xe, ye) = x2

e + y2
e и теорему о

равномерной асимптотической устойчивости из [21].)
Получим теперь условия равномерной асимптотической устойчивости для замкнутой си-

стемы (6) при управлении (7) с ненулевым τ .
Рассмотрим два частных случая: (a) ωr(t) ≡ ω = const; (b) 0 � ωr(t) � ω̂ для всех t ∈ R+.
В случае (a) положим c(t) ≡ c > 0 и для исследования используем функцию

V (xe, ye) =
[
xe ye

]
· P ·

[
xe

ye

]
=

[
xe ye

]
·
[

1/c −1/2ω
−1/2ω c/2ω2 + 1/c

]
·
[
xe

ye

]
. (9)

Легко проверить, что эта функция положительно определена, допускает бесконечно малый
высший предел при |x| → 0 и бесконечно большой низший предел при |x| → ∞.
Ее производная в силу системы (6) при управлении (7) равна

V ′(ϕ1, ϕ2) = −ϕ2
1(0) − ϕ2

2(0) − (2ϕ1(0) − (c/ω)ϕ2(0))(ϕ1(−τ) − ϕ1(0)).
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Если вдоль решения системы (xe(t), ye(t))=(xe(t; t0, ϕ10), ye(t; t0, ϕ20)) для всех t � t0+τ вы-
полняется неравенство V (xe(t), ye(t)) < max

−2τ�s�0
V (xe(t + s), ye(t + s)), то функция

max
−2τ�s�0

V (xe(t + s), ye(t + s)) монотонно убывает вдоль решения и в силу положитель-

ной определенности стремится к нулю, а значит, стремится к нулю и соответствующее
решение. Предположим теперь, что существует T � t0 + τ такое, что V (xe(T ), ye(T )) =

max
−2τ�s�0

V (xe(T +s), ye(T +s)). Обозначим λm < λM собственные значения матрицы P . Тогда

для этого T нетрудно получить оценку |xe(T − τ)−xe(T )| � τ(|ω|+ c)
√

x2
e(T ) + y2

e(T )
√

λM
λm
,

откуда

V ′((xe)T , (ye)T ) � −(x2
e(T ) + y2

e(T ))(1 − τ(|ω| + c))(2 + c/|ω|)
√

λM

λm
.

Вычисляя λm и λM , получаем, что V ′ отрицательно определена, если

τ < τ01 =
|ω|

(|ω| + c)(2|ω| + c)

√√
4ω2 + c2 − c√
4ω2 + c2 + c

. (10)

Таким образом, при условии (10) max
−2τ�s�0

V (xe(t + s), ye(t + s)) монотонно убывает вдоль

решений системы (5), (6) при t � t0 + r, откуда в силу свойств функции V (xe, ye) следует
равномерная асимптотическая устойчивость нулевого решения.
Заметим, что при фиксированном ω функция τ01(c) монотонно убывает по c на R+ и

ее наибольшее значение равно τ01(0) = 1/2|ω|. Поэтому если запаздывание в управлении
τ < 1/2|ω|, то существует c0 > 0 такое, что τ01(c0) = τ , и для всех c(t) ≡ c ∈ (0, c0) управ-
ление (7) стабилизирует нулевое решение системы (6) до равномерной асимптотической
устойчивости. Итак, если bτ < π/2 и выполняется условие (10), то при управлениях (5), (7)
нулевое решение системы (4) равномерно асимптотически устойчиво в силу теоремы 2.
Рассмотрим случай (b) и положим c(t) = cωr(t), c > 0. В качестве функции Ляпунова

возьмем положительно определенную квадратичную форму

V (xe, ye) =
1
c
x2

e − xeye +
(

c

2
+

1
c

)
y2

e . (11)

Те же рассуждения, что и выше, показывают, что если

τ < τ02 =
1

ω̂(1 + c)(2 + c)

√√
c2 + 4 − c√
c2 + 4 + c

, (12)

то нулевое решение системы (6)–(7) при c(t) = cωr(t), c > 0, равномерно асимптотически
устойчиво. Следовательно, в случае (b) пара управлений (5), (7) при условиях bτ < π/2, (8),
(12) стабилизирует нулевое решение системы (4) до равномерной асимптотической устой-
чивости. Как и в случае (a), постоянная c в управлении принадлежит интервалу (0, c0),
τ02(c0) = τ , где τ — запаздывание в управлении, которое должно быть меньше, чем 1/2ω̂.
Покажем, что полученный результат является глобальным. Для этого используем теоре-

му 4. Систему (4), замкнутую управлениями (5) и (7), можно записать в виде[
ẋe(t)
ẏe(t)

]
=

[
0 ωr(t)

−ωr(t) 0

]
·
[
xe(t)
ye(t)

]
+

[
−c(t) 0

0 0

]
·
[
xe(t − τ)
ye(t − τ)

]
+
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+

⎡⎢⎢⎣vr(t)
1∫
0

sin(sθ(t))ds bye

vr(t)
1∫
0

cos(sθ(t))ds −bxe

⎤⎥⎥⎦ ·
[

θe(t)
θe(t − τ)

]
,

θ̇e(t) = −bθe(t − τ).

Эта система является каскадом вида (2). Уравнения для функций xe(t), ye(t) соответству-
ют системе (2a), а уравнение для функции θe(t) — системе (2b). Условия 1, 2 теоремы 4,
очевидно, выполняются для функций (9) и (11). Кроме того, если τ < 1/b, то для решения
θe(t) = θe(t; t0, ϕ30) справедлива оценка

|θe(t)| � k1‖ϕ30‖ exp(−γt/2),

где γ = (1 − bτ)
[

1
2b − (1−bτ)τ

ln(bτ)

]−1 ([22], теорема 2.1.6). Поэтому условие 4 теоремы 4 также
выполняется. Нетрудно также убедиться, что функционал g(t, ϕ1, ϕ2) удовлетворяет усло-
вию 3 с функциями α1(s) =

√
2v̂r, α2(s) = b, где v̂r = max

t∈R+
vr(t). Итак, в силу теоремы 4

построенные управления обеспечивают глобальную асимптотическую устойчивость нулево-
го решения системы (4).
В заключение заметим, что в условиях на управления с ростом запаздывания интервал

допустимых коэффициентов b и c в управлениях сужается. Конечно, полученные оценки
(10) и (12) довольно грубые, и реально допустимые интервалы для τ , c могут быть шире, од-
нако качественный вывод сохраняется: “слишком большое” влияние предыдущих состояний
(которые при больших τ могут сильно отличаться от текущего) дестабилизирует систему.
Это подтверждается численными экспериментами (см., напр., рис. 2 и 3).

Рис. 2. Численное решение системы (6), (7) при c(t) = −ω(t) ≡ 1/2, τ = 2,
xe(t) = 1, ye(t) = −1 для t ∈ [−2, 0].

Заключение

В данной работе изучены некоторые достаточные условия локальной и глобальной равно-
мерной асимптотической устойчивости, а также стабилизируемости положения равновесия
для систем дифференциальных уравнений с запаздыванием, имеющих структуру каскада.
В отличие от известных результатов, приведенные утверждения доказываются для случая,
когда правая часть системы нелинейна и зависит от времени, а также зависит при фик-
сированном t произвольным образом от значений искомой функции на отрезке [t − τ, t]
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Рис. 3. Численное решение системы (6), (7) при c(t) = ω(t) = sin2 t, τ = 2.5,
xe(t) = ye(t) = 3 для t ∈ [−2.5, 0].

(в частности, это может быть система с распределенным запаздыванием или несколькими
сосредоточенными).
Применение знакопостоянного вспомогательного функционала со знакопостоянной про-

изводной позволяет значительно упростить получение глобальных результатов для каскада
на основе факта (легко проверяемого при помощи таких функционалов), что если все ре-
шения каскада (2) ограничены, то глобальная равномерная асимптотическая устойчивость
его нулевого решения следует из тех же свойств, как и для его компонентов (2b) и (2a-0).
Заметим, что исследовать асимптотические свойства нелинейных систем каскадной струк-

туры или систем с возмущениями можно также на основе анализа траекторий (см., напр.,
[23], [18]). Однако результаты такого рода предполагают определенные свойства невозму-
щенной системы (напр., ограниченность решений, асимптотическую устойчивость нулево-
го решения) известными априори. В конкретных задачах эти свойства часто устанавли-
ваются опять же на основе вспомогательной функции и функционала, т. е. фактически
прямой метод оказывается все равно задействован в исследовании. Интересно, что авто-
ры [7], [8], используя в своих исследованиях вспомогательные функции и функционалы,
указывают на ограниченность предлагаемого метода, вызванную двумя причинами: во-
первых, тем, что не для всех систем с асимптотически устойчивым нулевым решением
существует функция Ляпунова–Разумихина (используемая в [7]) либо функционал вида

V (ϕ) = k(ϕ(0))+
0∫

−r
l(ϕ(s))ds, (используемый в [8]); а во-вторых, существенным использова-

нием принципа инвариантности Ла-Салля, применимого лишь к автономным уравнениям.
В предлагаемой работе ограничения, вызванные этими причинами, ослаблены.
Приведенный пример иллюстрирует применение полученных результатов и демонстри-

рует упрощение процедуры исследования асимптотической устойчивости и построения ста-
билизирующего управления по сравнению с традиционными методами.
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