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Если полиномы R(z) выбирать так, чтобы а п _ 1 = 1, то будут справедливы не-, 
равенства " a 2 v + 1 > j 0 , v = 0 ,1 , . . ., п/2 — 1. Учитывая, кроме того, что f i 2 v + 1 > 0 
(см. [2]) при аг = а3 = • • • = ап_3 = 0, получим из (15) |, 

i n f i ^ ^ f ^ \ (16) 

Таким образом, нижняя грань Кх отвечает полиному R(z) = z n _ 1 или соответствую­
щему полиному р (£) = (£ —1) (£ + l ) 7 1 - 1 . Разностная ; схема вида (2), отвечающая 
последнему полиному, очевидно, неустойчива.^ 

Далее вычислим В0. Имеем 4 

Во = l i m — 7 F — = l i m -JF}—,——" > — - - n - i " 

(17) 

lZ d t ' " ^ ' d 4 [ i ( ^ i ) ] n 

После этого с учетом (16) получим 

# i inf Кг fVfi 
inf = 

BQ 2 n ~ 1 2 n + 1 

Тем самым, доказаны следующие теоремы. 
Т е о р е м а 1. Среди устойчивых схем вида (2) (п —четное ) наивысшей степени 

s = п -}- 2 we существует схемы, для которой величина Кг/В^ достигала бы минимума. 
Т е о р е м а 2.' Для всякой устойчивой схемы вида (2) (п — четное) наивысшей 

степени s = п -f- 2 имеет место неравенство Кг/Во > рп_^1/2п~'~1. 
Т е о р е м а 3. -Для всякого произвольного положительного числа е можно постро­

ить устойчивую схему вида (2) (п — четное) наивысшей степени s = п -\~2 такую, что 
^ i / B o < H n + 1 / 2 n + 1 + 8. • 
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О СХОДИМОСТИ МЕТОДА РАСЩЕПЛЕНИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

Н.Н. ЯНЕНКО 

(Челябинск) 

Рассмотрим смешанную задачу Коши: 

д Г ди 1 д Г : ди 1 
^ ^ И * 1 ' * 2 ' 0 ^ ] ^ ^ ^ х > Х о > 0 , (1) 

u(xltx2,0) = q>(x1}x2)f

: (xly ^ ) б Д ' " > (2) 
и (хг, х2, t) = f (хг, x2l t), (xly x2, t) e {УХТ}, *(3) 

где D — прямоугольная область плоскости xltx2: 0 < xx < 1, 0 < x2 < 1, у — ее гра­
ница, T — сегмент 0 < t < t0, к (хг,'х2} t) — достаточно ;: гладкая функция своих аргу­
ментов. 

ди 
ИГ 
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В области D 'построим сетку Dh: 

xli = iht x2j = jh, 0 < i < i V + l , 0 < / < 7 V + l, (N.+ l)h = l,. 

в которой/будем определять сеточные функции 

и^ = и(Иг}1Ъ). 

Рассмотрим схему расщепления (см. [1]) 

UnJrVz _цп . . . 
=АЛ^ип^ + {\-а) Un], . < (4), 

jjn+i _ цп+у2 . . . 
• т = Л 2 [аип+г + (1 — а) ип+Ц, 

где 
Л з = - 7 Г * - 7 Г > Д. = A _ s = 

Ti«7 (a?i, a?2, 0 = ^ ( » i + Л, i ) , • f2U (х1} х2, t) = U (xh х2 + h, t), ; (5) 

Un+s/2 (хъ x2) = u[xux2, ( « + . - y ) T > 5 = 0 , 1 . 

Уравнения (4) перепишем в виде 

As = E-(xxAs, Bs = E + (l~(x)xAs. 
(6) 

Для разностного решения £ / n + s / 2 уравнений (4) или (6) поставим следующие началь­
ные и краевые условия: 

Uo (a?i, я? 2) = ф ( я ? ь х2), U^s/2 (хи х2) = f \ x x , х2 (п + - у j т ] , (7) 

' 0*1, # 2 ) е т. 
Если, через о 

' * " un+s/2
 = W ^ i , я 2 • ( Л ' + " ^ " ) ' г 

обозначить точное решение дифференциальной задачи, через v71^2 = f / n + s / 2 — и

п ~^ 8 ^ 
функцию отклонения разностного решения от точного, то для vnJr^2 получаем неод­
нородную систему 

• A s V n + s / 2 _ B s V n + s - l / 2 ^ F n + 4 2 + R n f ( 8 ) 

г ; о = 0 , vn+s!2(x1,x2) = 0, К ^ ) £ Т . (9) 
Здесь 

1 ди д / ди \ i ди д [ ди \ ( ^) 

i?g—остаточные члены, имеющие порядок О (х1^)^ > 0—степень аппроксима­
ции. 

Будем предполагать х, № связанными законом предельного перехода* 
Фг

 = Т , . - \ 

где т — произвольная положительная константа. 
Операторы Аи А2 обратимы (см. лемму 2 ) , поэтому уравнения (8) можно пере­

писать в виде 

(И) 
**+i = C2vn+Xl> + A?[F^I> + Rn

2\; Cs = A?Ba. 
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Исключая из (И) г;п+1/з, получаем 

v n + i = C v n + On, C-'=V2Cl9 On = Fn + Rn, R^^C.A-^ + A^R^ (12) 

Fn = C2A^F^ + A^tf^l* = (C2A^ - A'1) fjH-V. ' = x ( С И " 1 - A'1) tfr n + v »: (12') 

Мы дадим теперь анализ корректности и аппроксимации схемы (12) в L2. Сеточ­
ное двумерное пространство Dh можно рассматривать как совокупность (теоретико-
множественную сумму) одномерных сеточных пространств, соответствующих фикси­
рованной a?i- или я2-линии сетки. 

Будем обозначать: через L. — одномерное пространство точек /-и линии, 

'x1 = ihi i = 0 ,1 , . . ., N + 1, х2 = /Ti,.:/ фиксировано; 

через. — пространство точек 

xi = ih, i фиксировано, x2 = jh, / = 0, 1,... . ., N + -1 . 

Аналогично, (iV + 2)2-мерные векторы г;п, определенные в Z>h, следует рассматри­
вать как совокупность векторов в L. или 

Соответственно этому операторы А&, Bs, C g, определенные в D h , можно рассматри­
вать как совокупность операторов, действующих в пространствах 

Будем обозначать через А^, В^, С1. операторы, действующие в через A2i9 

В2., С2^ — операторы, действующие в Тогда можно положить, например, для 
операторов ' 

C ^ ^ i C ^ } , C2vn = {C2iz»}. 
Отсюда следует 

Ц Сх К max И С И, | | C 2 | | < m a x | | C 2 i ||. 
3 о г 

Применяя оценки норм операторов с переменными коэффициентами (см. [2], [3]), 
получаем условие корректности эквивалентных схем (8), (11), (12) в Х 2 : 

^тах' ̂  1 1 1 

— Р — < " 2 ( 1 — 2 а ) ' ° < а < Т > и л и Т < а < 1 . (13) 

Действительно, при этом условии 

)\CSi\\ = l + 0(r), | |C s | | = l + a (T) , ; s - 1 , 2 . 
В дальнейшем условие (13) мы будем предполагать выполненным. 

На оснований теоремы эквивалентности для сходимости схемы (12) достаточно 
установить аппроксимацию. 

Оценим величину Fn по норме L2: 

Fn = (С2А^ - A'1) F^* = А'1 (В2А-г -Е) F^+% 

Так как |] Л" 11| ^ 1 (см. лемму 2), то достаточно оценить величину . 

gn = (B2A^ - Е) F ^ = (В2 - Аг) А^Е^1'* = 

^[(B2-E)^(A1-E)]A-1F^ = hn + kn, , (14) 

hn = (1 - a) X A ^ F ^ , kn = (E- Аг) А ^ + \ 

Сформулируек ряд лемм. 
Пусть v = {v^} —сеточная функция, определенная в Dh, А — оператор, определяе­

мый равенствами . 
N + 1 

^ = 2 4V*V <15> 
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Обозначим через Ь2А, Ь_2А операторы ' v 
• iv+i' N + i ' • ; 

' ' . а—0 а = 0 

а = 0 а = 0 

Очевидна справедливость равенств / 

A2A-v = (Л + б 2Л)A 2v + b2Av, . ' ' • 

А_ 2Д 2Л-г; = (Л + 6 2Л + Ь_2А + б_ 2б 2Л) Д_ 2Д 2г; + ' у''-" 
+ (б_ 2Л + б_ 2б 2Л) A2v + б_ 2б 2Л) А_2г; + б _ 2 М ^ . Л 

• , , \ . • ... ; • • 

Л е м м а 1. Если 62А = hB, 6_2А = hC, b_2b2A = hzD, где А, В, С, D — некото­
рые операторы, и \\ А || < Мь || А'11| < М ь || Б || < М ь || С || < М ь || D | | < М ь "где Mi 

зависит от h, то д2А~1 = hE, Ь_2А~1 = hF, д_262А~1 = h2G и [| Я || < М 2 , || F\\ < Af2, 
|| G || ̂  М 2 , ' М2 не зависит от h. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя к тождеству АА~г = I (единичная матрица) 
операцию 6 2, имеем 

(А -\- 62А) 6 2Л-1 + Ъ2АА-± = 0; :-
отсюда 

б 2 Л - 1 . = — (A.+ hb)-1.b2A.A^ = hE, . 
|| Я || = || (А + hB)-i-BA~i || < ||.(Л + пВ)-Щ В\\-\\ Л-11| < М2. 

Аналогично доказываются остальные оценки леммы. ; 
Л е м м а 2. v 

.. \\A1\\ = m&xil + 2llj, 1 + 2 Я Э Д ) l + 2 X y + 2X i + l i }, - • (16) 

M l ' ! .<! . • i<i,l.<N, (17) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оператор A x определяется равенством 

Ащ = - %{_г^^ + [l + V i i + hjl % = V * + i i - : 

Применяя оценки характеристических корней по Гершгорину и учитывая само-
спряженность оператора, получаем оценки (16), (17). 

Лемма 3. -Если к (х±, х2, t) — дважды дифференцируемая^ функция переменных 
х \ , х 2 , то Ъ2А\ = hB, 6__2>li = hC, 6_ 26 2^! — h2D, где операторы В, С, D ограничены по 
норме константой, не зависящей от h. 

Учитывая гладкость х, самосопряженность операторов В} С, D и применяя 
оценки по Гершгорину, получаем утверждение. - . 

Оценим теперь по норме величину gn из (14). Слагаемое кп без труда оцени­
вается: л • 

кп = А'1 (Е- A,) F ^ = axA^AiFp^ , . Л 

отсюда . • , ' 
^ " I K a t l H - M l l l A x ^ + ^ l K a T l l A ^ + V , ! , . (18) 

Оценим теперь 
hn = (l - a ) X A ^ F ^ . 

Справедливо соотношение ;;: 



Научные сообщения 937 

Применяя равенства (15), получим 

+ (6.2Л- 1 + 6.262л- 1 ) A2F{j + (бзЛ-1 + 6.262л- 1 ) Д _ 2 / ^ + 

+ б . ^ Л " 1 ^ ] ^ ••. 

Исходя из оценок лемм 1, 2, 3, получаем 

Л И [ ^ = Ф 1 ^ ^ + Ф 2 ^ ^ + ф з 4 1 ^ + Ф ^ . <21> ' 

где Ф 8 — операторы с чнормой, ограниченной константЬй, не зависящей от-Л. 
На оснований оценок (18), (21) и предполагая четырежды дифференцируемым 

решение и (хг, х2, t) задачи (1) —(3) и тем самым дважды дифференцируемой функ­
цию if) (xi,. х2, t), получаем оценку 

Fn = 0 (т 2), Ф п = 6 > ( т 1 + е ) . 

На основании теоремы эквивалентности имеем из (12) 
г;п = 0 ( т е ) . , ' 

Таким образом, справедлива д 

Т е о р е м а . Пусть 
а) • • ' .. ' • 

^тах ' ^ 1 1 
-1—№ < 2 (1 — 2а) ' ° ^ а < 1 Г (Услов№ корректности) . 

или •• . , ; 

б) решение и(хъ х2, t) задачи (1) — (3) четырежды непрерывно дифференцируемо, 
>с (a?i, х 2, £)—дважды непрерывно дифференцируемая функция (условие аппроксимации). 

Тогда решение Un схемы (4) сходится в L2 к решению u(xi, х2, t) задачи (1) — (3). 
В заключение сделаем несколько замечаний. 
На основании теоремы вложения С; Л. Соболева или теоремы эквивалентности 1 

Стрэнга [4], предполагая большую гладкость u(xi, х2, t) и к(х1} х2, t), можно до­
казать равномерную сходимость Un к и. 

Нетрудно видеть, что оценка норм разностных операторов Ag1 Bg, Cs не зави-. 
сит от формы области. Несколько детализуя исследование аппроксимации, можно 
доказать сходимость метода расщепления и для произвольной области. " 

Ясно, что метод доказательства остается в силе и для многомерного уравнения 

У . ди - s n д Г ди 1 

s = l s L s J 
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