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Исследуется трехпараметрический итерационный метод численного расчета течений бинга-
мовской жидкости. Данный метод является обобщением широко известного алгоритма Эр-
роу-Гурвица. Результатом работы является доказательство локальной сходимости метода. 
Библ. 8. Фиг. 2. Табл. 1. 

Ключевые слова: Трехпараметрический итерационный метод, теорема сходимости, течение 
бингамовской жидкости. 

ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим в ограниченной области l î c R стационарную первую краевую задачу для урав­
нений, описывающих течение несжимаемой изотермической вязкопластической жидкости Бин-
гама в переменных скорость - давление: 

- v A . + rt.-VJ.-gV.^ + V r - f . ( ] ) 

V u = 0, u | M = 0. 
Здесь D(u) = (Vu + (Vu)T)/2 - тензор скоростей деформации 

2 

\D(u)\2= ] Г D J ( U ) , 

положительные параметры p, v и g характеризуют следующие физические свойства: плотность, 
° i ° i 

вязкость и пластичность соответственно. Введем обозначение V - W2 (ß ) x W2 (£1). Известно 
(см. [1]), что задача (1) имеет обобщенное решение 

U G V, ре L 2 ( Q ) / [ R . 

Если g = 0, то из (1) следует стационарная задача для уравнений Навье - Стокса. Поэтому к 
известным трудностям ее численного решения (см. [2]) здесь добавляются проблемы нового не­
линейного члена (при ненулевом g), в частности его недифференцируемость. Возможным путем 
преодоления этой трудности является рассмотрение регуляризации задачи (1), которых суще­
ствует несколько вариантов (см. [3], [4] и цитированную там литературу). Мы будем ориентиро­
ваться на 8-регуляризацию следующего вида: 

- v A u e + p ( u e . V)u e - gV - D ( u £ ) + V / = f, 

J E \ \ D ( U £ ) \ 2 (2) 

V . u e = 0, u e | a Q = 0. 
Близость решений задач (1) и (2) установлена при р = 0 в [3]. 

Дискретный аналог задачи (2) представляет собой нелинейную задачу с седловым операто­
ром. Для случая кососимметричной (как в уравнениях Навье - Стокса) или сильно монотонной 
нелинейности в [5] был предложен и обоснован трехпараметрический итерационный алгоритм 
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решения. Этот метод является обобщением известных методов Эрроу-Гурвица и Кобелькова 
(см. [6]), а его отличительными особенностями являются простота реализации и минимальные 
требования к объему памяти. 

В настоящей работе предлагается обобщение трехпараметрического метода для численного 
решения уравнений, описывающих течение бингамовских жидкостей. Основным результатом 
является доказательство локальной сходимости алгоритма. Кроме того, методом конечных эле­
ментов построена аппроксимация задачи (2) и проведены численные эксперименты, иллюстри­
рующие работоспособность метода. 

1. П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е Р Е З У Л Ь Т А Т Ы 

Введем следующее обозначение: 
2 2 

= £ I > A VS = (SlJ)lJ = l и VT = (tu)lj=1. 
i=U=i 

В дальнейшем нам понадобится тождество 

D(v) : D(w) = D(\) : Vw Vv, w G V. (3) 

Установим некоторые свойства регуляризации (2). 
Лемма 1. Для любого и G V выполняется неравенство 

л /еЧ |Ь (и) | 2 

Доказательство. Запишем подробнее скалярное произведение f-V • ^ ( ц ) u | и п о д у ч и 
V Ve 2 + |D(u)|2 J 

К J7+\D(uf J 3Je2
 + \D(u)\2 JJe2

 + \D(uf 
Отметим, что последнее равенство следует из тождества (3). Далее, в силу того что D(u) : D(u) > О, 
получаем искомое утверждение. Лемма доказана. 

Введем следующие обозначения: 

^u(uo) = - V • A„(u0) = - V -. 
Ve2 + |D(u)|2 (л/е +|D(u)|2) 

Тогда верно равенство 

(-gV--==¥L=) (u0) = g(AÙ(u 0 )-A 2 (u 0 )) , 
V Ve 2 + |D (v ) | 2 ; „ 

где ( ) u - производная в точке u. 

Лемма 2. Оператор А „ (v) является линейным, самосопряженным, неотрицательным опе­

ратором на V, и существует Ъх > О такая, что ( А „ (u0), u0) < Ô ^ - A U Q , U 0 ) V U 0 G V. 

Доказательство. Пусть u0, G V. Рассмотрим ( A „ (u0), щ): 

( A u ( u 0 ) , U ! ) = \-===dxdy = = r ^ y . ( 4 ) 
iVe2 + | 0 ( u ) | 2 iVe 2 + |£>(u)|2 

Из равенства ( 4 ) следует самосопряженность и неотрицательность оператора А \ . 
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Теперь оценим 

гD(uo) : D(uo) 

Q Jz2 + \D(u 
Пусть u 0 = (ul

0 , ul), тогда верно следующее: 

•D(uo) : D(uo) J J Л 

-dxdy. 

\иКу:иКЩ)агЛу<1\п(ий) : D(n0)dxdy = 
iVe2

 + | ß ( u ) l 2
 e i 

Q 

8 
Q Q 

Итак, мы установили, что в качестве 8, можно взять 1/8. Лемма доказана. 
, 2 

Лемма 3. Оператор Аи (v) является линейным, самосопряженным, неотрицательным one-
2 

ратором на V, и существует ô 2 > О такая, что (Аи (u 0), u 0 ) < ô 2(-Au 0 , u 0 ) Vu 0 e V. 
i 2 

Доказательство. Как и в предыдущем доказательстве, распишем (Аи (u 0), и,) для некоторых 
и 0 , и, e V: 

(5) 

( К г , . , f ( D ( u ) : У ц , ) ( Р ( и ) : Р ( и 0 ) ) ^ ^ 
(А и (и 0 ) , и,) = I <frdy = 

о (Ve+ |D(u ) | 2 ) 

г ( Р ( ц ) : Р ( ц , ) ) ( Р ( и ) : Р ( ц 0 ) ) ^ 
= J / 2 2 3

 dxdy-
Û (Ve2 + |D ( u ) | 2 ) 

2 

Из (5) следует, что оператор А и является самосопряженным и неотрицательным. 
2 

Рассмотрим теперь (A u (u 0), и 0) для u 0 G V: 

1 А г , . . Г ( Р ( и ) : Р ( и 0 ) ) 2 ^ ^ ^ г ( Р ( ц ) : Р ( ц ) ) ( Р ( ц 0 ) : Р ( ц 0 ) ) ^ л 

( A u ( u 0 ) , u 0 ) = J , =-ъахау < I ; dxdy. 
o(Ve2 + |D(u) | 2 ) £ (Ve2 + | P ( u ) | 2 ) 

Рассмотрим две области О." и Q" такие, что Q0° n ü " = 0иП о ™ U ü " = ü , причем D(u) = 0 на 

Q" И D(U) Ф О на , тогда имеем 

r ( D ( u ) : D ( u ) ) ( D ( u 0 ) : / ) ( u 0 ) ) ^ ^ f ( Р ( ц ) : Р ( ц ) ) ( Р ( ц 0 ) : Р ( ц 0 ) ) ^ ^ ^ 

I / 2 2 3 ^ = I / 2 2 3 D X D Y ~ 

J

Q (Ve + | D ( u ) | 2 ) *. (Ve 2 + |£>(u)| 2) 

< I j (D(u 0 ) : D(u0))dxdy <
 ]-j(D(u0) : D(u0))dxdy < I J - A u 0 • и 0 я Ы у . 

o r 

Итак, мы получили, что в качестве 5 2 можно взять 1 /8. Лемма доказана. 
1 2 

Лемма 4. Оператор Аи(\) - Аи (v) является линейным, самосопряженным, неотрицатель­
ным оператором на V. 



-dxdy> j -
(Ve2 + |D(u)|V Ve2 + |D(u)| 2 

(D (u) : D ( u ) ) (D ( u 0 ) : D(u 0 )) 

|D (u ) | 2 (7?Hö(u) | 2 ) 
-dxdy = 0. 

Лемма доказана. 

2. П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 

Обозначим через U и Р евклидовы пространства, имеющие конечные размерности Nv и NP 

(Nv > Np) соответственно, рассмотрим следующую систему нелинейных алгебраических уравнений: 

А(и) + Вр = f, Вти = 0, ие U, ре Р, (6) 

и перечислим свойства входящих в нее операторов. Нелинейный оператор А(и) представим в виде 

А(ы) = Su + N(u, и) + М(и), 

где S : f/ — • U - линейный, самосопряженный, положительно-определенный оператор; N : Ux 
x U —• U - билинейный оператор, для которого справедливы соотношения 

(N(u, v ) , v ) = 0 VM, v E f/, (7) 

| (#(и , v ) , w)| < ÇN\\u\\s\\v\\s\\w\\s Vu, W G f/, (8) 

его производная в точке и (линейный оператор Nu) допускает оценку 

\(Nuv,v)\<dN\\u\\s\H2s V « , v 6 ( / ; (9) 

M : U —• U - нелинейный оператор, удовлетворяющий условию 

0 < ( M ( v ) , v) VVG U, (10) 

причем его производная в точке и (линейный оператор Ми) является самосопряженным, неотри­
цательным оператором, для которого выполнено неравенство 

0<Mu<oS; (11) 

1 2 1 

Доказательство. Самосопряженность Аи (v) - Аи (v) следует из самосопряженности Аи (v) и 
2 

A u (v). Остается показать его неотрицательность. 
1 2 

Рассмотрим (Аи (щ) - Аи (u0), и0). Будем иметь 
çD(u0) : D (u 0 ) ( Р ( Ц ) : Р ( ц 0 ) ) 2 ^ J / 2 2 " ~ / 2 2 1 ^ у > 
о Ve + |P (u) | 2 (Ve2 + |D(u)| 2) 

F Р ( ц 0 ) : D (u 0 ) ( D ( U ) : D ( U ) ) ( P ( U 0 ) : D ( U Q ) ) ^ 

- J / — 1 — dxdy. 
J

QJe\\D(uf (Jz2 + \D(u)\2) 
Аналогично доказательству леммы 3, разобьем область Q на две непересекающиеся области 

ИЙ"С теми же свойствами, что и в лемме 3. Тогда получим 

rP(u 0 ) : D (u 0 ) ( Р ( Ц ) : D ( u ) ) ( D ( u 0 ) : ^ Ю ) ^ , > r £>(и0) : £>(ч0) 

^ Ve2 + |P(u)| 2 (Ve2 + |D (u) | 2 ) 3 Je2 + \D(uf 

( D ( u ) : D ( u ) ) ( D ( u 0 ) : D ( u 0 ) ) J J ^ F D ( u 0 ) : D ( u 0 ) 
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В : Р —• U - линейный оператор, для которого (вместе с оператором S) имеет место аналог из­
вестного LBB-условия (см. [2]) 

K ( / ? , / > ) < s u p ^ ^ Vре Р. (12) 
UE U \\U\\s 

Символом (•, •) выше обозначено скалярное произведение, || v | | 5 = (SV, v). 

Зафиксируем важный момент, что задача (6) получена какой-либо дискретизацией задачи (2), 
например методом конечных элементов. Поэтому пространства U и Р представляют собой ко­
нечномерные аналоги функциональных пространств Vu Ь2(£1)/Ш, а операторы 5, N(v, v), M(v), В 
являются конечномерными аппроксимациями дифференциальных операторов 

-vA, pf(vV)v + V-v^|, - g V - D ( V ) =, V 

соответственно. Для нелинейных операторов N(v, v) и M( v) требуется выполнение свойств (7)-
(11), которые являются здесь "естественными", в том смысле что они имеют место в непрерыв­
ном случае. В частности, в леммах 1^4 доказаны непрерывные аналоги свойств (10), (11). 

Для рассматриваемой постановки имеет место 
Теорема 1. Пусть выполнены условия (7)—(12), тогда для произвольной правой части/e U 

существует по крайней мере одно решение задачи (6). 
Доказательство. Отметим, что приведенное ниже доказательство почти полностью совпадает 

с доказательством аналогичной теоремы для случая g - 0, доказанной в [5]. 
Введем обозначения H = Ker/Г и Fx(v, p) = Sv+ N(v, v) + M(v) + Bp -f. Тогда, в силу уравнения 

ВТи = 0, система (6) эквивалентна уравнению 

F{(u,p) = 0, ие H, ре Р. 

Пусть Рн : U —• H - проектор, тогда F2(u, p) = PHFx(u, р) определяет вполне непрерывное век­
торное поле в Я, не зависящее от р. Рассмотрим (F2(u), и). Получим 

(F2(u),u) = (Su + N(u, и) + М(и), Р^и) - (/, Pfju) = (Su + N(u, и) + М(и), и) -

- (/, и) = (Su + М(и), и) - (/, и) > (Su, и) - (/, и) \/и е Я , 

тогда для всех ие H таких, что \\u\\s > , получим 

2 

(F2(u\ u)>\\u\\s-\\f\\s]\\u\\s>Q. 

Отсюда следует, что поле F2(v) имеет ноль в шаре \\u\\s < \\f\\s-i, который мы обозначим через v. 
Тогда Fx( v , 0) е Я 1 , но, в силу того что ш\В = Я 1 , существует p e Р такая, что Bp = -Fx( v , 0), что 
завершает доказательство теоремы. 

Заметим, что если постоянные в неравенствах (8), (9), (11), (12) не зависят от параметров дис­
кретизации (стремящихся к нулю), то можно доказать, что последовательность решений задачи (6) 
при Nw NP — • о о стремится к решению задачи (2). 

3. Т Р Е Х П А Р А М Е Т Р И Ч Е С К И Й МЕТОД 

Для решения задачи (6) рассмотрим следующий итерационный метод: 
к + \ к 

и Z± + A(u) + $BCTlBTu+Bpk = f, 
x м И (13) 

х - , / к + I к . ГЛт к + I ^ 

-аС(р -р ) + В и = 0, 
где ик+\ ик- значения и на к + 1 и к итерациях соответственно, т, ß, а - независимые параметры 
итерационного процесса, причем т > 0, а > 0, ß e О?, Q : U —• U, С : P —• P - положительно-



91 = Q о 
v 0 а х С j 

и будем устанавливать сходимость метода со скоростью геометрической прогрессии 0 < q < 1 в 
норме |H|öft, т.е. доказывать неравенство 

\\zk - z | U ^ qk\z - d U - (18) 

В данном случае сходимость носит локальный характер: существует шар Br(z ) = { z : | | z - z | | ^ < r } 
некоторого радиуса г, при выборе начального приближения z° из которого все последующие 
приближения также принадлежат этому шару и сходятся к решению z с оценкой (18). 

Напомним определение обобщенной производной оператора, которое нам понадобится в 
дальнейшем: 

Определение. Обобщенной производной оператора F : U —• U в точке хе [2)(F>] будем на­
зывать линейный оператор 

dF(x) = conv{L е £ß(£/, U): L = lim FA с <E(U, f/), 
У Е [ 2 > ( F ) ] - > j t 

где 2 ) ( F ) - множество точек дифференцируемое™ F, [2)(F>] - его замыкание, a conv - замкнутая 
выпуклая оболочка множества. 

Зафиксируем некоторое г > 0 и рассмотрим шар Br(z) = {z : ||z - z \\ац < r}. 

Лемма 5. Для любых z = (и; p) e Br(z ) существует константа DN такая, что имеет место 

неравенство \(Nuv, v ) | < D ^ I I H I Ô V V G U. 

определенные самосопряженные операторы. Предположим, что для задачи (6) и алгоритма (13) 
выполнены следующие условия: 

O < 0 ß < 5 < 0 ß , (14) 

0 < y C < ß T ß ]В<ГС, (15) 

где 0 < 0 < 0 , 0 < у < Е - сеточнонезависимые константы. 
Сделаем несколько замечаний относительно итерационного процесса (13). Как было отмече­

но выше, данный алгоритм является обобщением алгоритма Эрроу-Гурвица, итерационный 
процесс которого имеет следующий вид: 

к+1 к 

и zJL + A(uk) + Bpk

 = f 
х (16) 

n / к + \ к. 0 т & + 1 ~ 

-р(р - р ) + В и = 0. 
Важное отличие (13) от (16) заключается в отсутствии члена ВС~1Втик в первом уравнении (16). 
Оказывается, что этот член играет важную роль в улучшении скорости сходимости итерацион­
ного процесса. Впервые данный факт был отмечен в [6], где предложена модификация алгорит­
ма (16), которая имела следующий вид: 

к+1 к 

и zJL + A ( u ) + Ç~lBBTu+Bpk = /, 
x к (17) 

п, к+\ к. п т к + \ ~ 
-р(р -р ) + В и = 0. 

Алгоритм (13), в свою очередь, является обобщением алгоритма (17). Отметим также, что иссле­
дования сходимости алгоритмов (16) и (17) в [6] были произведены применительно к уравнениям 
Навье-Стокса. 

4. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О СХОДИМОСТИ ТРЕХПАРАМЕТРИЧЕСКОГО МЕТОДА 

Обозначим через zk = (ик\ рк) приближение на к-й итерации метода (13) к решению z = (й ; р ) , 
введем линейный самосопряженный положительно-определенный оператор 

г \ 
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Доказательство. В силу (9) и (14), а также того факта, что z = (и; p) e Br(z ), имеем 

\(Nuv, v)\ < dN\\u\\s\\v\\2

s < Q3/2dN\\u\\Q\\v\\2

Q < Q3/2dN(\\z\\ofl + r)\\vfQ. 

Таким образом, мы получили, что DN = Q3/2dN(\\z\\çji + r). 

Лемма доказана. 

Зафиксируем некоторый линейный оператор A G conv{3A(w) : (и; p) e Br(z)} и изучим его 
свойства. 

Лемма 6. Оператор А имеет вид А = S + Nu + Ми, причем для его элементов справедливы 
неравенства 

0 < M w < î l Ô , \(NuV,v)\<DN\\v\ Q * 

Доказательство. Применим к A G СОПУ{ЭА(М) : (и; p) G Br(z )} теорему Каратеодоре (см. [8]). Име-
2 

ем следующее: существуют линейные операторы A, G ЭА(М,) И > О, / = 1, 2 , . . . , Ыи + 1, такие, что 

Ni + ! N], + I 

А = £ Mi и j > < = i. 
/= i /= i 

В силу того что А дифференцируем во всех и, для которых выполнено (и; p) G Br(z), нетрудно 
понять, что Ai = S + Nu. + Ми,. Тогда в качестве искомых Ми и Nu можно взять 

/ - 1 

соответственно. Следовательно, 

\(Nuv, v)\ = 
("и + 1 

V i = i 

/ = 1 

< X Ц(Ыиу, v)\<DN\\v\\2Q, 

а воспользовавшись неравенствами (11) и (14), получим 

N I + \ N 2

U + \ 

ми = £ ^ м м < X MS<o©ß. 
/' = 1 / = 1 

Таким образом мы показали, что Г| = G 0 . Лемма доказана. 
Введем вспомогательные операторы 

G = Q M B C M , 

J = Q-m(Nu)Q-m. 

В силу леммы 6, а также (14), (15), верны следующие неравенства: 

у/ < GTG < Г/, 

9 / < L < ( 0 + r| + ß r ) / , 

Il/Il < D W . 

(19) 

(20) 

(21) 



Рассмотрим вспомогательный итерационный метод с линейным оператором À вместо А: 

Q 
к+1 к 

U -и + Äuk + $BC~lBTuk + Bpk = /, 

-aC(pk+l-pk) + BTük = 0. 

Пусть T - оператор перехода в (22). Нас интересует оценка нормы оператора t . Справедлива 

Лемма 7. Пусть ß > 0, Q-DN- - >0и 

А . о с 1 0 < т < min<! —, 
[ 2 Г е - z V 0 + r, + ß r j 

Тогда выполнено следующее неравенство: 

= q<\. 

~ —1/2 ~ 1/2 

Доказательство. Рассмотрим факторизацию T =(3i Т\9Л , где 

D 

- G G T D I--GrG 
V A/a a 

, D = / - x ( L + 7). 

Тогда, в силу того что ||7|& = ll^il, достаточно оценить \\fi\\ 
Для любого z = (u,p)e UxP имеет место соотношение 

(fiz,f\z) = {jyD + ^DTGGTD^u,u^-2^^GTDu,^GTGp^ + 

+ ( ( ( ' - 1 ^ 1 + l G ' G ) » - p ) s ( ( D ' D + 2 i D ' c c ' D Y " ) + 

Отсюда следует 

llfil < тах^ ( 1 + — )\\D\l max 1 - - + l{-
1 1 а) ' « н у , ™ a Voc 

Пусть 0 < х < -Q + T | + ß r ' т о г д а в е Р н ы следующие неравенства: 

||D|| < ||/ - xL|| + x\\J\\ < max{ 11 - х9 | , | 1 - х(0 + ц + ßT)|} + xDN < 1 - х(в - DN). 

Итак, мы получаем, что в случае выполнения условий леммы верны неравенства 

; 1 + ^ < 1 +

т £ ) ( 1 - х ( в - а д = 

- T 2 ^ ( e - D w ) - x f e - D w - Q + K i , 
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Таблица 

h Ik-wilk l k " w i k I I " / J L 2 \\p-Ph\Ll lk-MilLj | | M 2 ~ M J w[ II n\\ ^1 

1/4 1.71-03 1.60-03 6.12-04 2.78-02 8.57-03 8.34-03 2.56-03 

1/8 5.23-04 4.76-04 2.41-04 2.26-02 3.68-03 3.63-03 1.28-03 
1/16 1.38-04 1.24-04 1.24-04 1.32-02 1.75-03 1.71-03 6.28-04 
1/32 3.69-05 3.69-05 4.95-05 6.98-03 8.37-04 8.23-04 3.29-04 

— + 2 — < 1 . 
a v oc J 

Лемма доказана. 
На основании лемм 5-7 устанавливается основная 
Теорема 2 . Пусть параметры итерационного метода (13) выбраны в условиях леммы 7. То­

гда для произвольного начального приближения z° e Br(z) метод сходится с оценкой (18). 
Доказательство. Пусть Т - оператор перехода в алгоритме (13). В [5] показано, что имеется 

однозначное соответствие между линейными операторами 

Те conv{37(z) : z e Br(z)}, A e conv{3A(w) : z = (u; p), z e Br(z) e U}. 

Тогда для завершения доказательства теоремы нам остается воспользоваться теоремой о сред­
нем и леммами 5, 6 и 7. В самом деле, в силу выпуклости шара Br(z ) в норме | | | |^, отрезок [z, z] а 
(zBr(z) для любого ze Br(z) и по теореме о среднем получим 

T(z)-z = T(z)-T(z) = f(z-z). 
Согласно лемме 7 имеет место неравенство 

| | f | U < ^ < i, 

где 

,-mJ(i+a:Vi-T(e-D„)). i - a + 2 f n v , - 2 + 2 д а 2 , f, 

a y x 4 "'"^ oc V oc 7 ' д/ a V oc y 

тогда получаем 

\\T(z) - zWgi < l^oUk - Z\\?A ^ Як - Z\\gi , 

что доказывает сходимость итерационного процесса со скоростью геометрической прогрессии с 
показателем, не превышающим q. 

Итак, нами доказана теорема о сходимости трехпараметрического метода (13). 

5. Ч И С Л Е Н Н Ы Е ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

Приведем результаты численных расчетов задачи (2). Для дискретизации (2) во всех приве­
денных ниже расчетах будем использовать метод конечных элементов. В качестве Q будем рас­
сматривать единичный квадрат. Зафиксируем некоторое h такое, что hN=l (где N-натуральное 
число) и рассмотрим "северо-восточную" триангуляцию Th области Q прямоугольными тре­
угольниками с длинами катетов, равными h. Затем каждый треугольник триангуляции Тн разо­
бьем средними линиями на четыре треугольника и полученную триангуляцию обозначим через Th/2. 
Пространства U и Р определим следующим образом: 

U = {и\ие (C(U)fu\Te ( P , ) 2 \/Тe Тш w|^ = 0 } , 



Фиг. 1. Фиг. 2. 

Р = \ p\pe C(Q) р\те Р0 V 7 e Th jpdx = oi. 
^ Q. 

В первой части численных экспериментов проверялась сходимость численного решения, по­
лученного трехпараметрическим методом (13), к точному решению задачи (2). Для этого рас­
сматривалась функция тока ¥ : 

Ч> = (х(\-х)у(1-у))2. 
По функции тока строятся компоненты вектора скорости: 

щ = ЭЧ7Эу, и2 = -дЧ/дх. 

В качестве функции давления бралась р(х, у) = х + у + с, где с выбиралась из условия ортого­
нальности единице. Параметры p, v, g и 8 брались равными 1, 0, 0.5 и 0.01 соответственно. По 
функциям иь и2ир строилась правая часть/ , после чего трехпараметрическим методом находи-

1 2 

лось численное решение uh = (uh, uh ) , ph системы (6). В качестве параметров ß и а в итерацион­
ном процессе брались оптимальные параметры трехпараметрического метода для задачи Сток­
са (см. [5]), а параметр т подбирался экспериментально. В качестве С бралась единичная матри­
ца, а в качестве Q - матрица S. 

Как видно из результатов, приведенных в таблице, норма ошибки для компонент скорости 
убывает как 0(h2), а для давления - почти как 0(h). 

Во второй части в качестве содержательной тестовой задачи нами была выбрана задача о 
квадратной каверне, т.е. задача (2) с условиями на границе вида щ\х = 0 = щ\х= х = щ\у = 0 = 0, щ\у = 1 = 1, 
и21эо - 0? г Д е и - (иь ui)' Прежде всего нас интересовало поведение решения при изменении пара­
метра g. В уравнении (2) параметры p, р и 8 брались 1, 0 и 0.5, а параметр g менялся. В трехпара-
метрическом методе, как и в предыдущем эксперименте, в качестве С бралась единичная матри­
ца, а в качестве Q - матрица S. Итерационные параметры ß и а брались такими же, как и в преды­
дущем эксперименте. Для визуализации полученных результатов использовалась функция тока Ч* 
(см. фиг. 1, 2). Фиг. 1 соответствует параметру g = 0.5, а фиг. 2 - параметру g = 5.0. Как видно, при 
увеличении параметра g так называемые застойные области (расположены внизу рисунков 1,2) уве­
личиваются, что полностью согласуется с физическим смыслом параметра g. 

З А К Л Ю Ч Е Н И Е 
В данной работе предложен и обоснован трехпараметрический алгоритм численного реше­

ния уравнений, описывающих течение бингамовской жидкости. Проведены численные исследо­
вания сходимости предложенного метода, и исследована его применимость для моделирования 
течений Бингамовской жидкости. 

Результаты работы могут быть обобщены на трехмерный случай, а также на случай нестаци­
онарных уравнений. 

Автор благодарен Е.В. Чижонкову за постановку задачи и полезные обсуждения. 
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