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О ГОМОМОРФИЗМЕ HEKOTOFiiX ОТОБРАЖЕНИЙ, 
ВОЗШЖАЩИХ ПРИ ИЗУЧЕНИИ РЕШЕТОК ПРОЦЕССОВ В ГРАФАХ 

В [i] при изучении решеток процессов в графах возник вопрос 
о гомоморфности некоторого отображения. Ниже приводятся необходи­
мые и достаточные условия (ВДУ) гомоморфности этого и сопутствую­
щего ему отображения. Результаты формулируются в терминах, неза­
висящих от графов. 

Ниже мы будем пользоваться следующими обозначениями: 
U - дистрибутивная решетка, 
е;е - произвольные элементы U ; 
3^ - решетка фильтров решетки L, 
X, - решетка идеалов решетки L . 
j - e , F - отображения L на (el[e) задаваемые соответствиями 
е '_Ь. J>! к Р. 4> ± Р.Г V A е , е .—*-eve соответственно ( £€ , F€ - реше­

точные гомоморфизмы [i]) , 
6€,©e - ядерные конгруэнции гомоморфизмов £^, ^е (конгруэнции 

Qe очевидным образом совпадают с конгруенциями по идеалу с 
единицей, рассмотренными в [i]) 

Хе/?Ке ' - классы б с ? бе . , содержащие элемент е соответст­
венно у 

fce',X€' - сужение на jff€/ канонического гомоморфизма L на L/Qe 
и образ % г относительно £е/ соответственно. 

«F - отображение Ь / 0 е в ^ L , задаваемое соответствием 
К-» Кде , где #£ - решетка, .двойственная к 2fL , т .е . , 

получена из 3)L заменой А на V и наоборот (для любого * 
К е Ь / в е > > Клв - фильтр в L [i]), 
.$. - сужение на Се] = о 1 ^ е отображения L, B I L I Q t задавае­

мое соответствием е ;->Х^ (см. ниже теорему 2). е 

KV Kz - произвольные, но фиксированные классы бе . 

Пв= К0ле, of {1 ,2 ,л , V] (фильтры в L ) . 
Рассмотрим условия 

V X ^ X ^ / e e J ^ Y ^ ^ f K ^ v ^ s K . e ^ , к 2 еХ 2 } . (v) 
ТЕОРЕМА I. Если L .дистрибутивна, то условие (л) есть 

ВДУ того, что jj£ - гомоморфизм. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим предварительно, что 
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I V П а е % = » П< v П 2 = [ГТ< и П г ) (а) 
Пл=> П, и п*. (в) 

В самом деле, ввиду К Л ̂  Кл, «2 и антиизотонности J И , 
П Л^П, . ГТлэГ\-

^6 [S)<=> 3 конечное М^, ̂ М £ ; Д М^^ С; (с) 
Со)- двойственно к утверждению 1.3.1, Си) J2]; здесь '[S) -

фильтр, порожденный $ . 
V K e 6 e , X € 0 e : f e l K (M)^ l K - вложения, (d) 

Действительно, \/Кб0 е, X б 9е ; \ Кп7С|$1 » и(5° противное оз­
начало бы наличие диаманта в fi , что противоречит дистрибутив­
ности L . 

А, 
Действительно, L - дистрибутивна и фильтр - подрешетка, замк­
нутая относительно внешнего „ V ,!. 

Разобьем доказательство на три части - доказательства пп. 
1-3: I) Пу=П,пПаМ, аПлЭ^иГ^), 3) (Л)«=>ПАе[П1иП2). 

2. Установим П д 5 [П1 и П 2) • Итак, пусть <Г€ [П< и I V » 
М# = { 6J,..., ff^f и, б'/=лИе»< ^ • Зам*3,1™» что из 
М ^ П* U Пг следует $^€ П Л . Действительно, ввиду (&) 
достаточно убедиться в этом для случая, когда М не принадле­
жит целиком ни одному из множеств П^ , Пд . Для последнего слу­
чая, однако, имеем &f= (К^л к2) л е € ( К г п К 2)ле = Пд 
для некот<зрых к1 е Ki} Kz е К» • Но Пд - фильтр и потому 
ff€ Пд . . 

3. = > . Рассмотрим произвольный ^ = Кле бП А дан неко­
торого К € Кд . Ввиду (Л) , существуют к^,кг такие, что 
ff=(KtAK2)Ae« ej-n <£,<r-= K ; , A e € V И1$1,ъъ, <Г€ 
€ ЦП̂ о П )̂ . Рассмотрим любой КбКЛ и б ^ к л б б П д . Пусть 
геСП* иП2) . 

Возможны варианты: I) соответствующее М ^ содержится в одном 
из П < 7 UQ. , 2 ) противоположный случай. 

Рассмотрим возможности. 
I. Существует vf 1 Ш ? Z такое,'что ^ ( = A M 6 " ) € ' U 

Однако П; > 4 ̂ } ̂  2, - фильтры и потому ^ ^ П ^ , т.е., 
G =. к*ь д е для некоторого к^ € IQ . Но для любого е , 

е<е' е' - единица К</ М и s^K: ле = к* л е^к^лСЕ^.ЛеМлв, 
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где Е к - единица класса К и к^к^лЕ^. € К л , \ ̂  I , 
14] ̂ 2. . Заметим, наконец, что для любого ̂  К отображение 
fе I« - вложение (d) . В итоге , К-к1 . 

2. Итак, существуют и,},Ш} ] $ 2. , такие, что S-€f7f, 
^ € П а . Тогда б'/ имеет вид ( к ^ К ^ л е для некото­

рых к̂  е (С1 , к 2 б К2 . В силу того, что f e | к - сложе­
ние, к< л к £^ к . Наконец, ввиду (е) K = Kf л к^ .для 
некоторых к[ 6 К1 , к^ е K z • 

ТЕОРЕМА 2. . Если L дистрибутивна, то условие (V) есть 
ЦДУ того, что Т - гомоморфизм. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим,предварительно, что 
V«, е 4 е : Х е' ̂ 1 ь / 0 • (а) 

В самом деле,. Х е ' ~ класс конгруенции бе и потому является 
выпуклой подрешеткой L (1.3.7, £2] ) . Ввиду (6); %ег - вы­
пуклая подрешетка L / 0 e • Заметим, что е / - нуль решетки 
X e ' ( e ^ 6 ) , UJ = j ( 2 e - нуль решетки L / 0 e и К ^ ^ . 
Поэтому для любых К,, £ Хе' 9 К2

 е L^ 0 е , имеем Ке ^ КЛ = 
= KjA К̂  $ К* • Тем самым, %с? - идеал в L / 0 e . 

Для любого к^ Х1 А Х ^ в силу дистрибутивности L , 
имеем к=к,, л к2 , где к^— К \ в^ € %i, ^>\ - нуль Х^ , 
к— к у ez е %г , ez - нуль %L. 

V i ^ I ^ , ^6 l £ € l L : {^ i i : ^ I 0 ^ I J E V I 2 O 6 { A ; V K «J 

Если о = л , то ^ л ^ e l ^ n l ^ ^ - L f л ^2. • Если же ° = v , 
то се) слезет из 1.3.1, а И [2] (двойственное к нему - (С) 
из доказательства теоремы I ) . 

Вернемся к основному утверждению. Разобьем доказательство 
на четыре̂  части - доказательства пп. 1-4. 

o I . 3(e v Xe E X e v 6 • Рассмотрим произвольный 
К.€Хе

 v ^ e • Поскольку L .дистрибутивна, то дистрибутивна 
и L | 0 е . Кроме того, дистрибутивность L равносильна пред­
ставлению V I 1 / I Z € I L J : X 1 Y I £ = { kjV^; i ^ I < f i/^^I2} (2.1.4, 
[2]). Поэтому найдутся К<е # f , Kt 6 %z таие, что К= К< v Kz-
Рассмотрим К,= К, ^ С Ц , <£=К2 £-^€ Xez и к = к< v к 2 с 

е « .Но к^^.= е, K"2fe= е2. и» в с и л у Дистрибутивности Ь, 
(K<v K4)fc = c^v e z • т .е . , к= K<v K2€ СЦу'е^ H ^ ^ v € ^ -

о О О 

2. Если выполнено (V) , то Х е v X ^ ^ Xe1ve2L . Пусть 
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= Life - U/ве) • в СИЛУ <v) > найдутся К,€Хе< > k2.€ ^ e 2 > 
такие, что к = Ki v к2. • Учитывая, что для любого ej , 

<е/< е , б€/ -0 сужение Г€ , шеем К= К,, v K2 eX e v7Се (с) 
где К ^ ' К ^ е С Ц , К ^ К ^ е ^ Х е ^ ' 4 Z 

в Зв# ЕслиоХе,у ^ э Хв^е2 , то CV) выполнено. Пусть 
JQ v л ^ э ^ v e * . выполнено и к - произвольный элемент 

Л%е v ^е • Подобно п.2, K^0Ce<|Ve2. • Рассмотрим ' 
К = К £ ̂  ve / € Х©ч v е2 • По „предположению, К € ЭЦ v Хв2. и, 
подобно пЛ, существуют К< ^ Х€ , К^ЗСе^ » такие, что 

К= IC-i v Кг. . Рассмотрим К< v Кг. , где i ^ - IC ,^ e ^ е 1 > 
4= К2.С 6 * e a • Имеем, подобно п.2, K<v Kzz%^4 v ЭСе̂  = 
= XG v e* и потому, в силу (d) из доказательства теоремы I , 

£ . Пусть К е ^ л Кв£ = Х^ п Хв2> > т-е-> К*Хе< > 
К €• XejL • Рассмотрим к, = К Е . ; Ч Х^ * V К£^ £ Хб 2 / 

Далее, к<£ е=е4 , к f = e z и, в силу дистрибутивности L, 
(к,А к г ) ^ е = е 4 А ^ , ^лК 2 >€Х е <лв 2* КлК= К ^ С Ц л е / 

= . Пусть КбХе.лев. • Возьмем к=К£ё1Ле2 * Х ^ л е 2 = 
= /)СелХе • По ( ^ существуют к4^Х€> ^ г ^ е ^ , такие, 
что к = к4 А кг . Рассмотрим К*= кл e€i € X e ^ K£=ic26^€ X^-
ИмеемоК= К п̂ Кг. • Ввиду того, что ЗСе, > $ e i

€ I l / Q e ' 
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