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SLUQA�NYE BLU�DANI� NA PLOSKIH
KRISTALLOGRAFIQESKIH GRUPPAH

Vvedenie

�� Pervonaqal�no matematiqeska� postanovka zadaqi o sluqa��
nom blu�danii � fiziqesko� zadaqi o diffuzii � brounovskom
dvi�enii � otnosilas� k blu�dani�m po prosto� kubiqesko� re�
xetke Zd razmernosti d� Tol�ko dl� malyh razmernoste� d � �
blu�dani� okazalis� vozvratnymi	 s vero�tnost�
 � toqka voz�
vrawaets� v naqalo i pri �tom beskoneqno mnogo raz 
 problema
Po�a��

	� Dl� obwe� gruppy G 
neob�zatel�no kommutativno�� zadaqa
formuliruets� sledu
wim obrazom� Pust� � � vero�tnostna�
mera na sqetno� gruppe G i Y�� Y�� � � � � nezavisimye odinakovo
��raspredelennye sluqa�nye veliqiny so znaqeni�mi iz G� Po�
sledovatel�nost� X� � g�� X� � Y�g�� � � � � Xn � Yn � � �Y�g�� � � � na�
zyvaets� sluqa�nym blu�daniem na gruppe G s naqalom v toqke
g� � G� Blu�danie vozvratnoe� esli s vero�tnost�
 � kakoe�
to iz X�� � � � � Xn � � � oka�ets� ravnym X�� Izbega� trivial�nyh
sluqaev� predpolagaem� qto ishodna� gruppa G sovpadaet s po�
ro�daemo� supp � podgruppo� G�� t�e� l
bo� �lement iz G� est�
proizvedenie koneqnogo qisla �lementov iz nositel� mery ��

Kogda gruppa G vozvratna� ili� drugimi slovami� kogda G
dopuskaet vozvratnoe blu�danie�


� Bli�e vsego k Zd nahod�ts� kristallografiqeskie gruppy
G � Gd 
sm� ����� dl� d � �� � i d � �� tak�e sm� knigu dl�
fizikov ����� Oni soder�at normal�nye podgruppy transl�ci�
Gtp� abstraktno 
bez ispol�zovani� metriki� izomorfnye Zd s
koneqnymi faktor�gruppami F � G�Gtp� �to svo�stvo pozvol�et
faktorizovat� blu�dani� po kristallografiqesko� gruppe na
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damental�nyh issledovani	 
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blu�dani� �� po transl�cionno� gruppe Gtp h Z
d i �� po koneq�

no� toqeqno� gruppe F � V predlagaemo� rabote privodits� me�
tod� posledovatel�no ispol�zu
wi� harakteristiqeskie funk�
cii i matricy vero�tnoste� perehoda iz teorii koneqnyh cepe�
Markova� Voznikaet rezol�venta

R�z� a� � �E � zT �a����� jzj � �� a � �	� ��� 
��

gde

T �a� �
sX

i��

piTgi �a�

� poro�da
wi� operator� g�� � � � � gs � obrazu
wie gruppy G�
� � fpig

s
i�� � raspredelenie vero�tnoste�� Tgi�a� � funkcional��

nye analogi matric perehoda� Esli oboznaqit� Fi vero�tnost�
vozvraweni� v toqku gi� to vypoln�ets� formula

diag �F�� � � � � Fs� � E �

�
�diag

�Z
�

� � �

�Z
�

R��� a� da

�
�
��

� 
��

Svo�stvo gruppy G byt� vozvratno� zavisit ot lokal�nogo po�
vedeni� rezol�venty 
�� v okrestnosti a � 	 pri z � ��

�� Primenenie formuly 
�� k dvumernym kristallografiqeskim
gruppam G � G�

kp ���� ��� 
iz nih tol�ko p� h Z� kommutativna��

sm� tablicu �� pokazyvaet� qto vse oni vozvratnye� V poslednem
stolbce tablicy � ukazano zavisit ili net vozvratnost� slu�
qa�nogo blu�dani� po gruppe G ot vybora vero�tnostno� mery
� � fpig

s
i�� pri uslovii G � G��

�� Model�
 v stat�e vybrana nekommutativna� gruppa G �
pgg�poro�daema� dvum� perpendikul�rnymi skol�z�wimi otra�
�eni�mi O�P s kodom

�P �O�� � �P�� �O�� � E�

Ee faktor�gruppa F � pgg�Gtp imeet por�dok � 
sm� tablicu ���
Geometriqeski sluqa�noe blu�danie na gruppah G � Gd

kp udobno
predstavl�t� kak blu�danie na orientirovannyh grafah� Dl�
gruppy pgg verxiny grafa sut� verxiny rexetki Z�� Iz ka�
�do� verxiny vyhod�t gorizontal�noe O�rebro i vertikal�noe
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P �rebro� V naqale koordinat�otveqa
wemu ediniqnomu �lemen�
tu E� rebra predstavl�
t obyqny� reper� Dvi�enie na odin
xag vdol� l
bogo rebra men�et napravlenie drugogo na proti�
vopolo�noe� Pust� qastica soverxaet sluqa�nye blu�dani� po
grafu gruppy pgg s vero�tnost�mi perehoda p� po O�rebru i p�
po P �rebru�

Tablica �

Oboz� Sin� Kommuta� Por�dok Koli� Zavisi�
No
 naqe� goni� tivnost� gruppy qestvo most�

nie F obra� ot �
grup� zu
wih
py

� p� obwa� komm� � � zavisit
� p� ��� nekomm� � � ne zav�
� pm pr�m� ��� � � zavisit
� pg ��� ��� � � ���
� cm ��� ��� � � ���

 pmm ��� ��� � � ne zav�
� pmg ��� ��� � � ���
� pgg ��� ��� � � ���
� cmm ��� ��� � � ���
�	 p� kvadr� ��� � � ���
�� p� ��� ��� � � ���
�� p�g ��� ��� � � ���
�� p� geks� ��� � � ���
�� p�m� ��� ��� 
 � ���
�� p��m ��� ��� 
 � ���
�
 p
 ��� ��� 
 � ���
�� p
m ��� ��� �� � ���

V p� ��� dokazana sledu
wa� teorema	

Teorema� Sluqa�noe blu�danie po grafu gruppy pgg vozvratno
togda i tol�ko togda� kogda ego vero�tnosti perehoda udovletvo�
r��t uslovi� p� � 	 i p� � 	 ili� qto ravnosil�no� uslovi�
pgg � pgg� dl� mery � � fp�� p�g	

Na matricah utver�denie o vozvratnosti sluqa�nogo blu�da�
ni� prinimaet sledu
wu
 formulirovku� Pust� Y�� � � � � Yn� � � �
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nezavisimo prinima
t znaqeni�

O �

�
� � 	 �

	 �� 	
	 	 �

�
A � P �

�
��� 	 	

	 � �
	 	 �

�
A 
��

s vero�tnost�mi p� i p�� p� � p� � �� Esli p� � 	 i p� � 	� to
v posledovatel�nosti matric X� � Y�� � � � � Xn � Yn � � �Y�� � � � s
vero�tnost�
 � vstreqaets� ediniqna� matrica E� priqem �to
proishodit beskoneqno qasto�


� Ispol�zuemy� dl� gruppy G � pgg metod matriqnyh harakte�
ristiqeskih funkci� neposredstvenno rasprostran�ets� na kri�
stallografiqeskie gruppy G � Gd

kp l
bo� razmernosti d ����
On pozvol�et vyrazit� formulo� 
�� vero�tnosti vozvraweni�
qerez rezol�ventu R�z� a� 
��� Odnako primenenie formuly 
���
ska�em� k ��� trehmernym prostrannym gruppam G�

kp vozmo��
no tol�ko dl� neskol�kih iskl
qitel�nyh prostyh grupp� bliz�
kih k gruppe G h Z�� Dal�ne�xee prodvi�enie vidits� na puti
diagonalizacii rezol�venty R�z� a� s ispol�zovaniem neprivo�
dimyh predstavleni� fedorovskih grupp ���� no �to zadaqa u�e
drugo� stat�i�

Avtory blagodar�t professora V� G� Rau� privlekxego ih
vnimanie k kristallografiqeskim gruppam�

x�� Kristallografiqeska� gruppa pgg

���� Rassu�denie provedem dl� gruppy G � pgg� V oboznaqenii
g � ot angli�skogo slova �glide� � skol��enie� Ona poro�daets�
trem� matricami 
sm� ��� s� ���� �����

u� �

�
BBBB�

�� 	
��� 	

	 �
��� 	

� � � � � � � � � � � � �
��� �

�
CCCCA � u� �

�
BBBB�

� 	
��� ���

	 ��
��� 	

� � � � � � � � � � � � � � �
��� �

�
CCCCA �

u� �

�
BBBB�

�� 	
��� ���

	 �
��� 	

� � � � � � � � � � � � � � �
��� �

�
CCCCA 
����
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i podgruppo� transl�ci� Gtp� sosto�we� iz matric

t �

�
BBBB�

� 	
��� t�

	 �
��� t�

� � � � � � � � � � � �
��� �

�
CCCCA � t�� t� �Z�

	
	������� � � �



�

Gruppa G de�stvuet na toqki �x�� x�� ploskosti R
� po formule

�
� x�
x�
�

�
A M
��

�
�x�

�

x�
�

�

�
A �M �

�
�x�
x�
�

�
A dl� M � G�

Gtp mo�no oto�destvit� s obrazami �	� 	� � kvadratno� rexetko�
Z
� �Z����	�� �	� ���� Matricy 
���� zada
t	 u� � central�nu
 sim�

metri
 otnositel�no �	� 	�� u� � skol�z�wee otobra�enie vdol�
osi ox� na vektor ����� 	�� u� � osevu
 simmetri
 otnositel�no
pr�mo� x� � ���� Gruppa G � pgg pod No� � iz Tablicy � otnosit�
s� k pr�mougol�no� singonii 
fundamental�na� oblast� Ftp dl�
Gtp � pr�mougol�nik�� Izbega� drobe� v 
����� udobno sqitat�
Ftp kvadratom so storono� dliny �� sdvinut� naqalo koordinat
v ��� 	� i zamenit� u� na

u�
�
� u�u�

�
BBBB�

�
��� 	

�
��� �

� � � � � � � � � � �
��� �

�
CCCCA �

Teper� O � u� i P � u�
�
stanov�ts� skol�z�wimi otobra�eni�mi

na � vdol� ose� koordinat�

Na ris� �a zaxtrihovana fundamental�na� oblast� F vse�
gruppy G� a Ftp sostoit iz ��h �kzempl�rov F � Esli znat� raz�
bienie ploskosti R�� predstavlennoe na ris� �a� to srazu mo�no
poluqit� matricy 
�� dl� O i P �
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Ris� �a Ris� �b�

��	� Sv�z� me�du sluqa�nymi blu�dani�mi na gruppe G i plos�
kosti R� stanovits� oqevidno� pri rassmotrenii grafa gruppy�
Esli osi simmetri� dl� O i P ostavit� nepodvi�nymi� to graf
poluqits� zaputannym� t�k� verxiny grafa� soedinennye rebra�
mi� budut udaleny drug ot druga� Po�tomu perehodim k pas�
sivnym preobrazovani�m� kogda vmesto toqek dvigaets� sistema
koordinat� i na meste �	� 	� � �irna� toqka na ris� � � pomestim
edinicu E iz G�

Ris� ��

Na grafe 
sm� ris� �� kru�oqki izobra�a
t �lementy gruppy
G 
� � edinica E� bli�a�xie � � �lementy O� P �� a napravlen�
nye rebra � umno�enie sleva na sootvetstvu
wi� �lement O
ili P � Iz ris� � vidno� qto G poro�daets� dvum� skol�z�wi�
mi otobra�eni�mi O i P � Kratqa�xie k E cikly zada
t kod
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gruppy G � pgg

�PO�� � �P��O�� � E� 
����

Takim obrazom� zadaqa o sluqa�nom blu�danii na gruppe G ili
v matriqnom vide � zadaqa iz p� �� vvedeni� � svedena k ori�
entirovannomu blu�dani
 na dvumerno� rexetke Z�� Kod 
����
zadaet �vol
ci
 sluqa�nyh traektori� s pomow�
 dvuh pro�
ste�xih preobrazovani�

��
� Tablica � soder�it osnovnye harakteristiki vseh sem�
nadcati ploskih kristallografiqeskih grupp� Singoni� � �to
forma fundamental�no� oblasti Ftp � R��Gtp podgruppy trans�
l�ci� Gtp iz G� Por�dok toqeqno� gruppy F h G�Gtp ukazyvaet
na skol�ko fundamental�nyh oblaste� F � R

��G razbivaets�
oblast� Ftp� On �e sovpadaet s koliqestvom transl�cionno raz�
liqnyh verxin grafa G� Dl� gruppy G � pgg por�dok jF j raven �

sm� ris� �a i ris� ���
Tablica � pokazyvaet� qto uslovie jF j � � ravnosil�no nekom�

mutativnosti gruppy G�
V xestom stolbce ukazano koliqestvo obrazu
wih gruppy

G� Tak� dl� izomorfno� Z� gruppy G � p� obrazu
wih �	
g� � ��� 	�� g� � g��

�
� ���� 	�� g� � �	� ��� g� � g��

�
� �	����� kod

g�g� � g�g� � E� g�g� � g�g�� l
bo� �lement g � G predstavim
v vide proizvedeni� �lementov g�� � � � � g�� Dl� gruppy G � pgg
obrazu
wie � dve skol�z�wie simmetrii O i P 
sm� ris� ���
Sledovatel�no� po opredeleni
� dl� obrazu
wih g�� � � � � gs � G
dopuska
ts� tol�ko neotricatel�nye stepeni gmi � m � 	� �� �� � � � �
Nakonec� po�snim zavisimost� ot raspredeleni� vero�tnoste�
� � fpig

s
i��� p� � � � � � ps � �� pi � 	� Kak skazano v p� �� vve�

deni�� svo�stvo vozvratnosti sluqa�nogo blu�dani� na gruppe
G � pgg ne zavisit ot vybora raspredeleni� �� Naprotiv� qto�
by dl� gruppy G � p� blu�danie bylo vozvratnym neobhodima
i dostatoqna simmetriqnost� � � p� � p� i p� � p�� Graf G � p�
poluqaets� iz grafa gruppy G � pgg 
ris� �� zameno� vseh reber
na dvunapravlennye� Po�tomu stanovits� pon�tnym� qto simme�
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triqnost� � iskl
qaet dre�f traektori�� Dokazatel�stvu �e
pervogo utver�deni� posv�waets� sledu
wi� paragraf�

x�� Blu�danie po rexetkam s periodiqeskim

raspredeleniem vero�tnoste� perehoda

	��� Qastica soverxaet sluqa�nye blu�dani� na grafe gruppy
G � pgg 
sm� ris� ��� Iz ka�do� verxiny vozmo�ny dva isho�
da� otveqa
wie otobra�eni�m O i P s vero�tnost�mi p� i p�
sootvetstvenno� p� � p� � �� Ograniqenie p� � 	 i p� � 	 po�
ka ne predpolagaets�� Podgruppe transl�ci� Gtp 	 G otveqaet
podrexetka

M � � �Z� �
	
�x�� x�� �Z

� � xi 
 	�mod ��




����

osnovno� rexetki L �Z� iz verxin grafa G�
Raspredelenie � � fp�� p�g zadaet perehodnu
 funkci
 slu�

qa�nogo blu�dani�
p��x� y� � p�x� y��

ravnu
 vero�tnosti perehoda za � xag iz toqki x � L v toqku
y � L i periodiqesku
 mod L	

p�x�m� y �m� � p�x� y� dl� l
bogo m �M� 
����

Faktor�gruppa L�M � L�modM � sostoit iz qetyreh predstavi�
tele�

i � �i�� i�� � �� � �	� 	�� �� � ��� 	�� �� � �	� ��� �� � ��� ��� 
����

Vvidu periodiqnosti 
���� funkcii p�x� y�� ona polnost�
 opre�
del�ets� znaqeni�mi vero�tnoste� perehodov

p�i� i� �����i� � 	�� � p�� p�i� i � �	� ����i��� � p� 
����

dl� vseh i iz 
����� Esli j ne sovpadaet ni s odnim iz 
����� to
p�i� j� � 	�

	�	� Vvedem ewe pn�x� y� � vero�tnosti perehoda za n xagov iz
x � L v y � L� Oni udovletvor�
t raznostnomu uravneni


pn�x� y� � p�p
n���x� y � �����y� � 	�� � p�p

n���x� y � �	� ����y��� 
����

dl� n � �� a dl� n � 	

p��x� y� � �xy � simvol Kronekera� 
����
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Dl� pn�x� y� opredelim preobrazovanie Fur�e

pn�i� j� a� �
X
y�L

y�j �mod M�

pn�i� y�e�ay� 
����

� analog harakteristiqesko� funkcii� Sravnenie y 
 j �mod M �
oznaqaet� qto y prinadle�it klassu sme�nosti j � M� e�x� �
exp���ix�� ay � a � y � a�y� � a�y� � skal�rnoe proizvedenie
a � �a�� a�� i y � �y�� y�� iz R

�� Summa v 
���� koneqna� i problemy
so shodimost�
 ne voznikaet� Ispol�zu� raznostnoe uravnenie

���� dl� n � � imeem

pn�i� j� a� � p�
X
y�L

y�j �mod M�

pn���i� y � �����j� � 	��e�ay��

� p�
X
y�L

y�j �mod M�

pn���i� y � �	� ����j���e�ay� �

� p�e�a�����j� � 	��
X
y��L

y��j� �mod M�

pn���i� y��e�ay���

� p�e�	� a�����j���
X
y���L

y���j�� �mod M�

pn���i� y���e�ay����

gde

j� � j � ��� 	�� j� 
 j � �����j� � 	��modM ��

j�� � j � �	� ��� j�� 
 j � �	� ����j�� �mod M ��

Ots
da i iz opredeleni� preobrazovani� Fur�e 
���� dl�
pn�i� j� a� vytekaet raznostnoe uravnenie

p���i� j� a� �p�e�a�����j� � 	��pn���i� j�� a��

�p�e�a�	� ����j���pn���i� j��� a�

����

dl� n � �� Esli �e n � 	 i i� j iz spiska 
����� to v silu 
����

p��i� j� a� � �ije�ai�� 
����

Uravnenie 
���� i formula vero�tnoste� perehodov 
���� pobu�
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�da
t vvesti matricy

T��a� �

�
BBBBBBB�

	 e�a��� 	��
���

e�a��� 	�� 	
���

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� 	 e�a���� 	��
��� e�a���� 	�� 	

�
CCCCCCCA
�


�����

T��a� �

�
BBBBBBB�

��� e�a�	� ��� 	
��� 	 e�a�	�����

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

e�a�	� ��� 	
���

	 e�a�	�����
���

�
CCCCCCCA
�

Oboznaqim Pn�a� � �pn�i� j� a�� kvadratnu
 matricu qetverto�
go por�dka� �lementy kotoro� pronumerovany soglasno sogla�
xeni
 
����� Teper� raznostnoe uravnenie 
���� perepixets� v
kompaktno� matriqno� forme

Pn�a� � Pn���a� � T �a�� n � �� 
�����

s matrice�
T �a� � p�T��a� � p�T��a�� 
�����

Pri n � 	

P ��a� � E�a� � diag
�
e�a�	� 	��� � � � � e�a��� ���

�

�����

� diagonal�na� matrica� Teper�� kak prin�to v teorii sluqa��
nyh blu�dani� po rexetkam ���� postroim proizvod�wu
 
ma�
triqnu
� funkci


P �a� z� �
�X
n��

Pn�a�zn� jzj 	 ��

Iz 
����� i 
����� dl� nee vyvedem �vnu
 formulu

P �a� z� � P ��a� �R�a� z�� gde R�a� z� � �E � zT �a���� 
�����

� rezol�venta matricy T �a�� E � ediniqna� matrica qetvertogo
por�dka�
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	�
� Povtorim vse postroeni� dl� fn�x� y� � vero�tnosti pere�
hoda iz x v y vpervye na n�om xage� Sqitaem f��x� y� � 	� �ti
vero�tnosti sv�zany s pn�i� y� sootnoxeni�mi

pn�i� y� �
X

��l�n

f l�i� y�pn�l�y� y�� n � ��

ili v terminah harakteristiqeskih funkci� 
����

pn�i� j� a� �
X

��l�n

f l�i� j� a�pn�l�j� j�� n � �� 
�����

pri �tom polagaem

fn�i� j� a� �
X
y�L

y�j �mod M�

fn�i� y�e�ay�� n � ��

i f��i� j� a� � 	� Prodol�a� po analogii� vvedem kvadratnye ma�
tricy razmera qetyre Fn�a� � �fn�i� j� a�� i diagonal�nye ma�
tricy

Pn � ��ijp
n�j� j��� n � �� P � � E


sm� 
����� s numeracie� �lementov 
����� Sootnoxenie 
�����
sut� koordinatna� zapis� matriqnogo uravneni� tipa svertki

Pn�a� �
X

��l�n

F l�a� � Pn�l� n � ��

gde F ��a� � 	� Umno�im ego na zn i prosummiruem po n �
�� �� �� � � � � Poluqim

P �a� z�� P ��a� � F �a� z� � P �z� 
�����

� proizvedenie proizvod�wih funkci�

F �a� z� �
�X
l��

F l�a�zl� P �z� �
�X
n��

Pnzn�

Iz 
����� vytekaet sledu
wee predstavlenie

F �a� z� � �P �a� z�� P ��a�� � P �z���� jzj 	 �� 
�����



SLUQA�NYE BLU�DANI� ���

	��� Dl� obeih qaste� iz 
����� vyqislim obratnye preobrazo�
vani� Fur�e� Ispol�zu� oboznaqenie 
������ mo�em zapisat�

�Z Z
�

F �a� z�E��a� da �

�Z Z
�

�P �a� z�� P ��a��P �z���E��a� da �

�

�
�

�Z Z
�

P �a� z�E��a� da�E

�
�P �z���

poskol�ku matricy P �z� i E��a� diagonal�nye i E��a� �
P ��a���� Leva� qast� ravna

F �z� �
�X
l��

�
f l�i� j�

�
���

zl� 
�����

a dl� vyqisleni� pravo� qasti vospol�zuems� formulo� 
������
Togda dl� proizvod�we� matriqno� funkcii 
����� poluqim in�
tegral�noe predstavlenie

F �z� �

�
�

�Z Z
�

E�a�R�z� a�E��a� da�E

�
�P �z���� 
�����

Funkci
 P �z� mo�no zapisat� v vide

P �z� � diag

�
�

�Z Z
�

P �a� z�E��a� da

�
� � 
�����

Zdes� simvol diagA oboznaqaet matricu s diagonal�nymi �le�
mentami� kak u matricy A� i s nulevymi ostal�nymi �lementa�
mi� V dvuh poslednih formulah uqastvuet odin i tot �e inte�
gral

J�z� �

�Z Z
�

E�a�R�z� a�E�a��� da� 
�����

Esli ispol�zovat� �to oboznaqenie i 
������ to doka�em nu�nu

nam formulu

F �z� � �J�z� �E��diag J�z����� 
�����
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Poskol�ku my interesuems� vero�tnost�mi vozvraweni� qa�
sticy v ishodnu
 toqku� to dostatoqno rassmotret� tol�ko dia�
gonal� diagF �z�� Vz�tie diagonali v 
����� uprowaet posledn


formulu

diagF �z� � E � �diag I�z����� 
�����

gde

I�z� �

�Z Z
�

�E � zT �a����da� 
�����

Zameqanie� Privedennoe dokazatel�stvo formuly 
����� nosit
obwi� harakter i ne zavisit ot vybora kristallografiqesko�
gruppy G� Bolee togo� da�e gruppovoe proisho�denie i razmer�
nost� gruppy dl� �to� formuly nesuwestvenno� Ona primenima
k sluqa�nym blu�dani�m po rexetke L� dl� kotoryh vero�tno�
sti perehodov p�x� y� periodiqny modM

p�x�m� y �m� � p�x� y� dl� vseh x� y � L� m �M� 
�����

Pri �tom nakladyvaets� ograniqenie� qto podrexetka M 	 L
imeet koneqny� indeks v L� V sluqae M � L formula 
����� ob�
weizvestna ���� Po analogii s ��� formulu 
����� mo�no bylo
vypisat� srazu� Formula 
����� tak�e primenima k blu�dani�m
po rexetke v prisutstvii periodiqeski raspolo�ennyh lovu�
xek ����

	��� Po opredeleni
 proizvod�we� funkcii F �z� 
����� ee per�
vy� diagonal�ny� �lement raven

F���z� �
�X
n��

fn���� ���zn� 
�����

gde soglasno soglaxeni
 
���� �� � �	� 	� i fn���� ��� � vero�tnost�
pervogo vozvraweni� qasticy v iznaqal�nu
 toqku �	� 	� na n�om
xage� Interpretaci� F����� oqevidna	 F����� � vero�tnost� to�
go� qto qastica kogda�libo vozvratits� v �	� 	�� Vspomina� graf
gruppy G � pgg 
sm� ris� ��� netrudno zametit� sovpadenie ve�
ro�tnoste� F����� � F����� � F����� � F����� vozvraweni� vo vse
qetyre toqki iz spiska 
����� Po�tomu ograniqims� vyqisleni�
em vero�tnosti F������



SLUQA�NYE BLU�DANI� ���

Naqnem s vyqisleni� opredelitel� d�z� a� matricy 
sm� 
�����
i 
������

D�z� a� � E � zT �a� �

� �

�
B�

�� zp�e�a�� zp�e�a�� 	
zp�e�a�� �� 	 zp�e��a��
zp�e�a�� 	 �� zp�e��a��

	 zp�e��a�� zp�e��a�� ��

�
CA � 
�����

Dl� opredelitel� d�z� a� i minora d���z� a� imeem

d�z� a� � ���p�
�
�e��a���e���a����p

�

�
�e��a���e���a����z

��

��p�
�
�p�

�
��z� � �� ��p�

�
c��a�� � p�

�
c��a���z

� � �p� � p��
�z��


�����

gde ispol�zovano sokrawenie c�x� � cos���x� 
sm� 
����� i

d���z� a� � �� �p�
�
e���a�� � p�

�
e���a���z

�� 
�����

Po�tomu pervy� diagonal�ny� �lement I���z� iz 
����� raven

I���z� �

�Z Z
�

d���z� a�

d�z� a�
da �

���Z Z

����

d���z� a���

d�z� a���
da�

Esli v I���z� polo�it� z � �� to vidim� qto integral

I����� �
�

�

���Z Z

����

�� p�
�
e��a�� � p�

�
e��a��

p�
�
��� c��a��� � p�

�
��� c��a���

da�da� �

�
�

�

���Z Z

����

�� �p�
�
c�a�� � p�

�
c�a���

p�
�
��� c�a��� � p�

�
��� c�a���

da�da� � 	�

rashodits� togda i tol�ko togda� kogda vypoln�
ts� uslovi�

p� � 	 i p� � 	� 
�����

Iz formuly 
����� dl� F���z� i I���z� vytekaet sootnoxenie

F���z� � ��
�

I���z�

i po�tomu F����� � � ravnosil�no 
������ Itak dokazana
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Teorema� Sluqa�noe blu�danie po grafu plosko� kristallogra�
fiqesko� gruppy G�pgg 
sm	 ris	 �� vozvratno tol�ko i esli tol��
ko vero�tnosti perehodov p� i p� udovletvor��t uslovi� ����	�	

Sledstvie� Gruppa G � pgg vozvratna� i svo�stvo vozvratno�
sti sluqa�nogo blu�dani� na danno� gruppe ne zavisit ot ras�
predeleni� vero�tnoste� � � fp�� p�g s usloviem G� � G� t	e	 s
usloviem ����	�	
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