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МАТЕМАТИКА 

В. Н. ФУНТАКОВ 

0 Р А З Л О Ж Е Н И И П О С О Б С Т В Е Н Н Ы М Ф У Н К Ц И Я М 

Н Е С А М О С О П Р Я Ж Е Н Н О Г О Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О О П Е Р А Т О Р А 

П Р О И З В О Л Ь Н О Г О Ч Е Т Н О Г О П О Р Я Д К А Н А П О Л У О С И [0, оо) 

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 2111960) 

Настоящая работа является перенесением результатов, полученных 
в ( 1), на случай операторов произвольного четного порядка. В работе 
используются методы, впервые примененные в ( х). 

Рассмотрим дифференциальное выражение: 

1 (У) = Ui2n) + Р2 (х) */<2"-2> + р 3 (х) y(*n-v +... + р2п (х) у, (1) 

где Pk(x), k = 2, 3 , . . . , 2 / 1 , — комплекснозначные функции, суммируемые 
в интервале [0, оо). Обозначим через D совокупность всех функций 
y(x)£L2(Q> оо) и таких, что: 1) производные y{v)(x), v = 1,2,..., 2п— 1, 
существуют и абсолютно непрерывны в каждом конечном интервале 
[ 0 , 6 ) , 6 > 0 ; 2) /(*/)GL*(0, оо). 

Обозначим через Da совокупность всех функций y(x)£U, удовлетво­
ряющих краевым условиям 

и,(у) - a v 0 r /(0) + a v l y ' ( 0 ) + . . . + a v , ^ y ^ - D (0) = 0, v = 1,2,..., п, (2) 

где aVk — комплексные числа. 
Определим оператор L a следующим образом: его область определения 

есть D a и при у £ D a 

Lay = l(u)- ( 3 ) 

Оператор L a , сопряженный к L a , построим аналогичным образом 
для сопряженного к (1) дифференциального выражения 

l\z) = zW + Cp*zfn-»-CPsz)i*n-3) + . . . + fez ( 4 ) 
и сопряженных к (2) краевых условий 

(z) = p v 02(0) + М ' ( 0 ) -К. . + pv. 2 n ~ i ^ - i ) (0) = 0, v = 1,2,...,/г. (5) 

Положим р 2 п = — X . Пусть со!,..., ы2п — корни степени 2я из — 1; 
разобьем комплексную р-плоскость на 2п равных секторов S*, k = 
= 0,1, 2п—1, определенных неравенством 

— < arg р < 1 ^ ; . 

В каждом секторе можно выбрать такое расположение чисел 
<о ь..., to2„, что при p£Sk 

Re(pco 1 )<Re (рсо 2 )< . . .< Re(pco2n) 

(см. ( 2)). Обозначим через Tk и границы сектора Пусть функ­
ции (х) удовлетворяют дополнительному условию 

ez*x\pk(x)\^ck] (6) 
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Ck — постоянные, s2—некоторое фиксированное число. Можно показать, 
что уравнение / (у) = \у имеет линейно независимые решения yk (х, р), 
k = 1,..., 2я, голоморфные относительнор при p£Sk и удовлетворяющие асим­
птотическим условиям: 
при х-> + оо 

равномерно относительно рб5^; 
при р — > 0 О 

(7) 

(8) 

равномерно относительно # £ [ 0 , оо). 
В области Skf определенной соотношением 

| Re (рсоя) | < S i , 0 < s x < s 2 , р б Sk или Sk+i, 

решение уп+± заменяется на yn+i, также удовлетворяющее условиям (7), 
(8). 

Обозначим 

Л( Р ) = 

«i(y n ) 

Л(Р) = 
«„((/!)...«„ (г/„_х) и„(уп) 

Будем считать для простоты, что 
А(Р)фО, А(9)ф0 (9) 

при p£Tk и что собственные значения оператора L a простые. 
Т е о р е м а 1. Спектр оператора L a непрерывен при четном п на 

положительной полуоси (при п нечетном соответственно на отрица­
тельной) и дискретен во всей остальной комплексной ^-плоскости. Сод-
ственные значения оператора Ьа образуют конечное множество. Для 
значений X, не принадлежащих спектру, резольвента (L a — X I ) - 1 опера­
тора L a есть ограниченный интегральный оператор с ядром К(х, I, X), 
удовлетворяющий условиям: 

оо оо 

5 1К(*Л>0*1 # < + «>. $ | К ( х , 5, X ) | 2 d x < + оо. 

о о 

Рассмотрим вспомогательную краевую задачу в интервале [0, Ь\: 
I (У) = ty> 

«v (у) = avo# (0) + a v l y ' (0) + . . . + a v > и - ^ * - » (0) = 0, 

«V*(У) = ЪоУ (Ь) + T i a y ' ( & ) + . . . + Ти. агг-!^^"-1' (6) = 0, 

V, [А = 1, 2, . . . , п. 

(10) 

Краевая задача, сопряжения к (10), строится посредством дифферен­
циального выражения (4) и сопряженных к (10) краевых условий: 

(г) = (0) + p v lz' (0) + . . . + pv, 2 n - i Z ^ (0) = 0, 

M * ) = S^z(6) + 8^*' (b) + . . . + ^ 2 « - ^ - D (&) = 0, 

[x, v = 1, 2, . . . , /i. 
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Обозначим 

и lb ( " i f , (Уп+s) - • • "is (Ут) 

R л+1 

И1б(%0 и&(Уп+*)-Ы&(У2п) 

ипь(Уп) ипь(Уп+2)-~ипь{У2п) 

Будем считать, что при p^Tk ЯпфО, Rn+i=h®- Определим при 
p£Sk однозначную голоморфную функцию со(р) соотношениями: 

со(р) = In %п Л ( Р ) 

Rn+1 3(р) 
, limco (р)= / a r g - ^ - , (12) 

2«-1 w2AZ-1 ,п2/г-1 

0 ) " со", ft . . . СО" п я+2 2я 

v — 1 " 

0)2/1-1 0)2/2-1 

При достаточно большом b каждому из собственных значений 
Хх, Х 2 . . ё , Хг оператора Laотвечает в точности по одному собственному зна­
чению \ (Ь), Х2 (6),..., Хг (Ь) краевой задачи (10) так, что lk (b) - » X* при b -> оо. 
Все остальные собственные значения краевой задачи (10) удовлетворяют 
асимптотическому соотношению 

X • р|л, pk ып 

km 1 / km \ , 1 ,, ч 

(13) 

при Ь —> оо равномерно относительно рк в области 

|Re(p*ft>„)|<e1, 0 < | P f t | < i V . 

Пусть г/й(х) — собственная функция оператора L a , соответствующая соб­
ственному значению \ k , ft = 1,2,...,г; 

л—1 А,-
(*)= — 2 X У/ (*» Р) + (*» Р)> (14) 

где 

Д,- = 

«l(#l)- «l(y„) Ul(yi+1)..a Ul(yn-l) 

"„_! Ы.. . « „ _ ! ( У л ) " „ _ ! («/„) » „ _ ! ( t / / + 1 ) . . .«„ _ i ( j f „ _ i ) 

« 1 . • • "1 •(#„_!) 

Zk(x, p), #*(;*:, Ь), z*(x, b), ft = 1,2,..., г,— собственные функции оператора 
L*a и краевых задач (10) и (11), построенные аналогичным образом. 
Тогда при Ь->ос имеет место соотношение 

J ^ ( л : , 6) г А (5, & ) ^ У к ( х ) zh{x)dy 

+ 0(1) , ft = 1 , 2 , . . . , г, (15) 
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равномерно относительно х, О^х^с, с > 0 . Обозначим через у(х, pk), 
z(x,pk), fe=l,2,..., собственные функции задач (10), (11), соответству­
ющие собственным значениям (13). Тогда при Ъ—> сю 

о 

A(?k) B(h) k> j 

+ 0(1), (16) 

где B (p) , 5 ( p ) — функции, построенные аналогично функциям Л(р), ' 
Л (р ) ДЛЯ L„-

Пусть G(x, S, X ) — ядро резольвенты краевой задачи (10). Если X не 
принадлежит спектру оператора La, то при 6 - * о о 

G (х, 6, X ) = #C(JC, 6, X ) + 0 ( 1 ) (17) 

равномерно относительно х, S в каждом конечном квадрате 0 х, 1<^с, 
с > 0 . 

Обозначим 

А, 
У(х, р) = — S 7Г (*• Р) + У* (*' Р) + ^ 

Л(Р) 

2(Р) 
А, 

2 д ^ ' (*«Р)—£«+i(*.p) 
Л = 1 

(18) 
где 

B i f t l k ) . . • « i ' ( f c - i ) « i ( ^ + i ) «Ч*Ы - " i ^ n - i ) 

B „ _ ! (У/_ х ) "„_!(y„ + 1) « M ( ! f / + 1 ) . . . u H (Уп-l) 

и через z(x, p) — функцию, построенную аналогично для"̂  оператора La. 
Тогда имеет место 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия (6) ы(9) и пусть К(х, I, X ) — 
ядро резольвенты оператора La. Для любой точки X , не принадлежащей 
спектру оператора L a : 

Ук(*)гк{\) 

к(х, е, х) = 2 — 
* = 1 ( X -X)^yk(xuk(x)dx 

СО 

7Ti 

У (-у, р) г p)rfp 

^ ( р 2 « + Х ) 
Л ( Р ) , £ (р ) 
Л(р) В(р) 

.(19) 

г с ? € интеграл сходится абсолютно и равномерно относительно х,Ъ в об­
ласти О^х, £ < о о . 

Обозначим через 9Ка совокупность всех функций g(x), удовлетворя­
ющих условиям: 1) g(x), 1(g) суммируемы в интервале [0, о о ) ; 2) gW (х), 
v = 1,..., 2/г — 1, существуют и абсолютно непрерывны в каждом конеч­
ном интервале [0, ос]; 3) u v (g) = 0, v = 1,...,п. Тогда с помощью форму­
лы (19) и повторяя рассуждения, приведенные в ( г), легко получить 
разложение функции g(x) по собственным функциям оператора La и 
аналог равенства Парсеваля. 

В заключение автор выражает глубокую признательность М. А. Най-
марку за ценные советы и замечания. 

Московский физико-технический 
институт 
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