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Распределение действительных алгебраических чисел
произвольной степени в коротких интервалах

Рассматриваются действительные алгебраические числа α степени
deg α = n и высоты H = H(α). Существуют интервалы I ⊂ R длины |I|,
внутри которых нет действительных алгебраических чисел α произволь-
ной степени с условием H(α) < 1

2
|I|−1. Доказано, что всегда можно най-

ти некоторую постоянную c1 = c1(n) такую, что если натуральное число
Q > c1|I|−1, то внутри интервала I содержится не менее c2(n)Qn+1|I| дей-
ствительных алгебраических чисел α, deg α = n, H(α) 6 Q. Отсюда полу-
чено решение проблемы Бюжо о регулярности множества действительных
алгебраических чисел в коротких интервалах.
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§ 1. Введение

Пусть задано натуральное число Q > 1 и некоторый промежуток I ⊂ R дли-
ной |I| = Q−µ, µ > 0. Многие задачи теории диофантовых приближений зави-
сят от решения следующей задачи [1], [2]. При каком соотношении между Q
и |I| можно утверждать, что внутри интервала I находятся действительные
алгебраические числа α степени n > 1 и высоты H(α) 6 Q? Здесь H(α) – вы-
сота алгебраического числа α, равная модулю максимального коэффициента
минимального многочлена алгебраического числа α.

В дальнейшем удобно считать, что Q – достаточно большое натуральное
число, а числа c1 = c1(n), c2, . . . зависят только от степени многочлена и не
зависят от его высоты и Q.

Теорема 1. Для любого Q существует промежуток I длиной |I| = 1
2Q−1 ,

внутри которого нет действительных алгебраических чисел α степени
deg α = n > 1 и высоты H(α) 6 Q.

Доказательство. Рассмотрим интервал I1 =
(
0, 1

2Q−1
)

длиной |I1| =
1
2Q−1. Очевидно, на этом интервале нет рациональных чисел p

q при q 6 Q.
Пусть действительное алгебраическое число α ∈ I1, deg α = n > 2, является
корнем многочлена P (x) = anxn + · · · + a1x + a0 с целыми коэффициентами.
Если a0 = 0, то из P (α) = 0 получаем α(anαn−1 + · · · + a1) = 0 и α – корень
многочлена P1(x) = anxn−1 + · · · + a1 степени, не превосходящей n − 1, что
противоречит условию. Поэтому a0 ̸= 0 и из равенства

−a0 = α(anαn−1 + · · ·+ a2α + a1),
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получаем противоречие, так как, с одной стороны, |a0| > 1, а с другой – имеем

|α| |anαn−1 + · · ·+ a2α + a1| 6
1
2
Q−1 ·Q

(
1 +

1
2

+ · · ·+ 1
2n−1

)
< 1.

Теорема доказана.

Интервалы типа I1 можно строить около любой рациональной точки p
q с ма-

лым знаменателем q. При этом с ростом q постоянная c1 в соотношении
|I1| = c1Q

−1 будет убывать (см. также [3]). Мы покажем, как это можно дока-
зать, в следующей теореме.

Всюду в настоящей работе будем предполагать для упрощения вычислений,
что Ji ⊂

[
− 1

2 , 1
2

]
.

Теорема 2. При c2 < q−nc3(n) и достаточно малой величине c3(n) внутри
интервала I2 с центром в точке p

q и длиной |I2| = c2Q
−1 нет действительных

алгебраических чисел степени n > 2.

Доказательство. Рациональное число p
q ∈

[
− 1

2 , 1
2

]
является корнем мно-

гочлена первой степени P1(x) = qx− p, H(P1) = q. Предположим, что в интер-
вале J длиной 2c4q

−nQ−1 с центром в точке p
q лежит действительный корень α1

неприводимого многочлена P2(x), deg P2 = n > 2, H(P2) 6 Q, со старшим коэф-
фициентом an > 0. Остальные корни многочлена P2(x) обозначим α2, . . . , αn.
Тогда ∣∣∣∣α1 −

p

q

∣∣∣∣ < c4q
−nQ−1, |R(P1, P2)| > 1, (1)

где R(P1, P2) – результант многочленов P1(x) и P2(x).
Из (1) следует

1 6 |R(P1, P2)| = anqn
n∏

i=1

∣∣∣∣pq − αi

∣∣∣∣ 6 anc4Q
−1

n∏
i=2

∣∣∣∣αi −
p

q

∣∣∣∣. (2)

По лемме 5 (см. § 2) последний сомножитель
∏n

i=2

∣∣αi − p
q

∣∣ в (2) оценивается
величиной c5Ha−1

n . Поэтому (2) можно переписать в виде

1 6 c4c5HQ−1 < c4c5. (3)

Неравенство (3) противоречиво при c4 < c−1
5 . Теорема доказана.

Неожиданным является тот факт, что при достаточно большой вычислимой
по n величине c6 = c6(n) и |I2| > c6Q

−1 внутри интервала I2 находится не ме-
нее c7Q

n+1|I2| действительных алгебраических чисел α, deg α = n, H(α) 6 Q.
Более того, из таких α можно составить регулярную систему точек. Следует
отметить, что действительные алгебраические числа степени n при их есте-
ственном упорядочении по высоте распределены неравномерно [3].

Определение 1. Пусть Γ – счетное множество действительных чисел и
N : Γ → R – положительная функция. Пару (Γ, N) назовем регулярной си-
стемой, если существует постоянная c8 = c8(Γ, N) > 0 такая, что для любого
интервала I ⊂ R найдется достаточно большое число T0 = T0(Γ, N, I) > 0 такое,
что при любом T > T0 можно выбрать числа γ1, γ2, . . . , γt ∈ Γ ∩ I с условиями:
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1) N(γi) 6 T , 1 6 i 6 t;
2) |γi − γj | > T−1, 1 6 i < j 6 t;
3) t > c8|I|T .

Нетрудно показать, что множество рациональных чисел p
q , (p, q) = 1, с функ-

цией N
(

p
q

)
= q2 образует регулярную систему. Действительные алгебраические

числа α с функцией N(α) = (H(α))n+1(log H(α))−v также образуют регуляр-
ную систему. Это доказали А. Бейкер и В. Шмидт [4] при v = 3n(n+1). В этой
работе впервые было введено понятие регулярной системы. В. И. Берник [5]
доказал регулярность множества действительных алгебраических чисел при
v = 2, а В. В. Бересневич [6] – при v = 0. Данные результаты позволили най-
ти точную оценку снизу размерности Хаусдорфа множества действительных
чисел с заданной мерой трансцендентности [4] и доказать аналог метрической
теоремы Хинчина в случае расходимости для многочленов произвольной сте-
пени [6]. В случае сходимости аналог теоремы Хинчина был получен несколь-
ко ранее в работе [5]. Я. Бюжо в работе [7] указал зависимость величины
T0(Γ, N, I) от длины интервала I. При n = 1 эта зависимость имеет вид

T0(Q, N, I) = 104|I|−2
(
log(100|I|−1)

)2
,

а при n = 2 из результата Бересневича [6] следует

T0(A2, N, I) = 723|I|−3
(
log(72|I|−1)

)3
,

где A2 – множество действительных алгебраических чисел второй степени.
В [7] отмечается, что при n > 3 зависимость T0(Γ, N, I) от |I| неизвестна.

В работах [8], [9] зависимость T0(A3, N, I) от |I| была найдена для многочленов
третьей степени.

В настоящей работе мы усиливаем результаты [6], [7] при n = 1, 2 и находим
зависимость T0(An, N, I) от |I| при произвольных n для множества действи-
тельных алгебраических чисел An произвольной степени n. Тем самым решаем
проблему Бюжо.

Далее, µB – мера Лебега измеримого множества B ⊂ R. Для положитель-
ного целого числа Q > 1 введем множество

Pn(Q) =
{
P (x) ∈ Z[x] : deg P = n, H(P ) 6 Q

}
.

Теорема 3. Множество действительных алгебраических чисел α степени
deg α = n с функцией N(α) = (H(α))n+1 образует регулярную систему на
интервале I при T > T0(An, N, I) = c9|I|−n−1 .

Доказательство теоремы 3 основывается на следующей теореме, связанной
с теоремами 1, 2 и имеющей самостоятельный интерес.

Теорема 4. Пусть Ln = Ln(Q, δ0, I) – множество таких x ∈ I , для кото-
рых система неравенств

|P (x)| < Q−n, |P ′(x)| < δ0Q, dQ < H(P ) 6 Q, d < 1, (4)

имеет решение в полиномах P (x) ∈ Pn(Q). Тогда при достаточно малой
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величине δ0 = δ0(n) и достаточно большой величине c10 имеем

µLn <
1
4
|I|

для всех интервалов I с условием |I| > c10Q
−1 .

В процессе доказательства теоремы 4 будут возникать множества Ln,i (их
количество не превосходит s = s(n)), аналогичные Ln, но с другим условием
для |P ′(x)|. Для каждого из них мы получим оценку µLn,i < 1

4s |I|, откуда и
будет следовать оценка для µLn.

Из теоремы 4 и известного факта разрешимости неравенства |P (x)| < Q−n в
многочленах P ∈ Pn(Q) для всех x ∈ I (это доказывается с помощью принципа
ящиков Дирихле) следует, что на множестве B2 = I \ Ln выполняется система
неравенств

|P (x)| < Q−n, |P ′(x)| > δ0Q, µB2 >
3
4
|I|. (5)

Далее, в § 8, будет показано, что из (5) можно получить существование на I
не менее c11Q

n+1|I| действительных алгебраических чисел степени n. Более
того, из таких чисел можно построить на I регулярную систему.

Существует слабый аналог доказываемых здесь результатов. Мы сформу-
лируем его в виде следующей теоремы.

Теорема 5. Пусть заданы некоторое число Q > 1 и промежуток I ⊂R.
В интервале I всегда найдется действительное алгебраическое число α,
deg α = n, H(α) 6 Q, если |I| > c(n)Q−1/n , где c(n) > 0 – некоторая величина,
зависящая только от n.

Доказательство. Возьмем алгебраическое число α = n
√

2. Заметим, что
deg α = n (например, по критерию Эйзенштейна). Пусть q ∈ N. Любой про-
межуток I при условии q > |I|−1 содержит алгебраические числа α1 = α + p1

q
с целыми p1, а при

q >
3
2
|I|−1 (6)

содержит алгебраические числа α2 = αp2
q с целыми p2. Число α1 является

корнем многочлена

P1(x) = qn

((
x− p1

q

)n

− 2
)

, P1(x) ∈ Z[x],

а число α2 – корень многочлена

P2(x) = pn
2

((
q

p2
x

)n

− 2
)

= qnxn − 2pn
2 , P2(x) ∈ Z[x].

Теперь оценим высоты многочленов P1(x) и P2(x) и найдем c(n) из неравен-
ства (6). Покажем, что уже для небольших степеней n теорема мало пригодна.
Чтобы выполнить явные вычисления, возьмем I ⊂ [0, 1]. В этом случае мно-
гочлен P2(x) имеет высоту qn, и поэтому H(α2) 6 qn. Положим Q = qn. Из
неравенства Q1/n = q > 3

2 |I| получаем Q >
(

3
2

)n|I|−n. Теорема утверждает,
что на интервале I длиной |I| = 10−3 обязательно найдется алгебраическое
число α, deg α = 100, если H(α) 6 10300. Производить какие-нибудь опера-
ции с многочленами, имеющими такие большие коэффициенты, практически
невозможно. Мы доказываем более сильную теорему.
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§ 2. Вспомогательные леммы

Для многочлена P (x) с корнями α1, α2, . . . , αn пусть

S(αi) =
{

x ∈ R : |x− αi| = min
16j6n

|x− αj |
}

.

Везде далее полагаем, что i = 1 и корни многочлена P (x) упорядочены отно-
сительно α1:

|α1 − α2| 6 |α1 − α3| 6 · · · 6 |α1 − αn|. (7)

Лемма 1. Пусть x ∈ S(α1). Тогда

|x− α1| 6 n
|P (x)|
|P ′(x)|

, (8)

|x− α1| 6 2n−1 |P (x)|
|P ′(α1)|

, (9)

|x− α1| 6 min
26j6n

(
2n−j |P (x)|

|P ′(α1)|
|α1 − α2| · · · |α1 − αj |

) 1
j

. (10)

Доказательство. Неравенство (8) следует из тождества

P ′(x)
P (x)

=
n∑

i=1

1
x− αi

,

а неравенства (9) и (10) доказаны в [10], [11].

Лемма 2. Пусть I – некоторый промежуток, A ⊂ R – измеримое мно-
жество, B ⊂ I , µB > 1

2 |I|. Если для всех x ∈ B выполняется неравенство

|P (x)| < c12Q
−v, v > 0,

то при некотором c13 > c12 и всех x ∈ I справедливо неравенство

|P (x)| < c13Q
−v.

Доказательство см. в [11].

Лемма 3. Пусть δ , K0 , η – действительные положительные числа,
P1(x), P2(x) ∈ Z[x] – два многочлена степени n > 1 без общих корней,
max(H(P1), H(P2)) < K , где K > K0(δ). Пусть J ⊂ R, |J | = K−η . Если при
некотором τ > 0 для всех x ∈ J выполняется неравенство

max(|P1(x)|, |P2(x)|) < K−τ ,

то
τ + 1 + 2max(τ + 1− η, 0) < 2n + δ. (11)

Доказательство см. в [11].

Лемма 4. Пусть P (x) ∈ Z[x] – приводимый многочлен, P (x) = P1(x)P2(x),
deg P = n > 2. Тогда

c14H(P ) < H(P1)H(P2) < c15H(P ), (12)

где c14 и c15 – положительные постоянные, зависящие только от n.
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Доказательство см. во многих работах, например в [10].

Лемма 5. Пусть P (x) – многочлен, deg P = n, с корнями α1, α2, . . . , αn

и старшим коэффициентом an . Тогда для любого набора различных корней
αi1 , αi2 , . . . , αik

, 1 6 i1 < i2 < · · · < ik 6 n, k 6 n, справедливо неравенство

|αi1αi2 · · ·αik
| < c16

H(P )
|an|

. (13)

Доказательство см. в [12].

Обозначим через M1 = M1(Q, δ0, I) множество действительных чисел x ∈ I,
для которых система неравенств

|P (x)| < Q−n, |P ′(x)| < δ0Q, |I| > c17Q
−1

имеет хотя бы одно решение в многочленах P (x) ∈ Pn(Q).
Пусть M2 = M2(Q, δ0, I) – множество действительных чисел x ∈ I, для

которых система неравенств

|P (x)| < c18Q
−n, |P ′(x)| < c19δ0Q, |I| > c20Q

−1,

ci > 1, i = 18, 19, 20,
(14)

имеет хотя бы одно решение в многочленах P (x) ∈ Pn(Q).

Лемма 6. Если µM1 < c21(δ0)|I| и c21(δ0) стремится к нулю при δ0 → 0,
то и µM2 < c22(δ0)|I|, где c22(δ0) → 0 при δ0 → 0.

Доказательство. Положим Q1 = c23Q, где c23 < 1 находится из уравнения
c−n
23 c18 = 1. При такой замене система неравенств (14) примет вид

|P (x)| < Q−n
1 , |P ′(x)| < δ1Q1, |I| > c20c

−1
23 Q−1

1 , (15)

где δ1 = c19c
−1
23 δ0. Применим к системе (15) условие леммы 6 и получим, что

множество решений этой системы имеет меру, не превосходящую c24δ0|I|, и
c24δ0 → 0 при δ0 → 0. Однако система неравенств (15) совпадает с системой
неравенств (14), если в (15) от Q1 перейти к Q.

§ 3. Доказательство теоремы 4.
Сведе́ние к многочленам первой степени

В неравенствах (4) заменим второе неравенство на

2n
3
2 Q−

n−1
2 < |P ′(x)| < δ0Q. (16)

Покажем, как из (16) получить двухсторонние оценки для |P ′(α1)|. По фор-
муле Лагранжа

P ′(x) = P ′(α1) + P ′′(ξ1)(x− α1), ξ1 ∈ (x, α1). (17)

Из оценок (16) и леммы 1 имеем

|x− α1| < nQ−n+ n−1
2 · 2−1n−

3
2 = 2−1n−

1
2 Q−

n+1
2 ,

|P ′′(ξ1)(x− α1)| < 2n2Q · 2−1n−
1
2 Q−

n+1
2 = n

3
2 Q−

n−1
2 .
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При |P ′(α1)| < n
3
2 Q−

n−1
2 неравенство (17) противоречиво. Поэтому при

условии (16) систему неравенств (4) заменяем на систему неравенств

|P (x)| < Q−n, n
3
2 Q−

n−1
2 < |P ′(α1)| < 2δ0Q. (18)

Обозначим множество решений системы неравенств (18) через σ0(P ). После
получения оценки µσ0(P ) в § 5 мы рассмотрим систему неравенств

|P (x)| < Q−n, |P ′(x)| 6 2n
3
2 Q−

n−1
2 (19)

и для нее отдельно оценим меру решений.
Обозначим через Ln,1 множество тех x ∈ I, для которых система неравенств

|P (x)| < Q−n, Q
5
8 < |P ′(α1)| < 2δ0Q (20)

имеет хотя бы одно решение в полиномах P (x) ∈ Pn(Q). Из леммы 1 следует,
что множество решений системы (20) содержится в интервале

|x− α1| < 2n−1Q−n|P ′(α1)|−1, (21)

который обозначим σ(P ).

Предложение 1. Для достаточно малой величины δ0 и достаточно боль-
шого числа Q справедлива оценка

µLn,1 <
1
4s
|I|.

Доказательство. Наряду с интервалом σ(P ) в (21) определим интервал

σ1(P ) :=
{
x ∈ I : |x− α1| < c25Q

−1|P ′(α1)|−1, c25 > 1
}
. (22)

Из (21) и (22) получаем

µσ(P ) 6 2n−1c−1
25 Q−n+1µσ1(P ). (23)

Отметим, что для Q > Q0 из (20) и (22) вытекает, что длина интервала σ1(P )
меньше |I|. Разложим P (x) в ряд Тэйлора на интервале σ1(P ):

P (x) = P ′(α1)(x− α1) +
1
2
P ′′(ξ2)(x− α1)2, ξ2 ∈ (x, α1).

Используя (20) и (22), оценим каждое слагаемое в разложении. При Q > Q0

будем иметь
|P (x)| < 2c25Q

−1, x ∈ σ1(P ). (24)

Зафиксируем вектор b1 = (an, . . . , a2), состоящий из коэффициентов мно-
гочлена P (x) ∈ Pn(Q), и обозначим через Pn(Q,b1) подкласс многочленов
из Pn(Q) с одним и тем же вектором b1. Далее воспользуемся методом су-
щественных и несущественных областей, который ввел В. Г. Спринджук [10].

Промежуток σ1(P1), P1 ∈ Pn(Q,b1), будем называть существенным, если
для любого другого интервала σ1(P2), P2 ∈ Pn(Q,b1), выполняется неравенство

µ
(
σ1(P1) ∩ σ1(P2)

)
<

1
2
µσ1(P1). (25)
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Если же в подклассе Pn(Q,b1) найдется интервал σ1(P2), P2 ∈ Pn(Q,b1), такой,
что

µ
(
σ1(P1) ∩ σ1(P2)

)
>

1
2
µσ1(P1), (26)

то промежуток σ1(P1) будем называть несущественным.
Сначала рассмотрим существенные интервалы σ1(P ). Более половины су-

щественного интервала свободно от точек других интервалов (в смысле меры
Лебега), поэтому ∑

P∈Pn(Q,b1)

µσ1(P ) 6 2|I|.

Используя последнее неравенство, а также (23) и #b1 < (2Q + 1)n−1 < 2nQn−1

при Q > n, получаем при Q > Q0∑
b1

∑
P∈Pn(Q,b1)

µσ(P ) < 2nc−1
25 Q−n+1 · 2nQn−1|I| = 22nc−1

25 |I|. (27)

Рассмотрим несущественные интервалы σ1(P ). Для многочленов P1(x),
P2(x) ∈ Pn(Q) на пересечении σ1(P1, P2) = σ1(P1)∩σ1(P2), мера которого не ме-
нее 1

2µσ1(P1), выполняется неравенство (24). Поскольку у многочленов P1(x) и
P2(x) совпадают коэффициенты an, . . . , a2, многочлен R(x) = P2(x) − P1(x)
является линейным и удовлетворяет условиям

|R(x)| = |ax− b| < 4c25Q
−1, max(|a|, |b|) < 2Q, x ∈ σ1(P1, P2). (28)

В (28) можно полагать a > 0. Оценим сверху коэффициенты a и b по модулю
точнее, чем в (28). По формуле Лагранжа имеем

P ′(x) = P ′(α1) + P ′′(ξ3)(x− α1), ξ3 ∈ (x, α1).

Используя оценку (20), при Q > Q0 получим

|P ′′(ξ3)(x− α1)| < 2n2Q · c25Q
−1− 5

8 < 2δ0Q

и |P ′(x)| < 4δ0Q. Следовательно, a = |P ′2(x) − P ′1(x)| < 8δ0Q, отсюда и из
условий (28) имеем |b| < 16δ0Q. Теперь (28) можно переписать в виде

|ax− b| < 4c25Q
−1, max(a, |b|) < 24δ0Q. (29)

Оценим меру тех x ∈ I, для которых выполняются неравенства (29). При
фиксированных a и b первое неравенство в (29) выполняется для точек x ∈ I
из интервала ∣∣∣∣x− b

a

∣∣∣∣ < 22c25a
−1Q−1, (a, b) = 1.

Обозначим этот интервал через J(R), его длина есть

|J(R)| = 23c25a
−1Q−1, (30)

и пусть b
a – центр J(R). Далее надо просуммировать оценку (30) по всем a

и b, где |b| < 24δ0Q, при условии, что точка b
a принадлежит интервалу I. Для
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фиксированного a количество целых b, b
a ∈ I, обозначим через MI(a). Спра-

ведливы оценки

MI(a) 6

{
a|I|+ 1 6 2a|I|, a > |I|−1,

γ, a < |I|−1,
(31)

где величина γ равна 0 или 1.
Пусть a > |I|−1. Воспользуемся первой оценкой в (31). Из (30) и (31) нахо-

дим ∑
a

∑
b

b/a∈I

|J(R)| <
∑

a

23c25a
−1Q−1 · 2|I|a 6 24c25δ0|I|. (32)

Пусть a < |I|−1. Тогда воспользуемся второй оценкой в (31). Сначала най-
дем такое значение c26, при котором интервалы

J1(R1) :=
{

x ∈ I :
∣∣∣∣x− b1

a1

∣∣∣∣ < c26a
−1
1 Q−1

}
,

J2(R2) :=
{

x ∈ I :
∣∣∣∣x− b2

a2

∣∣∣∣ < c26a
−1
2 Q−1

}
не пересекаются при b1

a1
̸= b2

a2
. Предположим, что эти интервалы пересекаются

в точке x, тогда

1
a1a2

6

∣∣∣∣ b1

a1
− b2

a2

∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣x− b1

a1

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣x− b2

a2

∣∣∣∣ 6 c26Q
−1

(
1
a1

+
1
a2

)
. (33)

Умножим левую и правую части неравенства (33) на a1a2 и, полагая, например,
a1 < a2, получим противоречивое неравенство

1 6 c26Q
−1(a1 + a2) < 2c26a2Q

−1 6 25c26δ0

при c26 = 2−6δ−1
0 . При такой величине c26∑

R1

|J1(R1)| < |I|, (34)

откуда имеем
∑

16a64δ0Q 2c26γa−1Q−1 < |I| и∑
16a64δ0Q

γa−1 < 2−1c−1
26 Q|I|. (35)

Просуммируем оценку (30) по всем b, удовлетворяющим второй оценке в со-
отношении (31). Получим∑

b

23c25a
−1Q−1 6 23γc25a

−1Q−1. (36)

Поэтому, учитывая (35), имеем∑
16a64δ0Q

∑
b

b/a∈I

23γc25a
−1Q−1 6 23c25Q

−1
∑

16a64δ0Q

1 < 24c25c
−1
26 δ0|I|. (37)
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Оценки (32) и (37) являются оценкой меры множества Ln,1 в случае несуще-
ственных интервалов. Пусть

c25 = 22n+2s, c26 = 2−6δ−1
0 , δ0 = 2−n−8s−

1
2 .

Из неравенств (27), (32) и (37) имеем

µLn,1 <
1
4s
|I|, (38)

что доказывает предложение.

Пусть для некоторой величины c27 выполняется неравенство

|P (x)| < Q−n, c27 < |P ′(α1)| 6 Q
5
8 . (39)

Обозначим через Ln,2 множество тех x ∈ I, для которых (39) верно хотя бы
при одном P (x) ∈ Pn(Q).

Предложение 2. При c27 = 2−4 справедливо неравенство

µLn,2 <
1
4s
|I|.

Доказательство. Рассуждения близки к доказательству предложения 1.
Рассмотрим промежуток

σ2(P ) :=
{
x ∈ I : |x− α1| < c28Q

−1|P ′(α1)|−1
}
. (40)

Из (21) и (40) имеем

µσ(P ) 6 2n−1c−1
28 Q−n+1µσ2(P ). (41)

Неравенство (39) и условие n > 3 обеспечивают при Q > Q0 выполнение
неравенства µσ2(P ) < |I|.

Разложим P (x) и P ′(x) на σ2(P ) в ряд Тэйлора и оценим |P (x)|, |P ′(x)|
сверху, как при доказательстве предложения 1. Получим

|P (x)| < 2c28Q
−1, (42)

|P ′(x)| < 2|P ′(α1)|. (43)

При фиксированном векторе b1 = (an, . . . , a2) и многочленах P (x)∈Pn(Q,b1)
поделим интервалы на существенные и несущественные.

В случае существенных интервалов из неравенства∑
P∈Pn(Q,b1)

µσ2(P ) 6 2|I|

и неравенства (41) получаем∑
b1

∑
P∈Pn(Q,b1)

µσ2(P ) < 22nc−1
28 |I|. (44)
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В случае несущественных интервалов используем оценки (42), (43) для ли-
нейного многочлена T (x) = P2(x)−P1(x) = ax−b на пересечении σ2(P1)∩σ2(P2).
Имеем

|ax− b| < 4c28Q
−1, 1 6 a < 4Q

5
8 . (45)

Первое неравенство в (45) выполняется на интервале J2(T ) с центром в точке b
a

и длиной |J2| = 8c2Q
−1.

Зафиксируем a и обозначим через MI(T ) количество точек b
a , попадающих

в промежуток I. Аналогично (31) имеем

MI(a) 6

{
a|I|+ 1 6 2a|I|, a > |I|−1,

γ, a < |I|−1,
(46)

где величина γ равна 0 или 1.
Пусть a > |I|−1. Если при c29 > 0 интервалы

J3(T1) :=
{

x ∈ I :
∣∣∣∣x− b1

a1

∣∣∣∣ < c29a
−1
1 Q−1

}
,

J4(T2) :=
{

x ∈ I :
∣∣∣∣x− b2

a2

∣∣∣∣ < c29a
−1
2 Q−1

}
пересекаются при b1

a1
̸= b2

a2
, то приходим к неравенству, аналогичному (34):

1 6 c29Q
−1(a1 + a2) 6 2c29a2Q

−1 6 8c29Q
− 3

8 ,

которое противоречиво при любой величине c29 < Q
3
8 , если Q > Q0. Аналогич-

но, как в (35), приходим к неравенству∑
16a<4Q5/8

γa−1 6 2−1c−1
29 Q|I|. (47)

При фиксированных a и b мера тех x ∈ I, которые удовлетворяют (45), не
превосходит 23c28a

−1Q−1. Просуммируем эту оценку по всем b таким, что
b
a ∈ I. Для этого используем (45). В случае первой оценки имеем∑

16a64Q5/8

23c28a
−1Q−1 · 2a|I| < 26c28Q

− 3
8 |I|, (48)

в случае второй оценки∑
16a64Q5/8

∑
b

b/a∈I

23c28a
−1Q−1 6 23c28Q

−1
∑

16a64Q5/8

γa−1 6 22c28c
−1
29 |I|. (49)

В итоге из (44), (48) и (49) следует

µLn,2 <
(
22nc−1

28 + 26c28Q
− 3

8 + 22c28c
−1
29

)
|I|. (50)

При c28 = 22n+4s и c29 = 22n+10s2 из (50) имеем µLn,2 < (4s)−1|I|, что и
доказывает предложение.
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§ 4. Сведе́ние к многочленам второй степени

Обозначим через Ln,3 множество тех x ∈ I, для которых существует решение
системы неравенств

|P (x)| < Q−n, c30Q
− 1

2 < |P ′(α1)| 6 2−4, P (x) ∈ Pn(Q). (51)

Предложение 3. При c30 = 2n справедливо неравенство

µLn,3 <
1
4s
|I|.

Доказательство. Введем интервал

σ3(P ) :=
{
x ∈ S(α1) ∩ I : |x− α1| < c31Q

−2|P ′(α1)|−1
}
. (52)

Ясно, что из (51) и (52) при Q > Q0 следуют неравенства µσ3(P ) < |I| и

µσ(P ) < 2n−1c−1
31 Q−n+2µσ3(P ). (53)

Зафиксируем вектор b2 = (an, . . . , a3). Подмножество многочленов P (x) ∈
Pn(Q) с одним и тем же вектором b2 обозначим Pn(Q,b2). При P ∈ Pn(Q,b2)
поделим интервалы σ3(P ) на существенные и несущественные.

Для существенных интервалов имеем∑
P∈Pn(Q,b2)

µσ3(P ) 6 2|I|,

откуда из неравенств #Pn(Q,b2) 6 2n−1Qn−2 и (53) имеем∑
b2

∑
P∈Pn(Q,b2)

µσ(P ) < 22nc−1
31 |I|. (54)

Для несущественных интервалов на пересечении σ3(P1) ∩ σ3(P2), где P1(x),
P2(x) ∈ Pn(Q,b2), из разложения Pi(x), P ′i (x), i = 1, 2, в ряд Тэйлора на
интервале σ3(P ) получим оценки

|Pi(x)| < 2c31Q
−2, |P ′i (x)| < 2|P ′(α1)|, i = 1, 2. (55)

Поскольку коэффициенты an, . . . , a3 многочленов P1(x) и P2(x) совпадают,
то многочлен S(x) = P2(x)−P1(x) = b2x

2+b1x+b0 удовлетворяет неравенствам

|S(x)| < 4c31Q
−2, |S′(x)| < 4|P ′(α1)|, |bj | 6 2Q, 0 6 j 6 2. (56)

Пусть β1, β2 – корни многочлена S(x). Поскольку дискриминант многочле-
на S(x) удовлетворяет условию

|D(S)| = |S′(β1)|2 < 16|P ′(α1)|2 6 2−2,

заключаем, что D(S) = 0. Это означает, что многочлен S(x) имеет кратный
корень и, следовательно, является квадратом линейного многочлена:

S(x) = (S0(x))2 = (s1x− s0)2, |s1| < 2Q
1
2 .
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Отсюда и из (56) имеем

|s1x− s0| < 2c
1
2
31Q

−1, |s1| 6 2Q
1
2 . (57)

Неравенство (57) выполняется на интервале J4(S0) ⊂ I с центром в точке s0
s1

и длиной |J4(S0)| = 4c
1/2
31 |s1|−1Q−1. Опять зафиксируем s1 и обозначим че-

рез MI(s1) количество точек s0
s1
∈ I. Аналогично (46) имеем

MI(s1) 6

{
s1|I|+ 1 6 2s1|I|, s1 > |I|−1,

γ, s1 < |I|−1,

где величина γ равна 0 или 1.
Пусть s1 > |I|−1; тогда при Q > Q0∑

16s162Q1/2

∑
s0

s0/s1∈I

|J4(S0)| < 23c
1
2
31Q

− 1
2 |I|. (58)

Пусть s1 < |I|−1; тогда при c32 > 2c
1/2
31 из предположения, что интервалы

J5(S2) :=
{

x ∈ I :
∣∣∣∣x− s0

s1

∣∣∣∣ < c32s
−1
1 Q−1

}
,

J5(S3) :=
{

x ∈ I :
∣∣∣∣x− m0

m1

∣∣∣∣ < c32m
−1
1 Q−1

}
пересекаются, а s0

s1
̸= m0

m1
, приходим к неравенству, аналогичному (34):

1 6 2c32(s1 + m1)Q−1 < 2c32Q
− 1

2 . (59)

Неравенство (59) противоречиво при любой величине c32 = c32(n), если Q > Q0.
Значит, интервалы J5(S2) и J5(S3) не пересекаются и∑

16s1<2Q1/2

γs−1
1 6 2c−1

31 Q|I|. (60)

Отсюда, как и ранее, имеем∑
16s1<2Q1/2

∑
s0

s0/s1∈I

4c
1
2
31|s1|−1Q−1 6 4c

1
2
31Q

−1
∑

16s162Q1/2

γ|s1|−1 6 2c
1
2
31c

−1
32 |I|. (61)

Положим c31 = 22n+4s, c32 = 2n+3s3/2. Тогда из неравенств (54) и (61) имеем
µLn,3 < (4s)−1|I|, и предложение доказано.

§ 5. Индукция и доказательство теоремы 4
для неприводимых многочленов степени n

В данном параграфе все многочлены предполагаются неприводимыми.
Пусть теперь при 3 6 k 6 n− 1 производная удовлетворяет условию

Q−
k−1
2 < |P ′(α1)| 6 vQ−

k−2
2 , (62)

2 Серия математическая, т. 79, № 1
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где v = 2n при k = 3, v = 1 при 4 6 k 6 n− 1, а при k = n

n
3
2 Q−

n−1
2 < |P ′(α1)| 6 Q−

n−2
2 . (63)

Наряду с интервалом

σ(P ) :=
{
x ∈ S(α1) : |x− α1| < Q−n|P ′(α1)|−1

}
(64)

будем рассматривать интервалы

σk(P ) :=
{
x ∈ S(α1) : |x− α1| < c33Q

−k|P ′(α1)|−1
}
.

Зафиксируем вектор bk = (an, . . . , ak+1). Множество многочленов P (x) ∈
Pn(Q) с одним и тем же вектором bk обозначим Pn(Q,bk). При Q > Q0 будем
пользоваться оценкой #{bk} < 2n−1Qn−k.

Оценим |P (x)| и |P ′(x)| при x ∈ σk(P ), ξ4 ∈ (x, α1), ξ5 ∈ (x, α1):

|P (x)| < |P ′(α1)| |x− α1|+
1
2
|P ′′(ξ4)| |x− α1|2 < 2c33Q

−k, (65)

|P ′(x)| < |P ′(α1)|+ |P ′′(ξ5)| |x− α1| < 2Q−
k−2
2 . (66)

Интервалы σk(P ), P ∈ Pn(Q,bk), поделим на существенные и несуществен-
ные. В случае существенных интервалов из определения σ(P ), σk(P ) и оце-
нок #{bk} имеем

µσ(P ) < 2n−1c−1
33 Q−n+kµσk(P ),∑

P∈Pn(Q,bk)

µσk(P ) 6 2|I|,

∑
bk

∑
P∈Pn(Q,bk)

µσ(P ) < 22nc−1
33 |I|. (67)

В случае несущественных интервалов на пересечении σk(P1)∩σk(P2), P1, P2 ∈
Pn(Q,bk), получаем для многочлена R(x) = P2(x) − P1(x), deg R 6 k, H(R) 6
2Q, оценки

|R(x)| 6 4c33Q
−k, |R′(x)| 6 4Q−

k−2
2 . (68)

Обозначим через Ln,k+1, 3 6 k 6 n − 2, множество тех x ∈ I, для которых
выполняются неравенства (67) и (68). По предположению индукции и лемме 6
при c33 = ns22n+5 имеем

µLn,k+1 <
1

4ns
|I|, µ

n−2⋃
k=3

Ln,k+1 <
1
4s
|I|.

При k = n получается система неравенств

|P (x)| 6 Q−n, n
3
2 Q−

n−1
2 < |P ′(α1)| < Q−

n−2
2 . (69)

Множество решений системы (69) обозначим Ln,n. Эта система анализируется
другим методом. Будем говорить, что многочлен P (x) принадлежит интерва-
лу I, если существуют такие x ∈ I, для которых выполняется первое неравен-
ство (69). Поделим промежуток I на интервалы Ji, |Ji| = Q−u, 1 6 u 6 n−2

2 .
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Рассмотрим такие интервалы Ji, каждому из которых принадлежит не более
одного неприводимого многочлена с условиями (69). Обозначим через ν1(P )
множество тех x ∈ S(α1), для которых выполняется (69). По лемме 1 имеем

µν1(P ) < 2n−1n−
3
2 Q−

n+1
2 . (70)

Поскольку количество интервалов Ji не превосходит |I|Qu, то∑
Ji

∑
P∈Ji

µγ(P ) 6 2n−1Qu−n+1
2 |I| < 1

4s
|I| (71)

при u < n+1
2 и достаточно большом Q.

Покажем, что два и более неприводимых многочленов не могут принадле-
жать одному интервалу Ji. Оценим значение P (x) на Ji. По определению
P (x) ∈ Ji существует точка x0 ∈ Ji, в которой |P (x0)| < Q−n, и по лемме 1
имеем |x0 − α1| < 2n−1n−

3
2 Q−

n+1
2 . Для любой точки x ∈ Ji выполняется нера-

венство

|x− α1| 6 |x− x0|+ |x0 − α1| < Q−u + 2n−1Q−
n+1

2 < 2Q−u (72)

для Q > Q0. Из разложения

P (x) = P ′(α1)(x− α1) +
1
2
P ′′(ξ6)(x− α1)2, ξ6 ∈ (x, α1),

получаем
|P (x)| < 2Q−

n−2
2 −u + 4n2Q1−2u. (73)

Положим u = n+1
2 −γ1, γ1 > 0. Тогда при Q > Q0(γ1) и достаточно малом γ1

имеем
|P (x)| < 2Q−n+ 1

2+γ1 + 4n2Q−n+2γ1 < 4Q−n+ 1
2+γ1 . (74)

Применим к двум многочленам, удовлетворяющим (74), лемму 2 с τ = n− 1
2−γ1,

η = n+1
2 − γ1. Получим неравенство

τ +1+2(τ +1−η) = n+
1
2
−γ1+2

(
n+

1
2
−γ1−

n + 1
2

+γ1

)
= 2n+

1
2
−γ1 < 2n+δ,

которое противоречиво при γ1 = 0.1, δ = 0.1.

§ 6. Интервалы, в которых производная в точке и производная
в ближайшем к ней корне имеют разные порядки малости

Если |P ′(x)| 6 2n
3
2 Q−

n−1
2 , то мы не можем получить соотношение |P ′(x)| ≍

|P ′(α1)|, и систему неравенств (19) надо рассматривать иначе.

Лемма 7. Из неравенства |P ′(x)| 6 2n
3
2 Q−

n−1
2 следует неравенство

|P ′(α1)| < 2n+2Q−
n−1

2 . (75)

2*
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Доказательство. Предположим, что выполняется неравенство, противо-
положное (75). По лемме 1 из неравенства |P (x)| < Q−n при x ∈ S(α1) имеем

|x− α1| < 2n−1 · 2−n−2Q−n+ n+1
2 =

1
2
Q−

n−1
2 .

Тогда равенство

P ′(α1) = P ′(x)− P ′′(ξ7)(x− α1), ξ7 ∈ (x, α1),

противоречиво, так как при Q > Q0

|P ′(x)− P ′′(ξ7)(x− α1)| < 2n2Q−
n−1

2 ,

а |P ′(α1)| > 2nQ−
n−1

2 . Лемма доказана.

Поэтому в данном параграфе будем рассматривать систему неравенств

|P (x)| < Q−n, |P ′(α1)| < 2n+2Q−
n−1

2 , x ∈ I. (76)

Произведем классификацию многочленов P (x) ∈ Pn(Q) в зависимости от
распределения их корней. Такая классификация была впервые предложена
В. Г. Спринджуком [10].

Все корни α1, α2, . . . , αn многочлена P (x) ∈ Pn(Q) упорядочим относительно
корня α1:

|α1 − α2| 6 |α1 − α3| 6 · · · 6 |α1 − αn|.

Для достаточно малого ε1 > 0 положим T = [ε−1
1 ] + 1, так что T−1 < ε1.

Определим числа ρj , 2 6 j 6 n, из уравнений

|α1 − αj | = H(P )−ρj ,

а целые числа lk – из неравенств

lk
T

6 ρj <
lk + 1

T
.

Поскольку корни αj ограничены и, как хорошо известно из [10], |αi − αj | >
cH−n+1, то −1 6 lk 6 (n− 1)T . Положим

pj = (lj+1 + · · ·+ ln)T−1, 1 6 j 6 n− 1.

Целочисленный вектор l = (l2, . . . , ln) принимает не более (nT )n−1 значений.
Будем считать, что мы рассматриваем систему неравенств (76) при некотором
фиксированном векторе l. Поскольку P ′(α1) = an(α1−α2)(α1−α3) · · · (α1−αn),
то имеем

Q1−p1−nε1 < H1−p1−(n−1)ε1 < |P ′(α1)| 6 H1−p1 6 Q1−p1 . (77)

Систему неравенств (76) запишем в виде

|P (x)| < Q−n, |P ′(α1)| < 2n+2Q1−p1 , p1 >
n + 1

2
. (78)
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Сравним различные оценки для |x− α1|, следующие из леммы 1:

|x− α1| < cQ−n−1+p1+nε1 , (79)

|x− α1| < cQ−
n+1−p2

2 +nε1 . (80)

Получаем, что оценка (79) лучше оценки (80), если

2p1 − p2 < n + 1. (81)

При выполнении неравенства, противоположного (81), лучше будет оцен-
ка (80).

Будем говорить, что многочлен P (x) принадлежит отрезку J , если существу-
ет точка x ∈ J такая, что |P (x)| < Q−n. Поделим отрезок I на равные части Ji

длиной |Ji| = Q−u, u > 0. Рассмотрим вначале интервалы Ji, которым принад-
лежит не более одного неприводимого многочлена P (x). Таких интервалов не
более QuµI. Воспользуемся оценкой (79). Получим, что мера x из интервалов,
которые содержат не более одного многочлена P (x), не превосходит

cQu−n−1+p1+nε1µI. (82)

Возьмем u = n+1−p1−(n+1)ε1. Тогда оценка в (82) не превосходит cQ−ε1µI и
теорема 4 доказана. Рассмотрим теперь интервалы Ji, которым принадлежат
k > 2 неприводимых многочленов P (x). Разложим эти многочлены на Ji в ряд
Тэйлора и оценим Pk(x) сверху с учетом (81). Для ξ8 ∈ (x, α1) имеем

Pk(x) = P ′k(α1)(x− α1) +
1
2
P ′′k (α1)(x− α1)2 +

1
6
P ′′′k (ξ8)(x− α1)3,

откуда для ξ ∈ (x, α1) получаем

|Pk(x)| < c(Q1−p1−n−1+p1+(n+1)ε1 + Q1−p2−2n−2+2p1+2(n+1)ε1

+ Q1−p3−3(n+1−p1−(n+1)ε1)) < cQ−n+2(n+1)ε1 , k > 2.

Применим к двум неприводимым многочленам P1(x) и P2(x) на отрезке Ji

лемму 3. Здесь η = n + 1 − p1 − (n + 1)ε1, τ + 1 = n + 1 − 2(n + 1)ε1,
2(τ + 1− η) = 2p1 − 2(n + 1)ε1,

τ + 1 + 2(τ + 1− η) = n + 1 + 2p1 − 4(n + 1)ε1 > 2n + 2− 4(n + 1)ε1. (83)

Оценка (83) превосходит 2n+δ при ε1 = (40(n+1))−1, δ = 0.1, поэтому интер-
валу Ji не могут принадлежать два и более неприводимых многочленов P (x).
Если

2p1 − p2 > n + 1, (84)

то для оценки |x − α1| воспользуемся неравенством (80). Тогда суммарная
мера тех x, для которых выполняется неравенство |P (x)| < Q−n и только один
многочлен P (x) принадлежит Ji, не превосходит

cQu−n+1−p2
2 +nε1µI. (85)
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Если u = n+1−p2
2 −(n+1)ε1, то оценка (85) не превосходит cQ−ε1µI, и теорема 4

доказана. На интервалах Ji, которым принадлежат k > 2 многочленов Pk(x),
разложим их в ряд и оценим сверху с учетом (84):

|Pk(x)| =
∣∣∣∣P ′k(α1)(x− α1) +

1
2
P ′′k (α1)(x− α1)2 + · · ·+ 1

n!
P

(n)
k (α1)(x− α1)n

∣∣∣∣
6 c

(
Q1−p1−n+1−p2

2 +(n+1)ε1

+ Q1−p2−2
(

n+1−p2
2 −(n+1)ε1

)
+ · · ·+ Q1−ps−s

(
n+1−p2

2 −(n+1)ε1

)
+ · · ·

)
6 c

(
Q−

2p1−p2−1
2 +(n+1)ε1 + Q−n+2(n+1)ε1

)
6 cQ−n+2(n+1)ε1 .

Снова применим к неприводимым многочленам P1(x) и P2(x) лемму 3. Здесь
η = n+1−p2

2 −(n+1)ε1, τ +1 = n+1−2(n+1)ε1, 2(τ +1−η) = n+1+p2−2(n+1)ε1,

τ + 1 + 2(τ + 1− η) = 2n + 2 + p2 − 4(n + 1)ε1. (86)

При δ = 0.1, 4(n + 1)ε1 = 0.1 получаем противоречие. Следовательно, два
неприводимых многочлена не могут принадлежать Ji. Теорема 4 для неприво-
димых многочленов доказана.

§ 7. Приводимые многочлены

Осталось рассмотреть случаи, когда

|P ′(x)| > 2n
3
2 Q−

n−1
2 , n

3
2 Q−

n−1
2 < |P ′(α1)| < Q−

n−2
2 ,

|P ′(x)| 6 2n
3
2 Q−

n−1
2 , |P ′(α1)| < 2nQ−

n−1
2 ,

и при делении интервала I на Ji интервалам Ji принадлежит более одного
многочлена, однако среди этих многочленов нельзя найти два неприводимых.

Пусть P (x) – приводимый многочлен, принадлежащий Ji. Представим его
в виде

P (x) = P1(x)P2(x), deg P1 = n1, deg P2 = n− n1.

Множество x ∈ Ji ∩ S(α1) представляет собой некоторый интервал. Обо-
значим его λ(P ). Возьмем достаточно большое целое число T > 0 и положим
ε3 = T−1. По лемме 4 имеем

c35H(P1)H(P2) < H(P ) < c36H(P1)H(P2),

и, значит, можно найти такое целое число k, что

Q
k
T 6 H(P1) < Q

k+1
T , c37Q

1− k+1
T < H(P2) < c38Q

1− k
T . (87)

Для фиксированного многочлена P (x) обозначим через S(P ) множество тех
x ∈ λ(P ), для которых выполняется неравенство |P (x)| < Q−n.

Из непрерывности P (x) следует, что существует такое целое число a, при
котором мера тех x ∈ λ(P ), которые удовлетворяют неравенству

|P1(x)| < Q−
a
T ,
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не превосходит 1
2µS(P ), а мера тех x ∈ S(P ), которые удовлетворяют неравен-

ству
|P1(x)| < Q−

a−1
T ,

больше 1
2µS(P ). Поскольку |P (x)| < Q−n, мера тех x ∈ S(P ), для которых

верно неравенство
|P2(x)| < Q−n+ a

T ,

не менее 1
2µS(P ). Используя лемму 2, получим, что для всех x ∈ S(P ) выпол-

няются неравенства

|P1(x)| < c39Q
− a−1

T , (88)

|P2(x)| < c40Q
−n+ a

T . (89)

Поскольку n1 < n, n− n1 < n, то при a > n1T + 1 имеем

|P1(x)| < c41Q
−n1 , H(P1) < c42Q. (90)

Воспользуемся леммой 6. По предположению индукции неравенства (90) вы-
полняются на множестве с мерой, не превосходящей (4s)−1|I|. Если a < n1T ,
то из (89) следует, что

|P2(x)| < c43Q
−n+n1 , H(P2) < c44Q. (91)

Опять используем лемму 6 и предположение индукции. Мера тех x ∈ I, для
которых выполняется система неравенств (91), не превосходит (4s)−1|I|.

Остается рассмотреть случай, когда

n1T 6 a 6 n1T + 1. (92)

Пусть k в (87) удовлетворяет неравенству k < 1
2T − 1. Тогда

|P1(x)| < c45Q
−n1T−1

T < c46Q
−n1+ε1 , H(P1) < Q

1
2 . (93)

Если k > 1
2T − 1, то

H(P2) < c47Q
1
2+ε1 . (94)

По следующей лемме системы неравенств (93), а также (91) и (94) имеют ре-
шение на множестве Ln,n+3 с мерой, не превосходящей (4s)−1|I|.

Лемма 8. Обозначим через Ln(λ, µ) множество тех x ∈ I , для которых
выполняется система неравенств

|P (x)| < Q−n+λ, H(P ) < Qµ

и хотя бы одно из условий (62), (63). Тогда при 0 < λ < 1
2 , 0 < µ < 2

3 имеем

µLn(λ, µ) <
1
4s
|I|.
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Доказательство. Проведем доказательство в случае выполнения неравен-
ства (62):

Q−
k−1
2 < |P ′(α1)| 6 vQ−

k−2
2 .

Определим

σ1,0(P ) :=
{
x ∈ S(α1) ∩ I : |x− α1| < 2n−1Q−n+λ|P ′(α1)|−1

}
,

σ1,k(P ) :=
{
x ∈ I : |x− α1| < c48Q

−k|P ′(α1)|−1
}
.

Меры интервалов σ1,0(P ) и σ1,k(P ) связаны неравенством

µσ1,0(P ) < 2n−1c−1
48 Q−n+k+λµσ1,k(P ).

Зафиксируем вектор bk = (an, . . . , ak+1). Множество многочленов P (x) ∈
Pn(Q) с одинаковым вектором bk обозначим Pn(Q,bk). Из условия H(P ) < Qµ

следует неравенство
#Pn(Q,bk) < 2nQµ(n−k). (95)

Поделим интервалы σ1,k(P ) на существенные и несущественные. В случае
существенных интервалов получаем∑

bk

∑
P∈Pn(Q,bk)

µσ1,0(P ) < 22nc−1
48 Q−n+k+λ+µ(n−k)|I|. (96)

При 0 < λ < 1
2 , 0 < µ < 2

3 и k 6 n − 2 показатель степени в (96) не
превосходит − 1

6 , и поэтому для Q > Q0 сомножитель при |I| в (96) не превос-
ходит (4s)−1.

В случае несущественных интервалов разложим Pi(x) и P ′i (x), i = 1, 2, на
интервалах σ1,k(Pi) в ряд Тэйлора. Затем получим оценки

|Pi(x)| < 2c48Q
−k, |P ′i (x)| < 2|P ′(α1)|.

Первые n−k коэффициентов у многочленов P1(x) и P2(x) совпадают, а осталь-
ные по модулю не превосходят 2Qµ. На пересечении интервалов σ1,k(P1) ∩
σ1,k(P2) для многочлена R(x) = P2(x)− P1(x) имеем

|R(x)| < 4c48Q
−k, |R′(x)| < 4|P ′(α1)| 6 4Q−

k−1
2 , H(R) < 2Qµ. (97)

По лемме 6 множество x ∈ I, для которых выполняются неравенства (97), имеет
меру, не превосходящую (4s)−1|I|. Суммарная оценка мер в случае существен-
ных и несущественных интервалов не превосходит (4s)−1|I|. Сложим меры
всех множеств Ln,s. Получим оценку µLn < |I|

4 .

§ 8. Построение регулярной системы

Воспользуемся теоремой 4 и построим на отрезке I регулярную систему дей-
ствительных алгебраических чисел α с функцией N(α) = (H(α))n+1. Рассмот-
рим множество B3 = I \ Ln ⊂ B. Из теоремы 4 следует, что

µB3 >
3
4
|I| (98)
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для всех Q > Q0, Q0 > cQ−1. Пусть x1 ∈ B3. Это означает, что существует
многочлен P (x) ∈ Pn(Q), удовлетворяющий системе неравенств

|P (x1)| < Q−n, |P ′(x1)| > δ0Q. (99)

Докажем, что существует действительный корень α1 многочлена P (x) такой,
что x1 ∈ S(α1). Для определенности будем считать, что в (99)

P (x1) > 0, P ′(x1) < 0.

Возьмем y ∈ R,
y = x1 + 3δ−1

0 Q−n−1. (100)

В формуле Тэйлора для P (y) в точке x1

P (y) = P (x1) +
n∑

j=1

P (j)(x1)
j!

(y − x1)j (101)

оценим часть членов (101) сверху, а часть снизу. Из неравенства |P (j)(x1)| <
njQ и соотношения (100) при Q > Q0 имеем

|P ′(x1)| < Q−n, |P (j)(x1)(y − x1)j | < Q−n−1, 2 6 j 6 n,

откуда ∣∣∣∣P (x1) +
n∑

j=2

P (j)(x1)
j!

(y − x1)j

∣∣∣∣ < 2Q−n. (102)

Однако из (99), (100) имеем P ′(x1)(y−x1) < −3Q−n, что вместе с соотношени-
ями (101) и (102) дает P (y) < 0.

Получили, что многочлен P (t) принимает в точках t = x1 и t = x1 +
3δ−1

0 Q−n−1 значения разных знаков. Из непрерывности P (t) существует дей-
ствительный корень α1 многочлена P (t) на интервале [x1, x1 + 3δ−1

0 Q−n−1] та-
кой, что

|x1 − α1| < 3δ−1
0 Q−n−1. (103)

Выберем из множества таких корней α1 максимальный набор из действи-
тельных алгебраических чисел Γ = (β1, β2, . . . , βt) ∈ I, удовлетворяющий усло-
виям

H(βi) 6 Q, |βi − βj | > 3δ−1
0 Q−n−1, 1 6 i < j 6 t.

Как показано выше, для любой точки x ∈ B3 существует действительное
алгебраическое число α ∈ An, удовлетворяющее (103), с высотой H(α) 6 Q.
Если α не входит в Γ, то найдется αk ∈ Γ, 1 6 k 6 t, при котором |α − αk| 6
3δ−1

0 Q−n−1. Последнее неравенство вместе с (103) влечет |x1−α1| < 6δ−1
0 Q−n−1.

Поскольку x1 – произвольная точка B3, то

B3 ⊂
t⋃

k=1

{
x ∈ I : |x− αk| < 6δ−1

0 Q−n−1
}
.
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Из неравенства µB3 > 3
4 |I| получаем t > 2−3δ0Q

n+1. Тогда для любого
T > T0 при T0 = c|I|−n−1 выполнены все условия из определения регулярной
системы.
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