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ЛЕММЫ МОРСА ДЛЯ ФУНКЦИОНАЛОВ ВАРИАЦИОННОГО 
ИСЧИСЛЕНИЯ 

Н. А. Б о б ы л е в, Ю. М. Б у р м а н 

Классические леммы Морса и их различные обобщения являются эффек­
тивным инструментом исследования в ряде математических дисциплин — 
теории Морса, теории особенностей, дифференциальной топологии (см., на­
пример, [1—5]). Непосредственное обобщение лемм Морса на функционалы 
вариационного исчисления 

f {u)=^^F {х, и {х), Vu {х)) dx, и\д^ = 0, О d R^, 
Q 

наталкивается на принципиальные трудности, связанные со следующим об­
стоятельством. 

Функционал / на своей естественной области определения, пространстве 
Wl (Q), независимо от гладкости интегранта F дифференцируем, вообще го­
воря, не более одного раза (если функционал / имеет две производные Фреше, 
то он является квадратичным (см. [6])). На гильбертовых пространствах 
Й̂ 2 {Щ при m > 1 + N12 гладкость функционала / определяется гладкостью 
интегранта F. Однако в этих пространствах гессиан V^/ функционала / явля­
ется компактным оператором и, следовательно, не имеет непрерывного об­
ратного (приведенное в монографии Ж.-П. Обена и И. Экланда [7] доказа­
тельство леммы Морса для гладких функционалов на гильбертовых простран­
ствах ошибочно). Аналогичная ситуация реализуется и на пространствах 
С̂  (й). 

При тг ^ 1 и достаточно гладком интегранте F функционал / является 
достаточно гладким, однако его гессиан V /̂ не является непрерывно обрати­
мым оператором даже при /г = 1, если N ^ 2. 

В настоящей работе предлагается конструкция, позволяющая доказать 
леммы Морса для функционала / на пространстве FFo,p {^) = Wl (Q) П 
PI W\ (О). Эта конструкция основана на использовании при изучении функ­
ционала / двух пространств — банахова, на котором функционал / обладает 
нужными дифференциальными свойствами, и гильбертова, на котором изу­
чаются спектральные свойства соответствующих производных функционала 
/. Вначале устанавливаются леммы Морса для абстрактных функционалов 
(называемых {В, ^Г)-правильными функционалами), которые затем исполь­
зуются для доказательства лемм Морса для функционалов вариационного 
исчисления. Полученные результаты применяются к анализу вырожденных 
экстремалей вариационных задач (т. е. таких экстремалей, к анализу на ми­
нимум которых не применимы теоремы Якоби). Устанавливается, что анализ 
на минимум вырожденной экстремали сводится к построению некоторой по­
следовательности вещественных чисел: номер и знак первого отличного от 
нуля члена этой последовательности определяет, является или не является 
исследуемая экстремаль точкой локального минимума функционала /. 
1 Функц. анализ, т. 25, вып. 3 © Н. А. Бобылев, Ю. М. Бурман, 1991 
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§ 1. Леммы Морса для функционалов на банаховых пространствах 

Пусть вещественное банахово пространство Е непрерывно и плотно вло­
жено в вещественное гильбертово пространство Н. Через || • |U и || • ||я обоз­
начаются нормы в Е и Н, через (•, •)н — скалярное произведение в Я , че­
рез X (Е) — пространство линейных ограниченных операторов, действую­
щих в Е, через S (Е) — подпространство операторов А ^ X (Е) симметриче­
ских относительно скалярного произведения в Н: 

{Аи, V)H = {и, Аи)н-
Положим Б = {и ^ Е: \\ U\\E ^ 1}. Рассмотрим определенный и дваж­

ды равномерно непрерывно дифференцируемый по Фреше на В функционал / . 
Пусть V/ (•): Е -^ Е^ — градиент этого функционала, а V^/ (•): Е -^ X (Е, 
Е^) — производная Фреше градиента. Будем предполагать, что функци­
онал / удовлетворяет следующим условиям: 

a) I <V/ (и), hy\^M\\h ||н, и^В, h^E', 
b) |<V2/(^/)/^, ^> | < М | | / г | | я | | ^ | | я , и^В, g.h^E. 

Здесь через < г̂, 1?> обозначено значение функционала и ^ Е"^ на элементе 
v^ Е. 

Из а) и Ь) следует, что линейный функционал <V/ (и), h} (h ^Е) я били­
нейная форма <V2/ (и) h, g} (^, h ^ Е) допускают продолжение, соответст­
венно, до линейного функционала и билинейной формы, определенных на 
Н. В силу теоремы об общем виде линейного функционала на гильбертовом 
пространстве найдется элемент VH/ {и) ^ Н, зависящий от и ^ В как от 
параметра, для которого 

<V/ (и), К) = ( ?я / {и), К)н, h^ Е. 

Аналогично найдется определенный на Н линейный самосопряженный опе­
ратор VH/ (и) (и ^ В) такой, что 

<V2/ (и) h, gy = i^y (и) К g)H, g.h^E. 

Ниже будем предполагать, что: 
c) оператор VH/ (•) действует из ^ в £" и равномерно непрерывно диф­

ференцируем; 
d) оператор VH/ (•) действует жз В в X (Е) и непрерывно дифференци­

руем; 
e) оператор VH/ (•) действует из В в X (Н) и равномерно непрерывен. 
Функционал /, удовлетворяющий условиям а) — е), будем называть 

(В, Я)-правильным. 
Ниже приводятся вспомогательные утверждения, используемые при до­

казательстве теорем 1.1 и 1.2. Леммы 1.1 и 1.2 отличаются от классических 
утверждений Адамара и Рисса лишь деталями. Поэтому мы не приводим их 
доказательств. 

Л е м м а 1.1 (Адамар). Пусть / — ( 5 , Н)-правилъпый функционал^ 
для которого / (0) = О, VH/ (0) = 0. Тогда справедливо представление / {и) = 
= (А (и) и, и)н, где оператор А (•): В ^- S (Е) непрерывно дифференцируем 
по фреше uA{0) = Vg V|^/ (0). 

Л е м м а 1.2 (Рисе). Пусть оператор А ^ S (Е) и его спектр о {А) 
представим в виде объединения непересекаюи^ихся замкнутых множеств а о, 
и а^. Тогда пространство Е можно разложить в прямую сумму подпро­
странств EQ и Е^, которые замкнуты в Е, инвариантны относительно А,, 
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ортогональны в Н и о {А \Е^ = CTQ, а {А \Е^ = о^. Проекторы Р^ и Р^^ соот­
ветствующие этому разложению^ являются симметрическими оператора­
ми относительно скалярного произведения в Н. 

Проекторы Pi {i = О, 1) из леммы 1.2 определяются формулой 

р. =.^{A — lI)-^dK j = 0 , 1, (1.1) 
г. 

где Г^ — произвольный контур в комплексной плоскости, охватывающий а̂  
и не охватываюп1,ий о (А) \ Gi. 

Пусть А ^ S (Е). Рассмотрим оператор QA: X (Е) -^ X (Е), определен­
ный формулой 

QAX = АХ + ХА. 
Очевидно, подпространство S (Е) CZ X (Е) инвариантно относительно QA-
Обозначим через дл ограничение QA на S (Е). 

Л е м м а 1.3. Пусть 
о (А) П (-0 (А)) = 0. (1.2) 

Тогда оператор дл*. S (Е) - ^ S (Е) имеет ограниченный обратный. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Y ЕЕ S (Е). Тогда (см. [8]) решение 

уравнения 
АХ + ХА = У, (1.3ч 

рассматриваемого в X (Е), единственно и определяется формулой 

где Г̂  {i = О, 1) — такие контуры в комплексной плоскости, что Го охваты­
вает —а (А) и не охватывает о (А), а Г^ охватывает о (А) и не охватывает 
-о (А). 

Покажем, что при Y ^ S (Е) решение X уравнения (1.3), определенное 
формулой (1.4), принадлежит S (Е). Действительно, если g, h ^ Е, то 

{Xg, h)H = ^§j> - ^ ^ {{А - U)-^ Y(A-\- liiyi g, h)H dl dfi = 

Го r, ^ 

= I S ^ § $ T ^ (^' i^-^^r' Y (A+iiI)-^ h)a d-k dii = {g, Xh)H 
- Г о - Г г ^ 

(так как —TQ охватывает о {A) и не охватывает —а {А), а —Fi охватывает 
—а (Л) и не охватывает а {А)), Лемма доказана. 

Т е о р е м а 1.1 (лемма Морса). Пусть /: £ - ^ R — {В, П) -правиль­
ный функционал, для которого / (0) ==0, Vя/ (0) = 0. Пусть спектр 
G С^я/ (0)) оператора V%,f (0): Е -^ Е не пересекается с мнимой осью. Тогда 
в некоторой окрестности U Е1_ Е нуля в Е существует такой диффеоморфизм 
Т: и -^ Е класса С^, для которого Т (0) = О и 

f {Т (и)) = 1/2 (V?,/ (0) щ и)н. и ^ и . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем искать диффеоморфизм Т в виде 
Т {и) ==Y {и) и, 

1* 
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где У (0) = 1 и У (•): U -^ S (Е) — непрерывно дифференцируемый по Фре-
ше оператор. По лемме 1.2 

/ (и) = {А (и) и, и)н, 

где оператор А (•): В -^ S (Е) непрерывно дифференцируем по Фреше. Пусть 
вначале о {А (0)) П {-(У И (0))) = 0 . 

Рассмотрим относительно Y уравнение 
YA {Yu)Y = А (0) (1.5) 

и покажем, что это уравнение определяет в окрестности нуля в Е неявную 
функцию Y = Y {и). Для этого в силу классической теоремы о неявной функ­
ции достаточно показать, что производная Фреше ОуЦ> по переменной Y 
отображения Ц): В X S (Е) ->- S {Е), определенного формулой 

Ф {и, Y) = YA {Yu) У, 

в точке {О, / } является обратимым оператором из S (Е) в S (Е), Имеем 
^ у ф (О, / ) = длсо), 

где оператор дл^оУ- S (Е) ->• S (Е) определен формулой qA{o)X = А (0) X -j-
+ ХА (0). В силу леммы 1.4 оператор дл^о) имеет ограниченный обратный на 
S (Е). Итак, уравнение (1.5) определяет в некоторой окрестности нуля U CZ 
d Е неявную функцию Y = Y {и). Тогда 
/ (Г {и)) - / (У (и) и) = {А (У (и) и) У (и) щ У (и) и)н = 

= (У (и) А (У (и) и) У (и) щ и)н = {А (0) щ и)н - ^2 (^н/ (0) и, и)н. 

Откажемся теперь от предположения, что а {А (0)) П (—а {А (0))) = 0 . 
Так как спектр о {А (0)) не пересекается с мнимой осью, то он представляет­
ся в виде объединения о = OQ [J а^, где Оо= {А, е а (Л (0)): Re X > 0}, а^ ^ 
= {Х ^ G {А (0)): Re ?̂  < 0}. В силу леммы 1.3 суп],естБуют проекторы PQI 
E-^EQ в. Pii Е-^ El, отвечающие спектральным множествам OQ и ai , при­
чем Pi ^ S (Е) {i = О, 1). Положим 

R == Ро+ MP,, 
где число ikf >> О таково, что о̂о П {—М^о,) = 0 . 

Рассмотрим функционал /i (и) — f (Ru), Тогда в силу леммы 1.2 
/i (и) ^ {А^ (и) и, и)н, 

где А, (и) = НА (Ru) R. Поскольку 
а {А, (0)) = ао и М'а,, 

то, как установлено выше, на некоторой окрестности нуля U, d Е опреде­
лен диффеоморфизм Т,: U,-^ Е, для которого Т, (0) = О и 

и {Ti {и)) = Va ( V y , (0) и, и)н. 

Положим Т (и) = ВТ (i?"%), где R~^ = PQ + М'^Р^ — оператор, обратный 
к R. Тогда 

/ {Т {и)) = /i {R-^T {и)) = /i (Г, {R-^u)) = {А (0) и, и)н = V^ (V|f/ (0) и, и)н. 
Теорема доказана. 

Рассмотрим теперь случай, когда нулевая точка принадлежит спектру 
сг (VH/ (0)) оператора VH/ (0): Е -^ Е. Будем считать, что О — изолиро­
ванное собственное значение оператора V|f/(0): Е-^ Е конечной кратно-
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сти. В этом случае в силу леммы 1.3 пространство Е разлагается в прямую 
сумму подпространств EQ ж Е^: Е = EQ 0 Е^, отвечающих спектральным 
мнол^ествам {0} и о {V^f (0)) \ {0}. Проекторы, отвечающие эюму разло­
жению, обозначим через PQ И PI. 

Т е о р е м а 1.2 (параметрическая лемма Морса). Пусть f — {В, 
Н)-правилъный функционал, для которого / (0) = О, V^/ (0) = 0. Пусть для 
некоторого 8 ^ 0 

(У (^я/ (0)) П {̂  е С: I Re Я К 8} = {0}. 

Тогда в некоторой окрестности U d Е нуля пространства Е существуют 
диффеоморфизм Т: U -^ Е класса С^ и непрерывно дифференцируемый функ­
ционал /о, определенный на некоторой окрестности UQ d EQ нуля в EQ, та­
кие, что 

/ (Т (и)) = /о {PQU) + 14 (Vlf / (0) Р,и, Р,и)н. (1.6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем искать диффеоморфизм Т в виде Ti о 
о ^2 ° ^31 где Ti (̂  =̂  1, 2, 3) — диффеоморфизмы класса С^ некоторых ок­
рестностей нуля в Е. Пусть UQ = PQU, Ui = PiU. Рассмотрим относительно 
переменной и^ уравнение 

Pi^HfiuQ + щ) =0. (1.7) 

Отображение ф {UQ, и^) ^-- Р-^Ун] {UQ + и^) непрерывно дифференцируемо 
в окрестности точки {О, 0} и 

£>„.Ф (О, 0) = P iVi / (0). 

Поскольку оператор Pi^nf (0): Е^ ->- Е^ непрерывно обратим, то в силу тео­
ремы о неявной функции уравнение (1.7) определяет в некоторой окрестно­
сти нуля в EQ неявную функцию и^ = h (UQ). Положим 

Т^{и) = и +h (PQU). 

Отображение Т^ — диффеоморфизм класса С^ в некоторой окрестности нуля 
в Е, и Тг^ (и) = и ~ h {PQU), 

Положим, далее, 
/i {и) = / {Т, {и)) =f{u+h (PQU)) ==f{uQ+ h (UQ) + щ). 

Зафиксируем UQ ^ EQ (|| UQ || < ^ 1 ) и рассмотрим функционал Ц)^: Е^ -^ R,, 
определенный формулой 

Фио (^i) = /1 (^0 + Щ) = f {UQ + h (UQ) + щ). 
Функционал ф̂ „ является {В^, ^Г1)-правильным, где Hi — замыкание £'i 
ъ П, 8i Bi = В f] El, Функционал ф̂ ^ удовлетворяет условиям теоремы 1.1. 
Поэтому существует диффеоморфизм Ти,: Uu,-^ Е^ {Пи^С^Е^) класса С \ 
зависящий от UQ как от параметра, такой, что 

Фио (Ти. Ы) = ф,, (0) + 1/2 (^?/,фи„ (0) Щ, и,)н^ 

Диффеоморфизм Ти^ непрерывно дифференцируем по UQ. Поэтому существу­
ет окрестность нуля U d Е такая, что U f] (Е^ + UQ) d Uu, при || UQ \\ <^ 1. 
Положим 

Т^ {и) =^ Т, (UQ + Щ) = Ти, {Щ) + UQ 

и покажем, что Т^ — диффеоморфизм в некоторой окрестности нуля в Е, 
Для этого достаточно показать, что производная Фреше DT^ (0) — обрати-
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мый в Е оператор. Но DuJ^ (0) = IE, И D^J^ (0) = ^Е^ Поэтому DT^ (0) = 
= ТЕ- Итак, Т^ — диффеоморфизм. 

Положим 
и {и) - /i {Т, [и)). 

Тогда 
f%{^) = f {щ + h (UQ)) + У2 {^HJ {Щ + h (щ)) щ, щ)н. 

Диффеоморфизм Гз, приводящий функцию /з к виду (1.6), имеет вид 

Гз {и) := UQ +Y (uo) щ, 
где Y {-) — такое непрерывно дифференцируемое отображение малой окрест­
ности нуля В.З EQ в S (£'), что Y (0) = ТЕО И 

У {щ)^У (щ + h Ы) Y {щ) = Vy (0) Ы,. (1.8) 

Уравнение (1.8) определяет оператор У (•) в малой окрестности нуля про­
странства EQ; доказательство этого утверждения проводится по схеме доказа­
тельства аналогичного утверждения для уравнения (1.5). Но тогда 

и (Гз (и)) - / {щ +h{uo)) + У2 {^HJ {Щ + h {uo)) Y (щ) щ, Y(щ) щ)н== 
= f {щ + h (UQ)) + V2 (Y (щ) VHJ {UQ + h (UQ)) Y (Щ) Щ, Щ)Н = 

= f{uo+h {uo)) + V2 (VU (0) Щ, щ)н. 

Теорема доказана. 

§ 2. Функционалы вариационного исчисления 

Пусть Q d R^ — ограниченная область с достаточно гладкой грани­
цей. Положим Е = WIP (Q) = Wl (Q) П Wl (Q), Н = W\ (Й). Будем счи­
тать, что р ^ iV и норма в Е индуцирована нормой пространства W\ (й), 
а скалярное произведение в Н определяется равенством 

(и, v)ii = ^ (Vii, V ;̂) dx, 
Q 

где (•, •) — скалярное произведение в R^. 
Рассмотрим на Е интегральный функционал 

/ (1г) = 5 /̂  {х, и {x),Vu (х)) dx (2.1) 

С гладким интегрантом F (х, и, р) {х ^ Q, и ^R, р ^ R^) . 
Л е м м а 2.1. Функционал / является {В, Н)-правилъным. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку р ^ N, то пространство Е непре­

рывно вложено в пространство С^ {Q). Поэтому функционал / дважды равно­
мерно непрерывно дифференцируем на 5 CZ £'. При эгом 

<V/ (а), /г> = 5 (F^h + (Fp, Vh)) dx, (2.2) 
Q 

<VV {u) h,gy=^ {F^M + {Fuv^ Vg) h + {F,p, Vh) g + {FppVh, Vg)) dx. (2.3) 
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Из (2.2) и (2.3) следуют оценки 
|<V/(z/),/i> | < С | | / г | | н , и^В, h^E, 

\<y^j{u)Kgy\^C\\h\\n\\g\\H. u^B,h,g^E. . 
Поэтому функционал / удовлетворяет условиям а) и Ь) из § 1. 

Пусть А — оператор Лапласа, рассматриваемый на пространстве Е, 
Оператор А является изоморфизмом Е на L., (fi): обратный оператор, дейст-
вуюп1,ий из Ljj (Q) в Е, обозначим через А~ .̂ Тогда 

Уя/ {и) = А-1 (div F,^ - F^l (2.4) 

VI,/ {и) h = A-i (div {F^^h + F.^Vh) - {F,^, Vh) - F^^h). (2.5) 

Из (2.4) и (2.5) следует, что оператор Vj// (•) действует из ^ в £" и равно­
мерно непрерывен, оператор V^/ (и) при и ^ В действует жз Е в Е и непре­
рывен, а оператор VH/ (•) непрерывно дифференцируем по Фреше, действуя 
В.З В в 5£ (£"), и равномерно непрерывен, действуя из S в X (Я). Таким об­
разом, условия с), d), е) из § 1 выполнены. 

Итак, функционал / является (В, Д^)-правильным. Лемма доказана. 
Предположим теперь, что / (0) = О и что функция UQ (Х) Е^ О является 

экстремалью функционала /, т. е. решением задачи Дирихле для уравнения 
Эйлера 

ii{^)\dQ = 0. 

Пусть F^, {х, О, 0) = Flu. Fu, {х, О, 0) =̂  П р , F,, (х, О, 0) = Fl^, 
Т е о р е м а 2.1. Пусть функционал / регулярен на экстремали UQ (Х) ^ 

= 0: 
(Flph, h)-^ a \ h \ \ h^-R^, a > О, 

и оператор ^ni {^Y H-^ H обратим. Тогда в некоторой окрестности U 
нуля пространства Е существует диффеоморфизм Т: U -^ Е класса С^, для 
которого 

f {Т {и)) = 4 " S (^ ' ^^ ' + 2 {Fuv^ Щ и + (i^^pV^, Vu)) dx. (2.6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства достаточно показать, 
что спектр а (Vj// (0)) оператора V^/ (0): Е -^ Е яе пересекается с мнимой 
осью. 

Пусть Я = г'т, где т S R. Покажем, что Я — регулярное значение опе­
ратора Vl//(0): Е-^Е. Для этого достаточно показать, что при любых g, 
h ^ Е система уравнений 

(2 7) 
— xAv + Lw = Ah, ^ ' ' 

разрешима в E, Здесь 
Lh = div {F%^^h + Fl^h) - (Kp, V/г) - Fluh, (2.8) 

Поскольку я — регулярное значение оператора VH/ (0 ) : Н-^ Н, то 
система (2.7) разрешима в Н, Но функционал / регулярен на нулевой экстре­
мали. Поэтому система (2.7) сильно эллиптична. А так как h, g ^ Е, то (см. 
[9]) решения у, w системы (2.7) лежат в Е. Теорема доказана. 
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Рассмотрим теперь случай, когда нулевая точка принадлежит спектру 
о {Vlif (0)) оператора V%f (0): Я -> Н. 

Л е м м а 2.2 (Фредгольм). Пусть самосопряженный оператор А: Н -^ 
~> Н представим в виде А ~ В + С, где В\ Н -^ Н обратим, а С: Н -^ Н 
вполне непрерывен. Пусть О ^ о {А). Тогда О — изолированная точка о (А), 
являющаяся собственным значением конечной кратности. 

Из леммы 2.2 вытекает 
Л е м м а 2.3. Нулевая точка спектра оператора VHJ (0): Н -^ Н яв­

ляется его собственным значением конечной кратности. 
Действительно, 

VI,/ (0) = £ + С, 
где 

Bh - А-1 div {Р1^Щ, Ch = А-1 (div {Fl^h) - (Кр, Щ - Fl^h). 
Оператор В обратим в Я, а оператор С вполне непрерывен в Н. Остается со­
слаться на лемму 2.2. Лемма доказана. 

Ядро оператора VH/ (0): Н -^ Н совпадает с пространством EQ решений 
задачи Дирихле 

div (FlpVh + Flph) — {Flp, Vh) — Fluh = 0, 

Обозначим через Ei пересечение E с ортогональным дополнением в Н к EQ, 
а через h^, . . .,hm — ортонормированный базис в EQ. 

Т е о р е м а 2.2. Пусть функционал f регулярен на экстремали UQ (Х) ^ 
^ О и нуль принадлежит спектру о (V^jf (0)) оператора Vfj/ (0): Н -^ Н. 
Тогда в некоторой окрестности U нуля пространства Е существует диффео­
морфизм Т: и -> R^ 0 Ei класса С ,̂ для которого 

ЦТ {и)) = J F (х, и (х, i), Vxu {х, D) dx + 

+ 4 " 5 iKuv' + 2 iF%, Vv) V + {Fl^ Vv, Vv) dx. 
Q 

Здесь V ^ £1, a и {x, |) — решение уравнения 
m 

diYFp — Fu+ S Д/̂ fe H S h (divFp — F^) dx + 
m m 

+ S ^^г {X) S (V/̂ „ Vu) dx^^ l^h^ {X). 

Доказательство теоремы 2.2 базируется на теореме 1.2 и проводится ана­
логично доказательству теоремы 2.1. 

§ 3. Приложения 

В этом параграфе леммы Морса применяются к анализу вырожденных 
экстремалей интегрального функционала 

f{u)==\ F {х, и {х) Vu (х)) dx, и ^Е. (3.1) 



Леммы Морса для функционалов «ариационного исчисления 9 

Пусть UQ = UQ{X) — экстремаль функционала (3.1). Как и выше, будем 
предполагать для простоты, что UQ (х) ^ О я f (UQ) = 0. 

Т е о р е м а 3.1 (Якоби). Если спектр о (VH/ (0)) оператора ? я / (0): 
Н -^ Н лежит на положительной полуоси, то экстремаль UQ реализует ло­
кальный минимум в Е функционала (3.1). Если же о (VH/ (0)) пересекается 
с отрицательной полуосью, то UQ не является точкой локального минимума 
функционала (3.1). 

Доказательство опирается на соотношение 
lim II и ||н' I / (^) - <V2/ (0) щ иу\=0 (3.2) 

И проводится по схеме доказательства классической теоремы Якоби. 
Если экстремаль UQ (Х) вырождена, т. е. спектр а (VH/ (0)) лежит на не­

отрицательной полуоси и О е or (V|f/ (0)), то теорема Якоби к анализу этой 
экстремали неприменима. Однако и в этом случае анализ экстремали на ми­
нимум, вообп];е говоря, может быть полностью завершен. Ниже указывает­
ся схема анализа вырожденной экстремали, основанная на теореме 2.2. 

Л е м м а 3.1. Пусть функционал (3.1) регулярен на экстремали 
UQ (Х) ^ О, и пусть спектр о (Vnf (0)) оператора V%f (0): Н -^ Н лежит на 
неотрицательной полуоси и О ^ а (VHJ (0)). Тогда О — простое собственное 
значение оператора Vfj/ (0). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку в силу леммы 2.2 нуль — собст­
венное значение оператора V|r/(0), то достаточно показать, что ядро этого 
оператора одномерно. Оператор VH/ (0): Н -^ Н представим в виде 

VI,/(0) = A-1L, (3.3) 
где А: Н -^ WI (й) — оператор Лапласа, а эллиптический дифференциаль­
ный оператор L: Н ->• Wl^ (Q) имеет вид 

Lh = div (Fl^Vh + Fl^h) - (î ^p, Щ - FlJi. (3.4) 

Из представления (3.3) следует, что ядро оператора Vjj/ (0) совпадает с яд­
ром оператора L. Далее, так как сг (VH/ (0)) d [О, оо), то 

(Vlf/ (0) К Щн > 0. (3.5) 
Но 

(Vlf/ (0) /г, К)н -= -{Lh, /г)ь,(^). (3.6) 
Из (3.5) и (3.6) следует, что спектр оператора —L лежит на полуоси [О, оо). 
Поэтому О — минимальная точка спектра дифференциального оператора —L, 
Но тогда (см. [10]) О — простое собственное значение оператора VH/ (0). 
Лемма доказана. 

Пусть /г-1 {х) — решение задачи Дирихле 
div {Fl^Vh + Fl^h) ~ {F%. Vh) - Fluh ^ 0, 
h \dQ = 0 , 

для которого II/ii ||я = 1, a £'i — пересечение E с ортогональным дополне­
нием Hi к hi (x) в Н, Пусть и {х, g) — решение уравнения 

div Fp — Fy, + A^i (х) 5 hi (div Fp — F^) dx + h^ (x) ^ (Vh^, Vu)dx,^ Ih^ {x). (ЗЛ) 
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Из леммы 3.1 и теоремы 2.2 вытекает 
Т е о р е м а 3.2. Пусть функционал f регулярен на вырожденной экст­

ремали UQ {Х) ^ 0. Тогда в некоторой окрестности U нуля пространства Е 
существует диффеоморфизм Т: U -^'R'^ @ Ei класса С ,̂ для которого 

f {Т (и)) = \F{X,U {Х, 1), V^u (х, I)) dx + 
а 

J (FLV' + 2 {F% Щ V + (FlpVv, Щ) dx, v^E^, (3.8) +4 
В условиях теоремы 3.2 

5{Fluv' + 2(i^%, Vẑ )V + {Fl^Vv, Vu))dx>a,\\v\\l. (3.9) 

Поэтому из (3.8) следует, что экстремаль UQ будет точкой локального мини­
мума в Е функционала /, если и только если точка ^ = О будет точкой мини­
мума скалярной функции 

Ф (?) - 5 /̂  (х, и (х, g), Vxu (х, i)) dx. (3.9) 

Анализ на минимум критической точки ^ = О функции ф: R -^ R произво­
дится вычислением последовательных производных ф'(0), ф''(0), . . .; номер 
и знак первой, отличной от нуля, решают вопрос о том, является ли экстре­
маль U(y функционала / точкой локального минимума в Е. Последовательные 
производные ф(̂ > (0) функции ф вычисляются по правилу вычисления про­
изводной неявной функции из (3.7), (3.9). 

Рассмотрим в качестве примера одномерный функционал 
я 

f(u) = С Г-1-(^'2_^2) _!_ аи^^' + Ъи'^ + cu^'l dx. 
о 

функция UQ {Х) ^ о является его вырожденной экстремалью. Подсчет пока­
зывает, что функция и [х, ^) имеет вид 

и {х, I) =^1^шх — (а/3 + Ъ) 1^ sin 2х + о (g^). 
Поэтому 

где 
у = л/12 (а2 - 18fe2) + Зпс/8. 

Из теоремы 3.2 вытекает, что при 7 ^ 0 функция UQ (Х) ^ О реализует стро­
гий локальный минимум функционала /. Если 7 < О, то функция UQ (Х) ^ О 
не является точкой минимума этого функционала. Если у = О, то анализ на 
минимум можно продолжить при помощи теоремы 3.2. 

Авторы благодарны С. Б. Куксину и М. А. Шубину за обсуждение ра­
боты. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Милнор Дж. Теория Морса.— М.: Мир, 1965. 
2. Арнольд В. И., Варченко А. Н., Гусейн-Заде С. М. Особенности дифференцируемых 

отображений. Т. 1.— М.: Наука, 1982. 
3. Новиков С. П. Гамильтонов формализм и многозначный аналог теории Морса. // 

УМН.— 1982.— Т. 37, вып. 5.— С. 3—49. 



Леммы Морса для функционалов вариационного исчисления И 

4. Фоменко А. Т. Многомерные вариационные задачи в топологии экстремалей.// 
УМН.— 1981.— Т. 36, вып. 6.— С. 105—135. 

5. Beeson М. / . , ТготЪаА. J. The cusp catastrophe of Tonie and bifurcations of minimal 
surfaces. / /Manusc. Math.— 1984.— V. 46.— P. 273—308. 

6. Скрыпник В. И. Нелинейные эллиптические уравнения высшего порядка.— Киев: 
Наукова думка, 1973. 

7. Обен Ж.-П., ЭкландИ. Прикладной нелинейный анализ.—М.: Мир, 1988. 
8. Далецкий Ю. Л.^ Крейн М. Г. Устойчивость решений дифференциальных уравнений 

в банаховом пространстве.— М.: Наука, 1970. 
9. Кошелев А. И. Априорные оценки в Lp и обобщенные решения эллиптических уравне­

ний и систем. // УМН.— 1958.— Т. 13, вып. 4.— С. 29—88. 
10. Рид М., Саймон Б. Методы современной математической физики. Т. 4.— М.: Мир, 

1982. 

Институт проблем управления Поступило в редакцию 
АН СССР 20 марта 1990 г. 


