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Â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [0, 1℄ ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü, ÷òî âñå ïðîîáðàçû γ′(t) ëåæàò â îäíîì
ïîëóïðîñòðàíñòâå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðîîáðàçû ëåæàò â îäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå. Íî a è b èç
ðàçíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, îäèí èç ïðîîáðàçîâ ëåæèò âm(a, b)\{a, b} è ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé À. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîêàæåì, ÷òî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå â òåîðåìå íåëüçÿ çàìåíèòü áîëåå ñëàáûì óñëî-

âèåì: ñóùåñòâóåò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ f1, . . . , fn, òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ i ∈ {1, . . . , n} è
c1, . . . , cn ∈ R ìíîæåñòâî

{x ∈M : 〈fj, x〉 = cj , j = 1, . . . , n, j 6= i}
ëèíåéíî ñâÿçíî èëè ïóñòî. Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî âûïóêëîñòè M ïî n ëèíåéíî íåçàâèñèìûì

íàïðàâëåíèÿì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüìåì ëîìàíóþ L â R3
, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè (0, 0, 0),

(0, 0, 1), (1, 1, 1) è (1, 1, 0).

Î÷åâèäíî, ÷òî ëîìàíàÿ L âûïóêëà ïî íàïðàâëåíèÿì ñòàíäàðòíîãî áàçèñà. Åñëè áû L óäîâëå-

òâîðÿëà óñëîâèÿì òåîðåìû, òî íàøëèñü áû òàêèå òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ �óíêöèîíàëà f1, f2, f3,
÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî Lj(c) := {x ∈ L : 〈fj, x〉 = c} áûëî áû ëèíåéíî ñâÿçíî èëè ïóñòî. Íî òîãäà âñå

ker fj äîëæíû áûòü ïàðàëëåëüíû âåêòîðó (0, 0, 1): â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïëîñêîñòè {x : 〈fj, x〉 = c}
ïåðåñåêàþò ïëîñêîñòü, â êîòîðîé ëåæèò ëîìàíàÿ L, ïî ïðÿìûì, íå ïàðàëëåëüíûì ýòîìó âåêòîðó,

è Lj(c) ïðè ïîäõîäÿùåì c ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íûì. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî f1, f2, f3 ëèíåéíî çàâèñèìû �

ïðîòèâîðå÷èå.

Àâòîð ïðèíîñèò áëàãîäàðíîñòü Ï.À. Áîðîäèíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è À.�. Àëèìîâó çà öåííûå

çàìå÷àíèÿ.
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ïåðèîäè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîëó÷åííîå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà ñèñòå-

ìó �îðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ñâîéñòâ æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé �îðìû åå ìàòðèöû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, ëèíåéíîå óðàâ-

íåíèå, ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ëÿïóíîâñêàÿ ïðèâîäèìîñòü, ëÿïóíîâñêîå ïðåîáðàçîâàíèå.

We establish a uni�ed 
riterion for the redu
ibility of a linear homogeneous di�erential

system with 
onstant 
oe�
ients to a linear homogeneous di�erential equation with 
onstant


oe�
ients by means of both Lyapunov and periodi
 transformations. The resulting ne
essary

and su�
ient 
ondition on a system is formulated in terms of properties of the Jordan normal

form of its matrix.
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Âîïðîñ î ïðèâîäèìîñòè ëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó ñ ñîõðà-

íåíèåì îïðåäåëåííûõ ñóùåñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ èçäàâíà [1, �8; 2, ãë. III,

�8℄. Â ÷àñòíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [3℄), èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à î ëÿïóíîâñêîé

ïðèâîäèìîñòè ñèñòåìû èìåííî ê îäíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ñåðüåçíîå, ïðè÷åì ïîëî-

æèòåëüíîå, ïðîäâèæåíèå â ýòîé çàäà÷å áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ [4, 5℄. Îäíàêî îñòàâàëñÿ îòêðûòûì

âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ñîõðàíèòü ïðè óêàçàííîì ïåðåõîäå åùå è ñâîéñòâî àâòîíîìíîñòè ïðè åãî

íàëè÷èè ó èñõîäíîé ñèñòåìû.

Äëÿ çàäàííîãî åâêëèäîâà êîîðäèíàòíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn (n ∈ N) ðàññìîòðèì ìíî-

æåñòâî Mn
ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

ẋ = A(t)x, x ≡



x1
.

.

.

xn


 ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0,+∞), (1)

çàäàâàåìûõ êàæäàÿ ñâîåé íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé ìàòðè÷íîé �óíêöèåé

A : R+ → Rn×n, ‖A‖ ≡ sup
t∈R+

|A(t)| < +∞, |A(t)| ≡ sup
|x|=1

|A(t)x|,

ñ êîòîðîé â äàëüíåéøåì è áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñàìó ñèñòåìó.

Â ìíîæåñòâå Mn
âûäåëèì:

1) ïîäìíîæåñòâî Cn àâòîíîìíûõ ñèñòåì, ò.å. ñèñòåì A ∈ Mn
ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

èëè, ÷òî òî æå, çàäàâàåìûõ ïîñòîÿííûìè ìàòðè÷íûìè �óíêöèÿìè A(·) = const;
2) ïîäìíîæåñòâî En ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ óðàâíåíèþ, ò.å. çàäàâàåìûõ ìàòðè÷íûìè �óíêöèÿìè

A ñïåöèàëüíîãî âèäà:

A(t) =




0 1 · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 · · · 1
−an(t)−an−1(t) . . .−a1(t)


 , t ∈ R+,

íàçûâàåìîãî êëåòêîé Ôðîáåíèóñà è îáåñïå÷èâàþùåãî âîçìîæíîñòü îäíîçíà÷íî çàïèñûâàòü êàæ-

äóþ èç òàêèõ ñèñòåì âñåãî ëèøü îäíèì (ñêàëÿðíûì äëÿ ïåðâîé êîîðäèíàòû y ≡ x1 åå ðåøåíèÿ x)
ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà

y(n) + a1(t)y
(n−1) + . . .+ an(t)y = 0, t ∈ R+,

ñ êîòîðûì â äàëüíåéøåì òàêæå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü òàêóþ ñèñòåìó.

�å÷ü ïîéäåò î âîçìîæíîñòè ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò óïðîñòèòü èñõîäíóþ ñèñòåìó, ñâå-

äÿ åå ê óðàâíåíèþ. Àïïàðàò äëÿ ñîõðàíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ïðè òàêîì ïåðåõîäå îïè-

ñûâàåò

Îïðåäåëåíèå 1 [3℄. Ñêàæåì, ÷òî ñèñòåìà A ∈ Mn
:

à) ëÿïóíîâñêè ïðèâîäèìà ê ñèñòåìå B ∈ Mn
, åñëè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå

êîîðäèíàò L : R+ → Rn×n, êîòîðîå, âî-ïåðâûõ, ÿâëÿåòñÿ ëÿïóíîâñêèì, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

L ∈ C1(R+), ‖L‖+ ‖L−1‖+ ‖L̇‖ < +∞,
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à âî-âòîðûõ, ïðèâîäèò ñèñòåìó A ê ñèñòåìå

B(t) = AL(t) ≡ L(t)A(t)L−1(t) + L̇(t)L−1(t), t ∈ R+;

á) ïîäîáíà ñèñòåìå B ∈ Mn
, åñëè îíà ïðèâîäèìà ê ñèñòåìå B íåêîòîðûì ïîñòîÿííûì ïðåîáðà-

çîâàíèåì L(·) = const;
â) T -ïåðèîäè÷åñêè ïðèâîäèìà ê ñèñòåìå B ∈ Mn

, åñëè îíà ïðèâîäèìà ê ñèñòåìå B íåêîòîðûì

ïåðèîäè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì L ñ ïåðèîäîì T > 0.
×òîáû óïðîñòèòü �îðìóëèðîâêó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà, îïèðàþùåãîñÿ íà íåêîòîðûå ñïåöèàëü-

íûå ñâîéñòâà æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé �îðìû ìàòðèöû ñèñòåìû, ââåäåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 2. Ìàòðèöó A ∈ Rn×n, ðàâíî êàê è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé àâòîíîìíóþ ñèñòåìó

A ∈ Cn, íàçîâåì æîðäàíîâî ïî÷òè ïàðíîé, åñëè êàæäîìó åå äåéñòâèòåëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å-

íèþ îòâå÷àåò òàêîé íàáîð æîðäàíîâûõ êëåòîê, ÷òî âñå îíè, êðîìå, áûòü ìîæåò, îäíîé, ðàçáèâàþòñÿ

íà ïàðû êëåòîê îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà.

Èçâåñòíî [5℄, ÷òî ëþáàÿ (îãðàíè÷åííàÿ) ñèñòåìà (1) ëÿïóíîâñêè ïðèâîäèìà ê íåêîòîðîìó óðàâíå-

íèþ, ïðè÷åì T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà T -ïåðèîäè÷åñêè æå ïðèâîäèìà ê T -ïåðèîäè÷åñêîìó óðàâíå-

íèþ, à åñëè ðàñøèðèòü êëàññ óðàâíåíèé äî êîìïëåêñíûõ (ñ �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Cn âìåñòî Rn),
òî ê òàêèì àâòîíîìíûì óðàâíåíèÿì ïåðèîäè÷åñêè (ñ ïðîèçâîëüíûì ïåðèîäîì) ïðèâîäèìà âñÿêàÿ

àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà.

Ñëîæíåå îêàçàëñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ëÿïóíîâñêè ïðèâåñòè àâòîíîìíóþ ñèñòåìó (1) ê äåé-

ñòâèòåëüíîìó àâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ. È õîòÿ â ìàëîìåðíûõ ñëó÷àÿõ, ò.å. ïðè n 6 2, ýòîò âîïðîñ
ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, âîîáùå ãîâîðÿ, îòðèöàòåëüíî. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîç-

íèêëà çàäà÷à î íàõîæäåíèè íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ òàêîé ïðèâîäèìîñòè, êîòîðîå è

ïðåäñòàâëÿåò

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû A ∈ Cn ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ñèñòåìà ëÿïóíîâñêè ïðèâîäèìà ê àâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ;
2) äëÿ ëþáîãî T > 0 ñèñòåìà T -ïåðèîäè÷åñêè ïðèâîäèìà ê àâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ;
3) ñèñòåìà æîðäàíîâî ïî÷òè ïàðíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî äàäèì ñëåäóþùåå, òàê ñêàçàòü, ðàáî÷åå

Îïðåäåëåíèå 3. Ìàòðèöó A ∈ Rn×n, ðàâíî êàê è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé àâòîíîìíóþ ñèñòåìó

A ∈ Cn, áóäåì íàçûâàòü æîðäàíîâî ýêñòðåìàëüíîé, åñëè â åå æîðäàíîâîé �îðìå êàæäîìó ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ ∈ C îòâå÷àåò ðîâíî îäíà æîðäàíîâà êëåòêà Jλk ïîðÿäêà k (êîòîðûé â ýòîì

ñëó÷àå ìàêñèìàëåí, òàê êàê ñîâïàäàåò ñ êðàòíîñòüþ ýòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ïðè ýòîì îáùåå

÷èñëî æîðäàíîâûõ êëåòîê, íàîáîðîò, ìèíèìàëüíî, ïîñêîëüêó ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì âñåõ ðàçëè÷íûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ò.å. êîðíåé λ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A).
1. Äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé L : R+ → Rn×n, îïèñàííûõ â îïðåäåëåíèè 2, âåðíû ñëåäóþ-

ùèå ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ:

à) ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì ñ ëþáûì ïåðèîäîì T > 0;
á) ëþáîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ëÿïóíîâñêèì;
â) îáðàòíîå ê ëþáîìó ëÿïóíîâñêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ÿâëÿåòñÿ òàêæå ëÿïóíîâñêèì;

ã) êîìïîçèöèÿ ëþáûõ äâóõ ëÿïóíîâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé åñòü ñíîâà ëÿïóíîâñêîå ïðåîáðàçîâà-

íèå.

2. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî àâòîíîìíûìè ñèñòåìàìè èç êëàññà Cn è àâòîíîìíûìè óðàâíåíèÿìè
èç êëàññà En ∩ Cn, òî äëÿ òàêèõ ñèñòåì è óðàâíåíèé áóäóò âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

ä) ñèñòåìà ïîäîáíà äðóãîé ñèñòåìå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ æîðäàíîâû �îðìû ñîâïàäàþò;

å) åñëè ñèñòåìà ïîäîáíà óðàâíåíèþ, òî íàáîð åãî êîý��èöèåíòîâ îáÿçàí ñîâïàäàòü ñ íàáîðîì

êîý��èöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû;

æ) åñëè ñèñòåìà îòâå÷àåò óðàâíåíèþ, òî îíà æîðäàíîâî ýêñòðåìàëüíà;

ç) ñèñòåìà ïîäîáíà óðàâíåíèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà æîðäàíîâî ýêñòðåìàëüíà;

è) ñèñòåìà ëÿïóíîâñêè èëè T -ïåðèîäè÷åñêè ïðèâîäèìà ê óðàâíåíèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíà ëÿïóíîâñêè èëè ñîîòâåòñòâåííî T -ïåðèîäè÷åñêè ïðèâîäèìà ê æîðäàíîâî ýêñòðåìàëüíîé ñèñòåìå.
3. Ñ ó÷åòîì ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèé à�è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû åñòåñòâåííî ðàçáèâàåòñÿ

íà ñëåäóþùèå äâå ÷àñòè.

×àñòü I.Ïóñòü ñíà÷àëà ñèñòåìà A ∈ Cn æîðäàíîâî ïî÷òè ïàðíà. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà äëÿ ëþáîãî
T > 0 îíà T -ïåðèîäè÷åñêè ïðèâîäèìà ê íåêîòîðîé àâòîíîìíîé æîðäàíîâî ýêñòðåìàëüíîé ñèñòåìå

B ∈ Cn (êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ïîäîáíà è òåì áîëåå T -ïåðèîäè÷åñêè ïðèâîäèìà ê àâòîíîìíîìó

óðàâíåíèþ).

I.1. Ïðåæäå âñåãî ïóñòü äåéñòâèòåëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ α ∈ R ìàòðèöû A ∈ Rn×n
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îòâå÷àþò ïî ìåíüøåé ìåðå äâå îäèíàêîâûå æîðäàíîâû êëåòêè Jαk , J
α
k íåêîòîðîãî ïîðÿäêà k ∈ N

êàæäàÿ. Òîãäà ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà èíâàðèàíòíîå 2k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå
ýòèì äâóì êëåòêàì, çàäàåòñÿ â æîðäàíîâîì áàçèñå ìàòðèöåé

Aα,α ≡
(
Jαk 0
0 Jαk

)
.

Äëÿ ëþáîãî γ > 0 ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî (2π/γ)-ïåðèîäè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (â òîì æå áàçèñå)

L(t) = Lγ(t) ≡
(

cos γtEk sin γtEk
− sin γtEk cos γtEk

)
, t ∈ R+, (2)

ãäå Ek � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k, ìàòðèöà Aα,α ïðèâîäèìà ê êàíîíè÷åñêîé äåéñòâèòåëüíîé

ìàòðèöå

Aα,αL (t) = L(t)Aα,αL−1(t) + L̇(t)L−1(t) =

(
Jαk γEk

−γEk Jαk

)
≡ Aα±iγ , (3)

æîðäàíîâà �îðìà êîòîðîé ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ïàðû êëåòîê Jα+iγk è Jα−iγk .

I.2. Äàëåå, ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ α ∈ R è β > 0 ïàðå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé α± iβ ∈ C ìàòðèöû A ∈ Rn×n îòâå÷àåò ïî ìåíüøåé ìåðå ïàðà æîðäàíîâûõ êëåòîê

Jα+iβk , Jα−iβk îäíîãî ïîðÿäêà k ∈ N. Òîãäà ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà äåéñòâèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå

2k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì äâóì êëåòêàì, çàäàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ìàòðèöåé

Aα±iβ âèäà (3) (ñ çàìåíîé γ íà β). Ýòà ìàòðèöà äëÿ ëþáîãî γ > β ïðèâîäèìà ê ìàòðèöå Aα±iγ ñ

ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî (2π/(γ − β))-ïåðèîäè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òîãî æå âèäà (2) (ñ çàìåíîé γ
íà γ − β):

L(t) = Lγ−β(t) = Lγ(t)L−β(t),

ïîñêîëüêó ñíà÷àëà ïðåîáðàçîâàíèå L−β = L−1
β ïðèâîäèò ìàòðèöó Aα±iβ ê ìàòðèöå (Aα±iβ)L−β

= Aα,α,

êîòîðóþ çàòåì ïðåîáðàçîâàíèå Lγ ïðèâîäèò ê ìàòðèöå (Aα,α)Lγ = Aα±iγ .
I.3. Íàêîíåö, èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà A ∈ Cn æîðäàíîâî ïî÷òè ïàðíà. Òîãäà, ñëåäóÿ îïðåäåëå-

íèþ 2, âûäåëèì ñðåäè âñåõ æîðäàíîâûõ êëåòîê åå ìàòðèöû A ∈ Rn×n ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå

êîëè÷åñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàð îäèíàêîâûõ êëåòîê âèäà Jαk , J
α
k èëè êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ

êëåòîê âèäà Jα+iβk , Jα−iβk â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèì ï. I.1 èëè I.2, â ðåçóëüòàòå äëÿ íåêîòî-

ðûõ äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé α ìàòðèöû A, âîçìîæíî, îñòàíóòñÿ íåçàäåéñòâîâàííû-

ìè îäèíî÷íûå êëåòêè âèäà Jαk . Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ïàð êëåòîê âûáåðåì èíäèâèäóàëüíîå (îòëè÷íîå

îò äðóãèõ) ÷èñëî γ > 0 èëè γ > β ñîîòâåòñòâåííî è, ðàçëîæèâ ïðîñòðàíñòâî Rn â ïðÿìóþ ñóì-

ìó ñîîòâåòñòâóþùèõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàäèì â íèõ ïåðèîäè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Lγ è Lγ−β ñîãëàñíî ïï. I.1 è I.2, à â ïîäïðîñòðàíñòâàõ, îòâå÷àþùèõ îäèíî÷íûì êëåòêàì, çàäàäèì

òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L, îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn, îêàæåòñÿ
T -ïåðèîäè÷åñêèì äëÿ íàïåðåä çàäàííîãî T > 0, åñëè òîëüêî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âñå ÷èñëà èç êî-

íå÷íîãî íàáîðà ÷èñåë âèäà 2π/γ è 2π/(γ − β) áûëè äåëèòåëÿìè ÷èñëà T � òàêîâûõ ïîòåíöèàëüíî

èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî, à çíà÷èò, ýòî òðåáîâàíèå çàâåäîìî îñóùåñòâèìî. Ìàòðèöà æå ïîëó÷åí-

íîé ñèñòåìû B ∈ Cn îêàæåòñÿ æîðäàíîâî ýêñòðåìàëüíîé, ïîñêîëüêó àáñîëþòíî âñå åå æîðäàíîâû

êëåòêè â èòîãå áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

×àñòü II. Ïóñòü òåïåðü ñèñòåìà A ∈ Cn ëÿïóíîâñêè ïðèâîäèìà ê àâòîíîìíîé æîðäàíîâî ýêñ-

òðåìàëüíîé ñèñòåìå B ∈ Cn (èëè, ÷òî òî æå, ê íåêîòîðîìó àâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ). Äîêàæåì, ÷òî
òîãäà ñèñòåìà A æîðäàíîâî ïî÷òè ïàðíà.

II.1. Àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà B ∈ Cn æîðäàíîâî ýêñòðåìàëüíà, à çíà÷èò, è æîðäàíîâî ïî÷òè ïàðíà.
Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîìó åå äåéñòâèòåëüíîìó (è íå òîëüêî) ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò

âñåãî îäíà æîðäàíîâà êëåòêà, ÷òî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ âîçìîæíîñòüþ ðàçáèåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

åìó êëåòîê íà ïàðû ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé êëåòêè.

II.2. Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà æîðäàíîâî ïî÷òè ïàðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàñøèðåííîé ïî÷òè ïàðíîñòè, ò.å. êîãäà äëÿ êàæäîãî α ∈ R âñå,

êðîìå, áûòü ìîæåò, îäíîé, åå êëåòêè, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ

α, ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû êëåòîê îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà � ëèáî îäèíàêîâûõ äåéñòâèòåëüíûõ, ëèáî
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êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ. Â ñàìîì äåëå, äîáàâëåíèå ê ìíîæåñòâó äåéñòâèòåëüíûõ êëåòîê ñ ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèåì α ïàð êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êëåòîê, îòâå÷àþùèõ êîìïëåêñíûì ñîáñòâåí-

íûì çíà÷åíèÿì ñ òîé æå äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ α, íå âëèÿåò íà �àêò íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ

æîðäàíîâîé ïî÷òè ïàðíîñòè â óêàçàííîì ðàñøèðåííîì ñìûñëå.

II.3. Â ïðåäïîëîæåíèè (ñì. îáîñíîâàíèå â ïï. ê�í íèæå), ÷òî â êëàññå Cn àâòîíîìíûõ ñèñòåì

ðàñøèðåííàÿ ïî÷òè ïàðíîñòü èç ï. II.2 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëÿïóíîâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé,

ïîëó÷èì, ÷òî àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà A ∈ Cn, áóäó÷è ëÿïóíîâñêè ïðèâîäèìîé ê àâòîíîìíîé ñèñòåìå

B ∈ Cn, ÿâëÿþùåéñÿ æîðäàíîâî ïî÷òè ïàðíîé è, ñòàëî áûòü, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì ðàñøèðåííîé

ïî÷òè ïàðíîñòè, è ñàìà îáëàäàåò ýòèì æå ñâîéñòâîì, à çíà÷èò, òîæå æîðäàíîâî ïî÷òè ïàðíà.

II.4. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííîãî â ï. II.3, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèç-

âîëüíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû âåðíû óòâåðæäåíèÿ:

ê) êàæäîìó ðåøåíèþ x ñîîòâåòñòâóåò ïàðà õàðàêòåðèñòèê � ïîêàçàòåëü (Ëÿïóíîâà [1℄) è ñòå-

ïåíü (Äåìèäîâè÷à [6℄), çàäàâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî �îðìóëàìè

λ(x) = lim
t→+∞

1

t
ln |x(t)|, δ(x) = lim

t→+∞
logt

(
e−tλ(x)|x(t)|

)
, λ(0) = δ(0) = −∞

è íå ìåíÿþùèåñÿ ïîä äåéñòâèåì ëÿïóíîâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé (ïðèìåíåííûõ ê ðåøåíèþ x);
ë) ìíîæåñòâî Λ âñåõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé, êîòîðûå ïðèíèìàþòñÿ íà íåíóëåâûõ ðåøåíèÿõ,

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû, à

ìíîæåñòâî ∆(α) ñòåïåíåé âñåõ ðåøåíèé ñ ïîêàçàòåëåì α ñîñòîèò èç ÷èñåë 0, 1, . . . , k(α) − 1, ãäå
k(α) � íàèáîëüøèé ïîðÿäîê æîðäàíîâîé êëåòêè, îòâå÷àþùåé çíà÷åíèþ ñ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ

α, ïðè÷åì êàæäàÿ èç ïàð (α,m) äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé α ∈ Λ è m ∈ ∆(α) + 1 = {1, . . . , k(α)} çàäàåò
ñïåêòðàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé S(α,m) ñ ïîêàçàòåëÿìè ëèáî ìåíüøèìè α, ëèáî ðàâíûìè
α è ñî ñòåïåíÿìè, ìåíüøèìè m;

ì) ïî ïîëíîìó íàáîðó ðàçìåðíîñòåé âñåõ ñïåêòðàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñèñòåìû îäíîçíà÷íî

âîññòàíàâëèâàþòñÿ êîëè÷åñòâà è ðàçìåðíîñòè âñåõ æîðäàíîâûõ êëåòîê, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì åå ìàòðèöû ñ çàäàííûìè äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè èõ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè. Íàïðèìåð,

íàèìåíüøàÿ èç òàêèõ ðàçìåðíîñòåé ðàâíà ÷èñëó âñåõ æîðäàíîâûõ êëåòîê, îòâå÷àþùèõ íàèìåíüøå-

ìó äîïóñòèìîìó çíà÷åíèþ α ∈ Λ, à ñëåäóþùàÿ ïî âåëè÷èíå ðàçìåðíîñòü áîëüøå ïðåäûäóùåé íà

÷èñëî òåõ èç íèõ, ïîðÿäîê êîòîðûõ áîëüøå 1, ïðè÷åì åñëè òàêîâûõ óæå íåò, òî îíà áîëüøå ïðåäû-

äóùåé íà ÷èñëî æîðäàíîâûõ êëåòîê, îòâå÷àþùèõ ñëåäóþùåìó ïî âåëè÷èíå äîïóñòèìîìó çíà÷åíèþ

α, è ò.ä.;
í) ïîä äåéñòâèåì ëÿïóíîâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âñå ñïåêòðàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïåðåõîäÿò

â ïîäïðîñòðàíñòâà òåõ æå ðàçìåðíîñòåé è ñ òåìè æå ïàðàìè (α,m), ïîýòîìó ñâîéñòâî ðàñøèðåí-

íîé ïî÷òè ïàðíîñòè èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëÿïóíîâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ÷òî è ïîäòâåðæäàåò

ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ èç ï. II.3.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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