
О КОЭФФИЦИЕНТАХ ОДНОГО КЛАССА ФУНКЦИЙ , РЕГУЛЯРНЫХ 

В КРУГЕ И ИМЕЮЩИХ В НЕМ ИНТЕГРАЛШОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 

Е.Г.Голузша 

Пусть S^(p, я) ( р и я , \>>Я, - целые положительные числа; 
"у 1 < ( Ь - вещественное).- класс функций 

°о 
f ( z ) = 2 V X . a ^ , (I) 

регулярных в круге |zl < \ и удовлетворяющих условию: существует 
»=«>(.$), о<р <1 , такое, что в кольце р<|2|<* имеем 

ИЗД>т. с*, 
иг ' 

U«K§rl«««-wp.»-«"j (3) 

V С p»*V) " к л а с с ФУ1^1^ Кг) € S-. (р,<0, регулярных в |z|*4 и 
удовлетворяющих на \ъ\=*\ условию 

• ?*[*g$]>T (2'' 
Класс S~(p,<|V с одной стороны„ содержится в классе локально 

£,- звездных функций (£.= 0 нри j ? 0 , £*2яг |' 'у | при Y<0 ) , рас­
смотренной Ю.Д.Максимовым П ] , и, с другой стороны, содержит, 
как свои подклассы, некоторые известные классы функций. Именно, 

$ Д - М ) , 0 £ | Л , - класс функцийHz) = z+ а г н г + . . . f регулярных 
и звездообразных порядка Y В круге 1zf<fC2j , So (p>^) - класс 
функций вида ( I ) , регулярных, р-листных и звездообразных в 
' 2 !< К з ] . Класс S>(p ,0 , -т£ £ч4 0 , рассмотрен в Г4] , где 
дана его геометрическая характеристика: если Hz) e S ^ (р><^) , 
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~ z * Ц ^ 0 » то -$-Сг) звездообразна самое большее порядка Р в 
одном направлении. 

Получше для класса S^(р, а) интегральное представление(для 
•у^О оно было дано в [ I ; 5 ] ). 

Заметим, что если £cz)€Sy (p,<k) (Sy (Р»^)) • т о $Ят~ 
ция ^г(н) необходимо имеет в области о<1г| <л р-^нулей (с уче­
том их кратности). 

Имеет место 
Л е м м а I . Пусть h(г)е s£ (р,<р, рху, и_от, j-^a,..., ^ , 

- нуди f(г) £ 0 < 1 н К 1 . Тогда 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функция PC*) регулярна в 
IzU-l , не имеет нулей в о <|г!<г^ и имеет нуль порядка Р в 

точке г = 0 . Следовательно, 

1*е[*ЩУ*-[&**Ъ?Ь)&?, 

Далее, 

zF'(z) _rfte) Е* (Xj-oTj г* • 

и на окружности 1 г Ы имеем Re [zF(H)/Rie)]=Re [*$'(*)/Кг)] . Поэтому 
FCz) удовлетворяет условию (2') на \^\=i , а по принципу миниму­

ма для гармонических функций и условию (2) в |г| < \ . Следователь­
но, FU)fcSj4f,P). 

Т е о р е м а I . Если ftz)€S?(р,<^) , ?><\> 

ш_Ы- , \~ *.»2,..., р-^ , - нули {Се) в о<|г! < ^ , то 

^)-Р(*)ж?"РП0-|г)(4-Ц), (5) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Q-wfe)=-fcn f (Ч*,2), 
где ^ 4 : „ < ^ , ^ = ^О)>0, t^-^l прип.^00. ФункцияG-M(z-) регу­
лярна B |zU4 и удовлетворяет условиям (2) и (3) дляС?Аи)^ |г |< 
< O / i * ) • Следовательно, G-n(z)es5 (Р ,О,) . Тогда по лемме I 

функция 

«W</, «*л-1 (6) 

to 
принадлежит классу S~ ( p, p) . Так как F„,(z) регулярна в \?\^\ и 
имеет единственный нуль порядка р в начале, то R»(z)-> FC*) при 
»г-»оо равномерно внутри | г | < А • Переходя в (6) к пределу при 
и.->оо , получим (5) с FOb)€S„ (р, р). 

З а м е ч а н и е . Для класса БДР,^) аналогичное предста­
вление получено в [5]таким же способом. 

Обозначим через М1 класс функций otCt) , неубывающих на 
промежутке Со,2ТЛ и удовлетворяющих условию $ doc ( t ) = 'I. 

о 

Из известного интегрального представления для функций, регу­
лярных в круге \ъ\<{ и имеющих в нем положительную вещественную 
часть, получаем в круге |н|<4 для $(ъ)е S« (р , р) интегральное 
представление 

^Са> гРе*р[-г (р- j ) $ 1^(\-ё* г ) doc Ofc)] , * 0 } е М4. (7) 

ДЛЯ функции К г ) е S^( р , а ) , р>Я,, имеющей нули в точках ' 
<*•, Q<W \<\, \= i , г , ,,.,р-<ь получаем из (5) и (7) интегральное 
представление 

b О 

Обозначим через Sv(p,cr) класс функций, представимых в круге 
|z|<4 при р=о, формулой (7), прир><г,- формулой (7') с<у- из 

0<[ъ\<\ , \~i,Zy>-,?-% , в том смысле, что любая функция iCz) 
класса S^Cp,^) при р=<^ выражается формулой (7), прир>о,-фор-
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мулой (V) с соответствующей о<:(л)е /Ц , и, обратно, любая функ­
ция оС (-t)ie М/) определяв!? при р = о формулой (7), при P>(h -форму­
лой (7'.) некоторую функцию К г ) в S^ ( p, О . Очевидно, что1ь(р,р)= 
-*Ц Cf'p) * ^р и Р ^ lum0G S--Со, <̂ ) содержит sj(p>^) как свой под­
класс, а для функции ^Cz)eS^ (р, а) , р> ч,, существует последова -
тельность функций тДг)е£. / (р,<у) » такая, что f ^ C z ^ K * ) 
при а-» «з равномерно внутри |z I < i . Для ч = 0 эти утверждения 
доказаны, например, в[5] , для остальных т они могут быть прове­
рены аналогичным образом. 

В случае, если ос(Л) - кусочно постоянная функция, имеющая в 
лп, различных точках GK<cCo,a.V) скачки, равные-^ , из (7) и 
(7 ) имеем 

z rl iO-e lKz) , если Р = < Ь 

. (8) 

zМ lO"I:)0-Zot-)' ' v - e г) , если р><{,-

T O L H W , U , p,<f)=< 

Функция •7Wltt) CVY>='',>a-"--) при P>q, принадлежит классу $v(p, ̂ ) 
но может не принадлежать классу S~-(p7Ci) при некоторых ot. из 

Изучим рост модуля функции и коэффициентов в классе $~.(р,«у), 
а также взаимный рост коэффициентов функций этого класса. 

Из (7) для тО)е % If, p) имеем оценки 

ч>? . (, . чГ т/ . _( .. (9) 

Оценкж (9) точные и знаки равенства имеют место только для f, fep fi). 
Е с г ж К г ) е ^ ( р , ^ ) , р > ^ , и Ы-, j - ^ a , . . . , р - ^ - нуля Кг) в 

0<\ъ\ < \ , то из (7') имеем оценки Ог\=ч)'• 
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знаки равенства шеют место для На)= И 0+ ̂ Г\)(^ъ 'aj О * 
"(VzV^^ в точках г=-х (для левого неравенства) и г=% (дан 
правого неравенства). 

Далее, докажем следующую лемму. 
Л е м м а 2 . Если %(л)е $-3 ( p . p ) _и_ " ^ ^ £Д г>Р- ?)> JFJ?„ 

существует о" = о 0г)>С такое, что 

•|ню|=оа^)"а(г1)+5), 1 * и ; <ю> 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (7) имеем 

^ | ^ | - М Г 1 ) ^ Ц \ ^ е ' М " 4 ^ ^ ) . (И) 
о 

Так как _ 

| ^ ЦО-е V ^ c j ^ O , (12) 
о 

то из (II) получаем 

Продолжим <*U) на всю вещественную ось, полагая oc(-t+i^) = c<("t). 
Функция alS)- r^r- шеет период дЛГ . Поэтому, ннтегршруя по ча­
стот и полагая t ~ e * t , из (13) получим 

иг 

о 

о 

Разобьем последний интеграл на два (3, и̂ *.)» интегрируя соответ-
/•ткам 
Т г 

ственно по промежуткам Со,^1 и [^S^'X0<1< ~k • ^8т 
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=tp-TKV^Y fa) 
Оценим 0 i и \ . Имеем 

4 ** 4+х"*- axoo^w 
Г ^ V (К) 

о " 

Так как ̂ (i) ̂  ^л (^р, р) , то наибольший скачок функции * (Л) 
строго меньше, чем 1. Поэтому существуют <£, > О и £ > О , зави­
сящие только от % , такие, что 

е 
Таким образом, 

su.p [OL ( е + ^ ) - с * (6 -и) " ] < <4-сЦ 

Далее, из (14), используя оценки (15) и (16), получаем 

m ^ U ^ p - l f X H - ^ t o g ^ + K , | г | = хЛ ' (17) 

где К - постоянная, не зависящая от ^ь .Из (17) следует (10) 
с ^ ^ (у~ц) К> О • Лемма 2 доказана. 

Из (7 7 ) , (7) и леммы 2 вытекает следующий результат. 
Т е о р е м а 2 . Если Kz) e S^ (p, (j,) r р> <*, ' , ja_ 

H O ^ ^ ^ i Р » ^ ) , то существует £=»&($)> о такое,-что 

И^НОС^г)-1 '" '^), Ul-x. . (И) 

З а м е ч а н и е . Точные оценки для | H z ) | в классе 50(р,о^ 
даны в [ з ] , в классе Sy(-1,1) - в [ г ] , в классе S0(p,oJ)- в [б] . 

Т е о р е м а 3 . Если $(г) = Z p + 2 _ <*п.+02П+Р* $т(р>р)» 
— a=i ^ . ° 
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то 

(19) 

Знак равенства достигается только для i< С^ ; f, р) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 

где 

PGt) = 44C(*+.-> R e P ( * ) > 0 в \ъ\<\. 

Тогда 

2УО0-к*н^(рп}Р(гЯ (20) 

Сравнивая в (20) коэффициенты при одинаковых степенях z , получим 
Cr,tp)(41+f=PQ'^F+^p-Tf)e^T4a^p-t' 

откуда, так как |си| £2, кгИ,2„.. , имеем 
2 ( p j ) * 

Из последнего неравенства методом математической индукции получа­
ем оценку (19). 

З а м е ч а н и е . В классе ^ у О » <) точная оценка |ct„, | 
сверху дана в Г2] , в классе S0(j>,<j,) - в Гз] , в классе"?„ ( р ^ ) " 
в С5] . 

Для оценки взаимного роста коэффициентов функций класса $1 (j>,̂) 
потребуется следующая 

Л е м м а 3 . Пусть Кг )е Sy ( р, р) _и K*Hf, (г;р,р), 

если р - # > 4 , к г ) ф Jm ( г ,р ,р ) , V»=H,2, , если р - у И . Тогда 

существуют 6< _и & , 0£ е* < г'зг; S > О , зависящие только от J , 

такие, что 

• |K0( i -eS) | -0((*x)-*'"> w *) , 1 * 1 - (2D. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Rs)e Sy(p> Р '̂Р'У^" ^ 
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и ^(г) 4 н̂ Сг, Р, р) • Пусть функции К г ) ио (7) соответствует 
функцияot&HМ,, и пусть о((л) свой наибольший скачок, равный об1} 

о ^ оЦ < V ' , имеет в точке © * € Со, пг) . 
Обозначим через s(*)функцию, кусочно постоянную на (-«о, оо) 

со скачками величины &(p-vy в точках 6Л*+2.к1т, к=о,±4,+ г , , , . . 
Положимс<* C^)=«x(t)~^Ct) . Покажем, что наибольший скачок функ­
ции с**(Л) строго меньше, чем -1- аСр-тО .Действительно, функ­
ция >>(t) не имеет скачков на [о, з.'зг) при t + бЛ . Поэтому все 
скачки функции <X*(-fc) при t + G.,* совпадают со скачками функции o((t). 
Пусть ос^ - скачок функции oC(t) в некоторой точке 6*. #- 0.,* , 

6»> Го, Пг) . Тогдао^оС., и так как Zc<z ^ о ^ + « г ^ \ , то 
ota, ^ ~z < \— Т ^ Т ' С к а ч о к же ФУНКЦИИ o(*(-t) при -Ь= еЛ* 

равен о^-l/[Z(p--j-)"|) с* 1 < А. 

Из (7) и (32), полагая '£(*) = <**(*) -[\-npfll W 
пояучш 

« • . * . 1 

= Л*р [Uf-Й \ «-J (4- e *)"' cl £ (t)], 

эткуда следует, что 
1ГЗГ 

иг 

Далее, интегрируя по частям, замечая, что fol"b) имеет период 23Г , 
п полагая^-6 = ̂  , получш 
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rsr 

x f 

XT 

0 

^rv 

-Я.хе©ус 

о ^ ~ 

[**(& 

tUeovr 

**>0-

у \ VT 

4 

1 (f-l) 

or 

0 
^x^-Xxoa'C u~ v" • v ^ v^ v v а(р-.я).. 

Пусть к> t Co,x) . Разобьем последний интеграл на два ( 3 3 и " \ ) , 
интегрируя соответственно по промежуткам [о,£] HfyirJ . Оценим 
'Зэ и Зч .1 

^ ^ T^S^7~^ (23) 

о 

Так как все скачки функции oi* (t) строго меньше, чем-i- —• :, то 
существуют ${>0 и у>0. зависящие только от i , такие, что 

. suf.U4e+^-oc*(e- ?)]<0-^pf)- 5 :i)- (25) 

Из (22), используя оценки (23)-(25), получаем 

41^1<«п)0--4т)-5<)ьз^+к-|в|-г' 
где К - постоянная,, не зависящая от ч̂  . Следовательно, 
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Приведенные выше рассувдения применимы и для случая f>-f=\ , 
ДО 4 $~ С*, р, р^), w>= <»2. , так как условие*,(z)^ f *.С^> р, р) 

означает, что сх^-^- и поэтому наибольший скачок функции ос*Ofc) 
строго меньше, чем я. • 

Лемма 3 доказана. 
во —,. 

Т е о р е м а 4 . Пусть K a ) = z V Z | а и г н ^ S^ (p,<j,) _£ 

^ ) # ^ С г , р , < )̂ , если р - р М , К*)Ф ^ ( г ; р , < р , Ш = 1,2, 

если р--|(= { . Тогда существуют 6-( j _ £ , CU б ^ а з г , <$" > 0 

зависящие только от •$• , такие, что дриу^'о, имеем 

> V - e ^ О Ч н И (-<">-*). . (26) 

Т е о р е м а 5. Если K * ) e ^ + X . а^У"6 s v (h 'V) и 

•^Сг)4^< (г , р,^) , то существует S=5(f)>0. такое, что 

KI-OU'"-*-^)... (27) 
Т е о р е м а 6 . Для функций fO) теоремы 4 существует 

&-£($•)> О такое, что 

la^HaU-O^'"'-*). <28> 
Д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м 4-6. Пусть выпол­

нены предположения теоремы 4. Положим -ij/(.г)=(•(.-ё1 'ь)» 64 _ 
вещественное; 

Тогда имеем 

U'(a) = i ^ ' [ * Q ' ( 0 + < T » i . • (29) 

Функция GrCt) регулярна в некотором кольце ^ <M< I,. f .= ^($)>0, 
Пусть г=«се , f < x < 4 .Используя (29), (? ' ) и (7>, получим 

а 1 = < ' о 
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где F(*)€$ r(p,p). 
Так как условие ^(г)#^(г7р,ч) означает, что Rz)^f„(*; р,р)^ 

то по деше 3 существуют G4=G* и <5>0 , зависящие только от F , 
такие, что 

л -г(р-г)+<+й" ч 
|FGd4»fe)|«0((4-^ ) , 1*1-х. (31) 

i v 
Оценим интеграл ^ = -^r } \ fr4*)+z- (т'С*)I d G в кольце 

^ < \i \<\ . Имеем 

о 

Положим 

Тогда Ы - ^ . = <К*> * п ( * ) , 

^ . «г 
^c^ae^^(*)|V|sn(?)|^|s^c,)<f>c^)l)de, m 

.яг J.T 

^ № ) № ^ \(|Ф'С*)| t |s'r<y t*)|) J & (34) 

Так как функция <Кг) = Р*-р<г+-- регулярна в \ъ\<{ к$еФ(з)>У 
в \z]<i , то функция xiBhl= j+e4 &+... регулярна в |г|< 4 и 
Re[ р У ]>0> |г|< \ , и, следовательно, 

Тогда имеем 
- X t 

«>о»-<м> Ъ # » Н « « Н 
откуда 
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Следовательно, в | * | < -( ( ^ г е ; е ) получаем 

AT air 

^ ^ | ^ ^ ) | c l G ^ ^ [ p t a ( f - T ) g _ ^ ] d e 
о 

= Р+а(П():Ро » 

гд® А<,Аг - постоянные, не зависящие от ъ . 
Из (32) на основании (33)-(38) получаем 

иг 
±-

о 

(35) 

(36) 

о о о ^ g ? . 

J-ТГ 

«г \ ( J ^ L - l i t ! ) 
о 

Кроме того, в кольце £<!г|<М имеем 

(38) 

S(|GCOM^'C*)l)4e=:0^^)" ,),X*'ce i e
> ъ<ъ<<.' (39) 

Таким образом, из (30),(31) и (39) следует, что 
I T г ' 

о 

Так как в разложении 
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—г Ĝ  ч -̂ —- ь р~"1 

— в 
коэффициент при г"" равен (л+ч) ал 1 Н- е и^а.*, . т 0 

ft S.1T 
|( ̂ Ч н - ё ^ и ? ^ ! - ^ 5 l^(xei6)W(xeie)|de-

о 

=•4/ UUJ-'*') ) , ? < ^ < 4 , 
и полагая •% = х и,=4-4 ( ^ > ^ f ) . получим (2.6). Теоре­
ма 4 доказана. 

Далее/пуста K*) = 2 ^ 2 . a^^e\(p,%) и К*Ж{С2-,р,<},). 
Заметш, что в разложении 

коэффициент при z*" естьи,1^ . Из (29),(39) и (18) следует,что 

fe5Uk'U)Ue*er\lH0Kucsr'(*)KI^)r)c|e = 
о о 

Поэтому имеем 

о 

и полагая а=г^= l-j^ ( w > <z|-) , получш (27). Теорема 5 до­
казана. 

Пусть, наконец, выполнены предположения теоремы 6. Используя 
(26), получаем 

(vttOMKl44^JI-l^i^l-^+^M^+Jl+(l*l+<)la»vl== 

= ои1(г,)~ 1)+ Ci*ut̂ |cu.|, <r4>o, 
а так как по теореме 5 

K i - o U ' r . " - * ) , sx>6, 
то 
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1ал н | -1ал \=0(к,1 С Г 1 Г )~ г^) . где S~**»&,Sx)>o. 

Теорема 6 доказана. 
З а м е ч а н и я . 
I. Для функции 

*V р—«v, 

имеем 

оо 

Следовательно, существуют функции класса S* (Р,<Ь) исключенного в 
теоремах 5 и 6 вида, для которых при »г-»-оо имеем 

где К^,К г- постоянные, не зависящие от к . 
2. При^=0, р= \ теорема 4 следует из более общего результа­

та для функции, близких к выпуклым, полученном в [6 ; теорема 5]. 
3. При If^O, j>>if+ ̂  теорема 5 следует из теоремы 2 1 7 ; 

теорема 3.3}. 
4. При |=о, р= \ из теоремы 6 имеем для класса S0 ( М ) резуль­

тат Помиеренке Г 61 , при 7 = 0 - результат автора Г 8] для класса 
S0(jvy). 
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