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Н. И. Ботошан, М. И. Владимир, В. А. Москаленко 

Вычисляются плотности электронных состояний сверхпроводящих 
переходных металлов с немагнитной примесью во всем интервале частот 
в предельных случаях а2<^1, a i ~ l и a i » l , а2~1 при £ = F i / r 2 < l . 

При указанных предположениях о параметрах ап и ^ в статье полу­
чены выражения для энергетической щели го#-и подробно исследованы 
плотности электронных состояний wn(co) обеих зон как функции от ча-

' стоты и концентрации примеси. 
Показано, что плотность состояний.щ(со) в случае « x ^ l , a i ~ l имеет 

два максимума одного порядка, один вблизи со̂  и другой вблизи Г2. Плот­
ность состояний тг2 (со) имеет максимум на порядок больше, чем п% (со) 
в окрестности Г2. 

В случае большой концентрации примеси (ai» ' l , a 2 ~l) энергетиче­
ская щель близко примыкает к параметру упорядочения Г2. При этом 
предполагается, что £=Г1/Г2<1. Максимумы плотностей электронных со­
стояний обеих ЗОН Tin (со) получаются при частотах, близких к парамет­
ру Г2. 

ВВЕДЕНИЕ 

В работах [1, 2] были исследованы плотности электронных состояний 
двухзонных сверхпроводников с немагнитной примесью в предельных 
случаях малых а я < 1 и больших а п > 1 концентраций примеси. 

Для переходных металлов, у которых плотность состояний Nd (d-зоны) 
значительно больше плотности состояний Ns (s-зоны), параметры а4 и а2 
(где индексы 1, 2 соответствуют s- и d-зонам) существенно отличаются 
друг от друга. Из определений величин ап следует соотношение aja^ 
=1(^2/^1) (Г2/Г4). Для ниобия по данным работы [3] отношение N2/Ni= 
=Nd/Ns порядка 50. Для этого сверхпроводника велико также отношение 
Г2/Г4 и имеет порядок 10. Отсюда следует, что для ниобия величина ai/a2 
имеет порядок нескольких сотен. Таким образом, следует полагать для 
переходных металлов отношение констант a4/a2. значительно больше еди­
ницы и имеет смысл рассматривать случаи, когда a i~ l и а 2 <1, а4>1 
и а 2 ~1. Первый случай соответствует небольшой концентрации примеси9 
второй случай соответствует большой концентрации [4]. 

В настоящей работе исследуются плотности электронных состояний 
сверхпроводящих переходных металлов с немагнитной примесью в пред­
положении малых (ai~l , а2<1), больших (a i>l , a2~l) ее концентраций. 
При этом считается, что параметр упорядочения первой зоны 1\ меньше 
Г2 (£2=Г1/Г2<1). При указанных предположениях о параметрах ап и t 
в статье получены выражения для энергетической щели cog и подробно 

6* 371 



исследованы плотности электронных состояний пп{ы) обеих зон как функ­
ции от частоты и от концентрации примеси. 

При вычислении плотностей электронных состояний используется 
метод выделения неаналитических зависимостей от малых параметров 
теории а2 или 1/а4 в областях частот, близких к cog и Г2, и метод итера­
ции по этим же параметрам вдали от соя и Г2. Отличительной особен­
ностью случая, когда cci~l, а2<1 и £<1, по сравнению со случаем малой 
концентрации немагнитной примеси (ап<1) [1] является существование 
второго максимума функции плотности состояний первой зоны ,гг± (.со) в 
окрестности Г2. 

В случае a i > l , a2~l и £ < 1 энергетическая щель близко примыкает к 
параметру Г2, оставаясь при этом меньше его. Величина щели cog близка 
к своему наибольшему значению для двухзонного сверхпроводника с не­
магнитной примесью, так как энергетическая щель всегда больше наи­
меньшего параметра и меньше наибольшего параметра упорядочения. 
Поэтому метод итерации в области между соя и Г2 неприменим. 

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ ЩЕЛИ 
Энергетическая щель в спектре одночастичных фермиевских возбуж­

дений двухзонного сверхпроводника с немагнитной примесью определяет­
ся на основе системы уравнений [5] 

со/ cos yt— cos i/2 
(1) -—= cosyi+a! ; , 

T i s i n i / 2 

(i)g COS l/2— COS l/i 
—- = cos i/2+a2 : , 

Г2 smi / t 

ai sin yx+a2 sin y2+ sin yY sin z/2=ocia2 

Разрешая систему относительно cog, получаем 
'(2) 4 Fl ^ 

(cosz/i— cosz/2)2 

sin2 уi sin2 у2 

.Id-Si Va ia8 

где введено обозначение 

(3) (?=^aisin j/i+a2sin ?/2+sin z/isinz/2. 

Для двухзонных сверхпроводников с немагнитной примесью величина 
щели (x)g может быть вычислена разложением по степеням малого пара-

1 метра теории. Из формулы (2) следует, что эти разложения могут быть 
перегруппированы и представлены в форме, характерной для однозонных 
сверхпроводников с парамагнитной примесью (щелевая область). 

Рассмотрим вычисление энергетической щели при a i~ l , a 2 < l и £<1. 
Для решения системы уравнений (1) воспользуемся разложениями 

:(4) sinz/1=i;a2
3[l+a2

/ 3^i+a2
3 ^i+a2

2^i+.. .] , 

'J:.: sinz/2=Vl—£2соо2[1+сб2
/3 w;2+a2

 3 z2+a2
2£2+...], 

(dg=Vl[(u0+0,2 8coi-fa2
 3co2"t"...]. 
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Подставляя формулы (4) и соответствующие разложения для cosyn в (1), 
после ряда вычислений получим 

(о) coo=l+ai J/-— 
1+gco 

(6) coi= — a4 
3 V3 (l-Scoo)(l-UV3coo 
2 [£(coo»D + (l-^coo2)] 

и т. д. • 
Приведем также некоторые коэффициенты разложения (4): 

(7) у = 

ш,= 

U?2 = 

а>;А(1-£),А(1+.Ев).),л' 

(l-£(o.)[fe'(<B.-l) ,+2<l-£)(l+e<B.)]-- : 

2г;(1+^(й0)[1-?2сао2+5((Оо-1)1 

£<» e[£(a>o-l)-2(l-£W)] 
21;(1+?СОО)[5((ЙО-1)+1-|2(Й„2] 

При написании этих формул использовались тождества 

(8) (Oo(l-e)^(l-g<D,o)fl+ — ^ _ ] V 

l-e-d-ecDo) [i+ _ g ^ _ 1. 
L Vl-£2©0

2 J 

Окончательное выражение для энергетической щели mg имеет вид 

(9) (0^=^0)0 1+—- — а2 +а2 — — - 7 Г ~ Г + •• • 
L о соо \ осоо У(0о / J 

Согласно (5) безразмерная энергетическая щель нулевого приближе­
ния со о больше единицы и меньше 1/£ (£<1). 

Уравнение (5) после возведения в квадрат может быть сведено под­
становкой 
(10) o)o=V3(2-l/g)+i/ 

к следующему: 

(И) y3+3py+2q=0r 

где" 

при этом у должен удовлетворять условию 

(12) 2(2-£)/3£>у>(1+£)/3£. 

Дискриминант D этого уравнения равен 

m 0 = , + , ^ [ a , + „ , ( 2 _ j | . + j i ) + ( l + | ) - ( 1 _ i ) ] . 
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Дискриминант обращается в нуль при ./; 

Нетрудно заметить, что уравнение (5) всегда имеет одно единственное 
действительное и положительное решение для со0. 

При положительном дискриминанте у равен 

(15) y=[-q+yp3+q2Yh+[-q-ip3+q2Yh. 
Подставляя (15) в (10), получаем со0 как функцию от ' а 4 и £. При отри­
цательном Щр<0) решение имеет вид 

(16) yt=-2^i\p\co8-%-, созф= 1д ' 
Igl * 3 ' • * ]р\ш'*' 

При специальном выборе значений для а4 нетрудно получить решения 
для со,, (£<1): 

2 1 (1+1/S)3 . 
(17) a i = T l 2 7 ^ i y g=0 ' 

~'ЧК)[1^Н-Е / L ' 2/£-

При несколько большем значении а± получим несколько большее зна­
чение со0: 

1 / 1 \ 2 
|18) a i « e _ ( i + ) , ^=0, 

—тКГИ-Н'-КП-
Сделанные вычисления не предполагали малости £, хотя, как это уже 

отмечалось, такая возможность не исключена. Упростим полученные вы­
ражения при £<1. При этом имеем 

( Ш u - ( 1 + a i ) Г ц - " * ' {i+ai) ^ ' ( 1 + 0 1 ) ' + I 
° (1+Eei) L 2 (1+Sa,)2 2(1+Scc1)3 " * J ' 

3 v, (1+aO* 

Если £а4 также значительно меньше единицы, то возможны дальнейшие 
упрощения. 

Перейдем сейчас к определению энергетической щели в случае а 4 >1 , 
а2~1 й £<1. Решения в этом случае ищутся в виде следующих рядов: 

(20) s m ^ n = _ H + ̂  + — + _ ^ + — + ... , 
a,3 L a4

/s a;3 a t a;3 J 
i i l l 

о),=Г2 1+ + — + — + . . . I 
L a4 a/3 a/8 J 
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Подставляя эти разложения в (1), получаем 

(21) А^аг (^Ф-) '; V=u>/=0, 

172=<-(—); Ю2=2оИ-Н • 2 

Найденные выражения для со/, со2, со3, 

(22) о ) ! = - а 2 ( — — Г ; с о 2 = - — а2 ^ — — 1 , 

W w. f«)-h+ * ] . Юз = — а2 " 
2 \ £ / \ \ I L 1-S 

приводят к следующему выражению для юе: 

(23) ш ^ Г , | _ 1 - т - ( - — j - - ^ - . ( — | - _ Д _ _ | _...J . 

2. ПЛОТНОСТИ ЭЛЕКТРОННЫХ СОСТОЯНИЙ 
В СЛУЧАЕ cti « 1, а2 < 1, С < 1 

В настоящем разделе будут рассмотрены свойства плотностей элект­
ронных состояний переходных металлов с немагнитной примесью. При 
этом будет предполагаться, что концентрация примеси такова, что пара­
метр теории а4 порядка единицы, тогда как параметр а2 значительно 
меньше единицы. Малым параметром, по которому будут производиться 
разложения, является ос2. 

2.1. ИССЛЕДОВАНИЕ ПЛОТНОСТЕЙ 
ЭЛЕКТРОННЫХ СОСТОЯНИЙ ВБЛИЗИ (og 

Для плотностей электронных состояний воспользуемся определениями 
работ [1, 5 ] : 

, ч т И » Ы 
пп{(о)=1т- У1-в„*(©). 

где величины гг„(со) удовлетворяют уравнениям 

\24) — =Ui+a i -
1\ У1-и2

2 

G) 112—^4 
-=w2+a2-

Г2 11-и* 
Рассмотрим окрестность со̂ . Воспользуемся выражением (4) для соg и 

введем безразмерную частоту х по формуле 

2/ 4/ 

(25) 0 = r i [ ( o o + a 2
 3 ^coi+a2

 3 ф(^)со 2 +. . . ] , 
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где величины (o0v со4, со2,... определены в первом разделе. При х=1 o)=cog, 
если ф ( 1 ) = 1 , что и предполагается. Выражение (25) представляет со­
бой разложение в ряд по степеням ау£х, и тем самым предполагаются вы­
полненными неравенства 

(26) 1 » а 2
2 / з | х | » а 2 / з | ф ( х ) ! . 

Вместо параметра малости а2 введем более удобную величину о=еа 2 : 

_ (1-£соо) (соо-1) 
( 2 7 ) £ = o > 0 ( l - g ) ( l + ^ ) ' £ < 1 ' 

тогда формула (25) приобретает вид 

(28) 0 = ^ 0 ) 0 [ l - V 2 ^ a 2 / 3 + 9 ( ^ ) ^ o V 3 + . . . ] , 
где 

, 2 о , _ ( 1 - t ) (1+gcoo) ;" со2 

Л ;̂  ^ ^ — _ ^ ^ — — ^1= 3 С0о82/з [ ? ( о ) о - 1 ) + 1 - £ 2 ( О о 2 ] ' С0084/з 

В соответствии с (25) ищем решения уравнений (24) в виде 

(29) • uirl+a/^i+Gi/^wi+o2zi+ . . . , 

1г2=£(о0+о2/зг;2+о4/з^2+о2'22+... . 

Подставляя (29) в (24), получаем 

(зо) i^T^t, ^ = - 4 - ^ 0 ) 0 + - ^ ^ -
2 et 

Wi (i— —- )==ф(^)— — AQx2—Att—A2xt2—— A-!——— 
\ r / X t f 

w2=£(o,M>(z) - i7,—7^(3+Ссй0) + ——(1—g(uo) , 
e£ L 4 2t>i J 

где величина t удовлетворяет уравнению 

(31) f-?>xt+2=Q. 

Коэффициенты A-2, A_u A0, Au Аг имеют вид 

9 (©о-1)Г£2соо(1-2£(йо) (32) 
8 (H)(HW)(l+£ffl.).'' 

. _ 3 3 (со„-1)^2о>о 

А.,= 

8 ' 4 (1-Е) ( 1 - £ W ) ' 

3 Я£соо(2-£ю0) „ 3 <оо(1-£) 

2 ( 1 - £ W ) ' 2 (со„-1) (1-^соо) ' 

Нетрудно проверить соотношение 

(33) %Л=^Ап. 
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В ы б е р е м ф у н к ц и ю ф (х) в виде ж2. Тогда в ы р а ж е н и ю (30) д л я wt м о ж ­
но п р и д а т ь простой вид: 

(34) w1/f=At+Ax/t, 
где 

А=ЧМх-Ч*А-г), A=-y,3(A1+A2-i/2A^-5/,A.2). 

На основании (29), (30) и (31) и определения функции п0(х) и т0(х) 
[6] получаем следующее выражение для функции щ((о) первой зоны: 

1 
(35) п±'((й)*=—-ra0(a;)+oVW+...., 

о /3 

г д е • • 

(36) -|г/(±)=1т(— - — ф 
Д л я второй зоны имеем 

(37) ^ ( ^ " (1-Гш^4~в—^^t-
+ о / , °,2 2ч Im(3£соо1;2

2+2ш2(1-Гсоо2)) + . . . ] . 
2(1—£2о>о2) J 

Вернемся к выражениям (35), (36) для первой зоны. На основании 
(34) получаем 

у~о~ / 2 \ 
(38) n/(a;)= — (V-U)" -Г1+— 4-Л+Л*1г0(:с), 

В соответствии с этими выражениями получаем для безразмерной час­
тоты максимума функции п^ (со) выражение 

2,/зо2/з / 2 \ 
(39) ^ = - — — - ( 1 - 4 , 4 + — А-Л+От. 
Размерная частота максимума равна 

(40) ю ^ Г ^ о ^ - ^ ^ 

С ростом параметра о расстояние между частотой ' максимума и щелш 
увеличивается: 

о г г 9 2 

(41) ©i„-ffle= — r t ( 0 o ^ a / ' { l + o v ' [ - y ^ ^ „ + 
n = - 2 

, 2'/з /• ' . 2 (1-"+тЧ]+-) 
Функция• rii(со) в точке максимума равна 

УЯ 2̂2/з г о2/з / 2 \ т 
(42) nl(wim) = - ^ - [ l + — ( l + T ^ 2 ) +....]. 
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Полученные свойства плотностей состояний аналогичны полученным в 
пределе малой концентрации а п <1 примеси. При о, стремящемся к нулю 
в окрестности cog, функция ^(со) неограниченно растет по закону o~v\ 
тогда как функция второй зоны стремится к нулю при уменьшении кон­
центрации примеси. Функция п2(со) резко возрастает в окрестности Г2. 

Перейдем к рассмотрению этой частотной области. 

2.2. ИССЛЕДОВАНИЕ ПЛОТНОСТЕЙ ЭЛЕКТРОННЫХ СОСТОЯНИЙ 
В ОКРЕСТНОСТИ Г2 

В этой частотной области введем безразмерную частоту по формуле 

(43) со=Г2[1+Ло^а2
/3 +Ai(p0z)a22+...]. 

Коэффициенты этого разложения могут быть выбраны из соображений 
удобства. Решения уравнений (24) ищем в виде 

(44) ui=l+sia2
 3 +.£4а2 * + . . . , u2=l+s2a2

 3 +t2a2
2+ . . . . 

Коэффициенты s1? s2, tu t2,... определяются подстановкой (43) и (44) 
в (24). На этом пути получаем 

//к\ л -и y ~ 2 S l A i • S l 

(45) A0x=s2-r ; 1 = —а4 • 2 £ 1~2s 
В соответствии с (45) введем функцию у 

№ ,г^г- - i *V . I/1-? ; ,= У-(46) y - 2 S l = - ^ - ; y-2s 
У2 4 ' ' ' oit 

подчиняющуюся уравнению 

(47) у*-8У2»+12а:=0. 

При этом величина Л0 выбрана в виде 

(48) Л„=78и.4/*. 

Условие положительности функций плотности пп(а>) означает отрица­
тельность вещественной а и мнимой Ъ частей величины у (х): 

(49) y=a(z)+ib(x); &=--|/а2-2У2/а, 

ae-Zxa2-2=0. 

Это уравнение сводится к уравнению (31) подстановкой а(х)=—ij—t. 
Поэтому для функции t следует брать вещественные и отрицательные ре­
шения. При х<1 имеется одно такое решение 

(50) t=U(x)+V(x). 

При х>1 имеется одно вещественное решение, определяемое правой частью 
(16), при <7=1, р=—х. Для функции t (x) выберем решение 

— Ф 1 
(51) t(x) = —21/xcos — ; coscp=—— 

«j X 
Иг 
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Ф у н к ц и я щ (со.) первой зоны имеет вид 

У2" г Ъ , |л8/'а2
/з / 32 т U п,\ , 1 

<52> "•<"»-^[-^+JV(^ImF-3!')+-] 
Д л я второй зоны имеем 

4 г 2аЬ 16а2
г/з „ U 

<53) , ч 4 Г 2а& 1 б а 2 " г2 1 
и2(со) = I l m — + . . . I . 

П - a 2
a V / a Ц а 2 + 6 2 ) 2 RVj У6 J 

Рассмотрим главные члены плотностей состояний (52) и (53) 

У2~ Ъ 
(54) w10

: 

a 2 ' V / 3 (a2+fc2) ' 
8 аЪ 

П2° a2
2/s |xv '(a2+b2)2 ' 

Нетрудно видеть, что величина и10(со) имеет максимум при 

(55) я1 т=-2 , / з(У13-3)Л 

(УТз"-3)'А 

d \Xxrti) ' 

b(xim)==-

2«/. 

(У13"—3),/s(4+Vl3)'/2 

2»/. 
Частота максимума со2от и значение функции в максимуме равны 

/ы г Гл 3 X V 1 3 - 3 ) V W . , "I <56) ©2ш=Г 2 р— — — - + . . . J , 

. , (yi3 + 3)v '(4+yi3)' /! 0,596 
гаю(С02т) = = г * . 

•;<*,*iiv'(5+yi3) a 2 'V / s 

Для сравнения приведем функцию пи при со=Г2 (х—0) 

(57) fl(0)=-2v- fe(0)=-f3v2,/-

. г . _ V3V _ Д546 
R l o ( l 2 } ~ 2 ^ a 2 > V 3 ~ ^ v 7 7 -

Функция ге20 (со) имеем максимум при £=0 

(58) со,3т=Г2[ 1+0 ( а 2
2 ) + . . . ] , 

УЗ 0,687 
re2o(ft)3m)-2V3(a2[i)V3«-^^r. 

Учет поправочных членов (52) и (53) позволяет более точно опреде­
лить максимумы функции ni{со) и п2(со), расположенные в окрестности 
параметра упорядочения Г2. К а к видно из (56) и (58) , функция /г20(со) 
имеет более высокий максимум а 2 < 1 , чем функция ni0((o). Сравним с 
максимумом (57) значение максимума (42) функции тгДю), найденного в 
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окрестности ыё. Главный член этого выражения равен 

(59) ni0((Otm)z 
УЗ 0,687 

24/з(еа2)1/з (еа2),/з* 

Учитывая неравенства 
(60) 8/fX4<(£cO0)

2<l, 

приходим к выводу, что максимум (59) несколько больше максимума (57). 
Таким образом, электронная плотность состояний первой зоны тгДсо) имеет 
два максимума примерно одинаковой величины в окрестности (og и Г2„ 

Рис. 1 

Функция %(со) имеет один максимум, более высокий при а 2 <1, чем мак­
симумы 7ZI(G)). 

В настоящее время нами разработан метод численного решения систе­
мы (24). При этом могут быть получены частотные зависимости плотнос­
тей электронных состояний для любых значений параметров а4, а2 и лю­
бых значений величины £<1. Величина энергетической щели cog получа­
ется численным решением системы (1). В качестве примера на рис. 1 
приведены кривые для nY и п2 при oti=l, а2=10~2 и £=0,5. На оси абсцисс 
отложена величина s, связанная с частотой со соотношением 

Яо2/; [ А О / 3 I 

1 + — - ( s - 1 ) , где ov= 1,38954. 
2.3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ пп(а) ВДАЛИ 

ОТ (dg И Г2 

В нулевом приближении по константе а2 уравнения (24) имеют ре­
шения 

(61) - I Z Q ? ^ о — ' 

со 1+а^/У1-(о2/Г2 

l\ 1+аЛ1-со7Г2
2 

w2^co/r2 

При со=со0Г1 и со==Г2 величина щ((о) равна единице. При (о0Г1<(о<Г2 
эта формула вещественна, больше единицы и достигает максимума при 
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частоте ш, определяемой формулами 

(62) Ts>ffi>©.F1; I / I - Q V I Y ^ - V s a , ; 
V+3pk+2q=0, 

4 л _ 8 з W ai(l-5) 
27 3 2 

Из возможных решений уравнения (62) для -К следует отобрать те, ко­
торые положительны и удовлетворяют неравенствам 

(63) l+V4Oi>X>Vsai. 

Число вещественных решений для К определяется знаком дискриминан­
та D этого уравнения: 

При ai2 меньше значения 

<*>. £[(-Н)'-(т-0]- '<*• 
5 положительно, и, следовательно, уравнение (62) имеет одно веществен­
ное решение 
(66) K=[-q+iWyh+[-q-WVh-

При ai2 больше значения (65) величина D отрицательна и из трех ве­
щественных решений для % выберем следующее: 

(67) ,и=-2^Ш™*'^г\ С08Ф = Т ^ Г ' 
Igl 3 \р\" 

Для частного выбора параметров теории £=7 4 и oci=y3 получаем со0=2; 
••©=0,87; ^ « 3 , 5 ^ . 

Вернемся сейчас к определению величии un(co). С учетом поправочных 
членов можем написать 

(68) ul=Uo+a2Vi+a22wi+..., 

^2=o)/r2+a2272+a22^2+ 
Коэффициенты разложения имеют вид 

£cci (&оСо/Г2— 1) (uQ~со/Г2) (69) 

г; 2
: 

(цо2-1)'/г(1-й)2/Г2
2)'/г(1+«1/1'1-со2/Г2

2) 

г(иа—<о/Г2) 
Уи»2-1 

_ ai Г_ (и0(о/Г2—1) , о (»i—г>2)г>2 
Wi = — — - w,. -[а1+У1-(о2/Г2

2] L (1-<о7Г2
2). Г2 (1-ю7Г2

2) 
г;2

2(к0-а>/Г2)(1+2со7Г2
2) л 

2(1-ю7Г2
2)2 
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_ i(u0—(d/r2)u0Vi , iivi—vz) 
w2 = + —z=^-. 

(ио2-1)3/2 W - l 

При r i co 0 <co<r 2 функция тгДсо) первой зоны имеет вид 

1 Г а 2 2 / ЗЮо»!2 

(Wo2—1) ^ 2 ( ^ o 2 - D 
(70) Д̂со) = - - ^ = - к + - ^ 2 — ( 6ЩЩ -w\+...\. 

Г^о2—1L ( W o
2 - i ) \ 2 ( и о 2 - 1 ) ' J 

В этой же частотной области для второй зоны имеем 

/ 7 , ч / ч a 2 ( t fo -G ) / r 2 ) , Л / зч • 
(/1) гг2 (со) = — ^ = = 3 - + О (а 2

3 ) . 
(1-со2/Г2

2)3/2Угг0
2-1 

Отметим, что при частоте максимума со функции и0(со) выражение 
щ/^щ2—1 имеет минимум и, следовательно, функция тгДоэ) (70) имеет 
вблизи со минимум. Уточненная частота минимума отличается от й попра­
вочными членами, пропорциональными а2

2. Существование области мини­
мума между двумя максимумами функции 72i((o), находящимися в окрест­
ности (йё и Г2 отражено на рис. 1. Перейдем к рассмотрению области час­
тот, больших Г2. В этом случае в (61) и (69) для радикала следует ис­
пользовать ветвь — £]/со7Г2

2—1. При этом функция и0((о) становится ком­
плексной: 

(72) Во(ю)=До(<о)-*/0(ю>, 

1 1 

/о (а ) = 
о) ai(l-S) 

•^-'К'/^-о) 
Функция Jii((u) определяется мнимой частью выражения 

(/3) = к„ + + 
У1-И.2 У1-и0

2 L i-u0
2 

I w, 3 и ,^ ' ч -I 
+ И2 l l - a „ 2 + 4 (l-uo2)) Г 

Для функции у'1—и0
2 (и) выберем ветвь 

1 
(74) У1-Ио2 = -^{[У(1+/о2-Д„2)2+4/0

2До2 + (1+/о2-Яо2) ]'/2+ 
V2 

+ *[У (1+/о2-Л„2)2+4/0
2До2- (l+/o2-i?o2) ]*}, 
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приводящую к положительному значению для основного вклада в плот­
ность состояний первой зоны: 

(75) n 1 0 = I m ^ - ^ = • _ * X 

х [ДоКК^Ч^^Тч-h WF+лч-s], 
где использованы обозначения 

(76) §=1+/о2-До2; Л=2/оДо. 
Функция 7г2((о) определяется мнимой частью выражения (оо>Г2) 

и2 _ £ г со а2г;2 

Ую7Г2
я-1 LT2' (oVIY-l 

w2 • . 3 ' г;22со/Г2 

со2/Г2
2-1 Т (со7Г2

2-1)2 

На основании (69) и (77) получаем 

/ ч̂ со ос2 / со _ \ , Л / . 9Ч 
(78) гс2 = -^zzzzzzz: ^ю mi0 + О(a2), 

Vrrt
2-TV Гт2/Г2-4У/2 \ Г- / 

где 
Усо2-Г2

2 (со7Г2
2-1)3< 

1 ]/Vg2 + A2+? m 1 0 = — _ _ 

m 1 0 = 

]/"2 У I* + А2 

/ 2 / Р Т А ^ 
Нетрудно проверить, что полученные нами выражения для электронных 

плотностей состояний в различных частотных интервалах переходят друг 
в друга на границах этих интервалов. Так> например, если в выражении 
(35) для тгДсо) считать х отрицательным и довольно большим по абсолют­
ной величине \х\ > 1 , а в формулу (70) для тгДсо) подставить частоту со в 
форме (28), то мы обнаружим совпадение обоих результатов. Это свиде­
тельствует о переходе формул, полученных в окрестности соg, в формулы, 
полученные методом итерации для интервала частот между (oim и Г2. 

Частоту сшивания со1с на границах указанных двух областей выберем 
в виде 
(79) со1с=Г1со0[1-3/2о:ао2/з+ф(^с)Л1о4/з+...], 
ще xic=—Xi/Gh; Xi^l. 

Аналогично нетрудно проверить, что если в указанную формулу для 
гсДсо) (70) подставить выражение для со (43), то получится выражение, 
совпадающее с асимптотическим выражением для fti(co) (52) при х, стре­
мящемся к —°°. Соответствующая частота сшивания со2с имеет вид 

(80) со2с=Г2[1+о:2сЛоа24/з+...], 

ГДе Х2с
:=—Хг1(Хгк\ # 2 « 1 . 
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Наконец, нетрудно проверить, что выражение (52) для ^(ш) при боль­
ших положительных значениях х (я>1) переходит в формулу для ^i((o), 
полученную методом итерации справа от Г2, если в последнее выражение 
подставить формулу (43) для со. 

Третью частоту сшивания (о3с выберем в виде 

(81) созс=Г2[1+^сЛоа.2
4/з+,..], 

где х3с=х3/а2
2/з; x3~i. 

3. ПЛОТНОСТЬ ЭЛЕКТРОННЫХ СОСТОЯНИЙ 
В СЛУЧАЕ ai > 1, а2 ^ 1 

Перейдем к рассмотрению случая, когда концентрация немагнитной 
примеси такова, что параметр теории а% значительно больше единицы, 
тогда как а2 порядка единицы. Малым параметром, по которому будут про­
изводиться разложения, является ас1. 

3.1 ОКРЕСТНОСТЬ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ ЩЕЛИ 

На основании выражения для энергетической щели (23) введем безраз­
мерную частоту х по формуле (х<1) 

3 a,'1' / 1 - Е [Щ\<*+...] 2 a t " ' \ Е 
с функциями ф(ж), фч(ж),..., равными единице при х—1, и ищем решения 
уравнений (24) в виде разложений в ряд 

(83) Un=i-l^[i+^F+-^r-+---i 
Подставляя (83) в (24), выбрав функцию ф(#) в виде х2, получаем для 

коэффициентов разложения выражения 

(84) 

А=Шг \-г) ; ""-""-тгг) T; 

Л 1-Е/ 2f 
, (l-f) „ / t \2 / з 1 , (x-l/ty (x-l/t) 

W% : 0 6 2
/ з 

f Л 1-Е/ 2? A? It 
a2

2 , t(x+i/t)2 Е2Лф1(ж) 
*(!-£) 8 (1-Е)2* 

где величина £ удовлетворяет уравнению (31). При x=t=l из равенства 
нулю левой части формулы для w2 следует определение величины Л 
<ф1(1)=1) 

Функция ф1 (х) может быть выбрана в виде х3. 
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На основании этих формул и используя обозначение 

(86) Уо = — У ^ 

можем написать (п=1, 2) 

(87) пп (©)« йп (со) = ^ + ^ ^ + л»" (*) +^1/в л»" (*) + . . . , 
о о 

где 
^(«)w-^eL[i+2(-l)»w.(«)'] f 

2Уа2 

В рассматриваемом приближении а 4 >1, а2—1 при £<1 энергетическая 
щель Gig несколько меньше наибольшего параметра упорядочения Г2 си­
стемы и с ростом c&i приближается к Г2. Плотности электронных состояний 
обеих зон в окрестности со# (oog<co) велики и примерно одинаковы по ве­
личине. При £>1 величина о положительна и, следовательно, согласно 
(87) величина /Zi(со) несколько больше тг2(со) в этой частотной области. 
Максимумы функций 7гп(со) достигаются в рассматриваемой окрестности 
GV при частотах (о™ах ? равных 
/new max ^ Г . С&2 / 1~~& \ О 2 / m a x , 1 •*" ' 
(88) со„ = Г 2 | 1 - - - ( _ ) - т о ^ я + . . . ] , 

где в простейшем приближении имеем 

(89) х™= ^ = [ 1 + ( - 1 ) " ] + 0 ( о * ) . 
22/° Уа2 

Следовательно, расстояние между частотами максимумов равно 

(90) (оГ-соГ=3.2-2/'Г2£1. 
Уа2 

При £<1 и о<1 со™ах больше cofax , хотя и очень близко к последнему 
значению. В точке максимумов функции тгп(со) имеют значения 

, 0 , Л , max, V3 Г ( -1 )"д ' /Г '. 1 
(91) Яя(Юп )•= И " =Г-+.:. • 

24/>о,/8 L 24/'Уа2 | 
Следовательно, максимум функции ^i(co) несколько больше максимума 

функции гг2(о)). 

3.2. ОКРЕСТНОСТЬ Г2 

Рассмотрим непосредственную окрестность Г2, для чего введем безраз­
мерную частоту у по формуле 

(92) ^1[1+^(«),+ж.+...],-
7 Теоретическая ж математическая физика, т. 19, № 3 ЗВ5 



Величина у предполагается больше —1. Функция Я (у) может быть выбра­
на из соображения удобства. Решения уравнений (24) ищем в виде разло­
жений в ряд 

(93) И п = 1 + А + _ ! ^ + ^ 1 + . , 

Коэффициенты этих разложений имеют вид 

(94) A=aJ^.)(l+y); v/ = — ^ ( — ) ' (1+2у); 

ia2 / 1 - t V 2 '-,\^, i» / / l - t \ 
У21 V i I 121 * • £ • • ' 

_ , , n w H \ [ u , У , Ш-ШУ^+Ву) 1 ^ ( „ H c ( — ) [ 1 + У - т - ь 4а,(1+у)2 J : 

Ha основании этих выражений имеем 

(95) wn(®) = - = 1 - 4 (— А ) + • • • . 
У2Л L 2а1А Я 2 4 А2 / \ J • • 

При £<1 и — !<!/<—2/з функция Wi(co) остается больше гг2(оо). При 
у>—2/з функция 7&2'(to) превышает 7г± (оз). Выберем для у выражение вида 

(96) ,=-1- т(_) ___-_(__) Т^-уГ + — 

Это выражение может быть установлено, если приравнять формулы дли 
со (82) и (92). Так как у должен быть больше —1, то в (96) х считается 
отрицательным. Подставляя (96) в выражение (93) для ип, получим вы­
ражение, совпадающее с формулой для ип (83) при #<0. Это совпадение 
обеспечивает сшивание формул обоих пунктов 3.1 и 3.2. 

Частота сшивания со1с определяется формулой (82) 

«* / 1 - £ \ 3 W / s / 1 - t Va. 

(97) . в1в-Г,[1--(— ) _ _ ( _ ) .*. + .,.] 

где xic=—xja{u\ x^l. 
Перейдем к рассмотрению частотной области* расположенной справа от 

Гг и достаточно удаленной от этого значения. В этой области вычисления 
могут быть выполнены методом итераций. 

3.3. МЕТОД ИТЕРАЦИЙ 

При частоте со, достаточно удаленной от Г2, решения уравнений (24) 
могут быть представлены в виде (со>Г2) 

(98) «n = — + — + ̂  + . . . . 
1-2 C&i CCi 
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Первые коэффициенты разложений равны 

(99) 6l = | - ( i - s ) [ a 2 - i ] / - ^ - i ] ) 

e2=^-(i-t)a2. 
А 2 

Нетрудно видеть, что справедливость формул (98), (99) ограничена 
областью не слишком больших частот 

(100) l<o) / r 2 <ai . 

При неограниченно возрастающих частотах разложение (98) теряет 
смысл. Эта область больших частот будет рассмотрена отдельно в следую­
щем разделе. На основании приведенных выражений получаем 

do!) Mco)=-^^[i-^(M)_^L__.l. 
У с о 7 Г 2

2 - 1 • I аЛ % I ( с о 7 Г 2
2 - 1 ) ) 

Из приведенных формул следует, что функция »I(G>) меньше и2(©): 

«"> -<-)-<->-^^^^[^-1+т^г«-»]-
В рассматриваемой частотной области обе функции плотности пп(со) 

оказываются близкими к значению плотности состояний второй зоны чис­
того вещества и несколько меньшими этого выражения. 

Формулы, полученные методом итерации, сшиваются с соответствую­
щими выражениями, полученными в непосредственной окрестности Г2. 
Чтобы убедиться в этом, подставим в выражения (98), (99) для ип фор­
мулу (92) для со. Полученное при этом выражение для ип, а следователь­
но, и все остальные функции, приведенные в настоящем пункте, перехо­
дят в формулы пункта 3.2, в которых у устремлен к большим значениям 
( a i > i ) : 
(103) а!/а2>г/>1. 

Частота сшивания о)2с формул пунктов 3.2 и 3.3 может быть выбрана 
в виде 

а2(1-£) 
(104). co2 c=r2 |"l+ a , ( v V + .- . . | , 

где yc=yi1aja2, y^i. 

3.4. ПРЕДЕЛЬНО БОЛЬШИЕ ЧАСТОТЫ 
Найдем решения уравнений (24) в предположений, что величина со/Г^ 

велика. В этом случае величины мп также велики и для их решения вос­
пользуемся разложениями по обратным степеням ип. 

Записав уравнения (24) в виде ' ! . : \ 
со 1.Щ Л <Zi о) . 7 ^ 2 л а 2 +i[— - 1 ) , • - . — . —-:=ru2+i[ — - 1 } W / ¥1-Ш2

г TS Ы / 
7* ,..зет 



и разлагая по степеням 1/иД представим решения этих уравнений сле­
дующим образом: 

(105) un=un
0) + Un + . . . 

При этом при произвольных значениях ап нетрудно получить 

X1Q6) (р)_ a) co/r2+j(oc2+Sai) 
Г-i co/r2+t(oii+a2) ui 

Выражение для и^р получается из вышеприведенного выражения за­
меной индексов зон 1 и 2 между собой. 

При значенияхш/Г2, значительно больших единицы, но меньших а4, 
a2<oti, выражение для а^ приобретает вид (l<co/r2<ai) 

(107) - ( 0 ) ^ Г ' ^ / 1 - £ \ . a 2 / 1 - 4 1 ^T.v-im^m-
Нетрудно видеть, что выражения (98), (99) для щ, выведенные в пред­

положение 1<со/Г2<а4, приобретают вид (107) при условии l<co/r2<at. 

Тем самым становится очевидным переход формул этого раздела в выра­
жения, полученные в предыдущем разделе. Частота сшивания модат быть 
выбрана в виде 
(108) c o c ^ r 2 W 
Дальнейшие вычисления выполним при произвольных значениях an. 

На основании (106) нетрудно получить следующие выражения для 
плотностей электронных состояний: 

(109) ^n((o)=l + 4-Re -1 ' 

<110) 

2 и 

На основании выражения 

1 / I V 2 

( 0 )2 

-т • X 
[(о7Г2

2+(аг+£а1)2]2 

x { [ - ^ i . + (a1+a2) (a2+Cai)2]2 - ( - ^ ' ( l - t t ' c t f - b 
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для первой зоны имеем 

<1H) n , ( a > ) « l + - f ( — ) \ , / Г ч , . ! ,,. ч 2 1 2
х 

2 \(» / [((о/Г2)2+(а2+^а1) ] 

X { [-^1 + (ai+a2) (ой+CaO ] 2 - ^-(1-02 «i2}. 

Аналогичное выражение для тг2 получается обычной заменой индексов. 
Нетрудно видеть, что при неограниченном возрастании частоты обе 

плотности состояний стремятся к единице, оставаясь несколько больше 
этого значения. 

На рис. 2 приведены кривые fti и тг2, полученные численным решением 
системы (24) для случая ai=102, a2— 1 и £=0,5. Величина s имеет тот же 
смысл, что и на рис. 1. В этом случае о)0=1,97275. 
Институт прикладной физики Поступила в редакцию 
Академии наук МолдССР 26 апреля 1973 г* 
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INVESTIGATION OF ELECTRON DENSITIES OF STATES 
IN SUPERCONDUCTING TRANSITORY METALS 

WITH NON-MAGNETIC IMPURITY 

N. I. Botoshan, M. I. Vladimir, V. A. Moskalenko 

Densities of electron states of superconducting transitory metals with non-magnetic 
impurity are calculated in all the frequency interval for limiting cases <a2<^l, *xi~l and 
ct i^l , a 2 ~l at £<1. 

Within these assumptions about the parameters an and £, the expressions for the 
energy gap (Dg are obtained and the densities of electron states пп(<а) of both zones 
are investigated in detail in their dependence upon the frequency and the impurity 
concentration. 

It is shown that the density TZI((O) in the case a2<^l, a i ~ l possesses two maxima 
of the same order, one of them lying near cô  and other near Г2. The density rc2(w) Ш 
the neighbourhood of Г2 possesses the maximum of higher order than that of Wi(co). 

In the case of the large impurity concentration ( a i » l , а2~1) the energy gap lies 
close to the ordering parameter Г2, if we assume that £ = r i / r 2 < l . Maxima of densities 
of electron states of both zones тгп(со) take place at frequencies close to the parame­
ter Г2. 


