
М.С.Гиновян 

~{п, - АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИИ ПРАВДОПОДОБИЯ 

§ I . Йведение 

I. Пусть & £ } i : = 0,±4, ••• - гауссовский стационарный про­
цесс с нулевым математическим ожиданием Е Х £ = 0 и со спектраль­
ной ПЛОТНОСТЬЮ •$ (X). (п.) 

Обозначим через Б л = iCC£-,0 L- , z~z тешшцеву матри-
J //IN JV,S = o,n цу, связанную с функцией + Щ , где 

- ковариационная функция процесса Х-^ , т.е. 

Как хорошо известно, (t веерная плотность вероятностей 
Pfi(Xjr.. ; X a ) случайных величин £/,...,Яд, имеет вид 

•J где X - (*ъ..., Х дУе К*. 
Обозначим через ^бд, логарифм функции правдоподобия 

Тогда из (I) и (2) имеем 

При решении тех или иных статистических задач, касающихся 
статистических выводов о спектральной плотности ̂ '(/\) (или кова­
риационной функции С (Т) ) по последовательным наблюдениям над 
рядом Х^} t = 0 ; tij • • • в случае, когда £ известна лишь 
с точностью до некоторого конечного числа неизвестных параметров, 
возникает необходимость получения явного выражения для случайной 
величины %^ . 

В силу формулы (3), для этого необходимо найти явные выраже­
ния для dltb[ и Г Б ^ ' } " • Последняя задача, однако, явля­
ется весьма сложной. Даже в сравнительно простом случае, когда 
£, - процесс авторегрессии невысокого порядка (скажем, порядка 
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а = £ ) формулы для ГВС"}1"< оказываются громоздкими 
(см. [7] , [10] ). L ^ J 

Это обстоятельство весьма осложняет получение тех или иных 
статистических выводов о процессе Х^ , основанных на использо­
вании выражения для £ & • Однако, чаще всего, основной интерес 
представляет случай, когда fl (число наблюдений) очень велико, 
и оказывается, что можно использовать не^замо точное выражение 
для Хи, » а лишь его "главную" часть Х ц , удовлетворяющую ус­
ловию 

|Г'Л(^-2Л)—о (4) 
при YI~*-OO (в смысле сходимости по вероятности). 

Эту задачу изучал К.0.Джапаридзе ( [б] , \7\ ) для процес­
сов Х± .спектральная плотность j-(A) которых, удовлетворяет 
условию *' 

fa) х i 
Точнее им доказана следующая 
ТЕОРЕМА. Если спектральная плотность ^(А) и ковариацион­

ная функция С (%) гауссовского стационарного процесса # £ f 

•fc = 0, ± i • • • удовлетворяет следующим условиям: 
I) ftt)Xi, -ft^A^X 
2) S||C(j)l^oo И 

то имеет место соотношение (4), где 

- периодаграмма процесса # £ . 
2. Целью данной работы является доказательство того же ре­

зультата при более слабых ограничениях на функцию ji.k) . Спра­
ведливы следующие теоремы 

ТЕОРЕМА I. Если спектральная плотность j-(k) гауссовского 
стационарного процесса # £ , £ = 0,+-/,... удовлетворяет сле­
дующим условиям: 

*^Для переменных J* и 6 соотношение о1Х_£ означает, что 
О+С^ cL/jb^Cz<oc ; Сц и Сц, - константы. 
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i) .Uf'U + 7t 
где it и V ограниченные функции ( V - функция гармонически 
сопряженная функции V ) и llVfl^ < Щ-

% I \ l , 'fas 

где (Хк - коэффициенты Фурье функции bflt • 

з) Z \Ск\1=0(Л*)> 

где Сц - коэффициенты Фурье функций f , то имеет место пре­
дельное соотношение 

при Ц,-*-«>(в смысле сходимости по вероятности), где 

где TniK) ~ периодаграмма процесса Х ± . 
ТЕОРЕМА 2. Если спектральная плотность - М ) гауссовского 

стационарного процесса &£ удовлетворяет следующим условиям: 
I) Ln,j*=U,+7 

где И и V ограниченные функции и flVloa< -«-
oe Я -ill 

2) Z X I -00* ) 
к-л-и 

где & к - коэффициенты Фурье функции Lflf , то имеет место 
предельное соотношение 

при-М-*-оо (по вероятности), где 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Первое-условие обоих теорем является условием 
регулярности процесса Х ^ , означающее геометрически, что мини­
мальный угол между подпространствами Но и Н^ i положителен, 
где __ 

§ 2. Вспомогательные результаты. Основные обозначения 

I. В атом пункте приведем некоторые определения и результа­
ты, которые понадобятся в дальнейшем. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ I. Минимальным углом между подпространствами 
Hi и \\„ гильбертова пространства И называется угол 

ЧЧН-| Но) (0*=-Ч^ ) • определен1111® равенством 

HtjIHI^IM 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Будем говорить, что функция f(k) •, 

Д е [-S 0С-J удовлетворяет условию Хельсона-Сеге, если 
существует константа К. такая, что 

г** -
где ^ - функция гармонически сопряженная функции Ч 

011РЕДЕДЕНИЕ 3. Будем говорить, что функция £(£) удовлет­
воряет условию Макенхоупта Jtp , -i<0< со , если существует кон­
станта С такая, что _.. , . 

для каждого интервала I с длиной 
Обозначим через H-oo(f) и Н^ Of) п°; -

ранства Lx ( IJL - ЭТО (J пространство, построенное по 
»/-i\ ./I v зтственн- — — — " « — 

и пусть 

Л^адч-(н1(ДНГУ)) 
- косинус минимального угла между ними. 
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Обозначим через H-oo(f) и W\ (j) подпространство прост-
ва Lx ( к Л - это U пространство, построенн 

мере £(А) dbk ) , порожденными соответственно величинами 



ПРЕДЛОЖЕНИЕ I [9] . Для того, чтобы §1<4 необходимо и до­
статочно, чтобы весовая функция 1(К) удовлетворяла условию Хель­
сона - Сеге. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 [8] . Для того, чтобы функция £(Д) удовлет­
воряла условию Хельсона - Сеге необходимо и достаточно, чтобы 
для нее выполнялось условие Макенхоупта Jtp , при Р = Z. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3 [в] . Весовая функция МК) удовлетворяет ус­
ловию Хельсона - Сеге тогда и только тогда, когда она допускает 
представление 

где Ц и V ограниченные функции ( V - функция гармоничес­
ки сопряженная функции V ) и и Vfloe ̂  ~й~ • 

ЗАМЕЧАНИЕ 2.1. Как легко видеть, из неравенства Гельдора 
следует, что если функция j - ( \ ) удовлетворяет условию Макенхоуп-
'та Ха . то она удовлетворяет и условию Jfrn, , при всех Ф ^ р -
Докажем одну лемму, которая будет играть центральную роль при до­
казательстве основных результатов. 

ЛЕММА 2.1. Пусть п^ и Hfc подпространства гильбертова 
пространства Н , удовлетворяющие условиям 

I) Н-Н< + Нг 

где р (гн jHt) - косинус минимального угла между подпространст­
вами И,j и HjbVтогда для• оператора ж действующего в \\ 
существуют положительные константы • Cf и С^ зависящие лишь от 

О такие, что 

где г\ и Ijj ортопроекторы в Н соответственно на подпрост­
ранства \\ц и Я д . a fJ/jli - норма Гильберта -Шмидта опе­
ратора ̂  • ,. .J. 

ДОКАЗАТЕДЬСТВО. Прежде всего заметим, что если П £ в Г Ц 
то справедливо очевидное равенство . 

Ш1~ЫФ№Х ± («' 
.где [^ - ортопроектор в п на подпространство г\{ . Поэтому 

II 
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(9) 

в силу неравенства \\&Ь|ft<|iJjS| , где / Б | - равно­
мерная норма оператора ]$ . 

Но с другой стороны (см. [2] ) имеем 

Itf-PJ-KMO (ю) 
Поэтому из (8) и (9) учитывая (10) получаем 

Обратное неравенство почти очевидно. Действительно для под­
пространств п^ и ПЯ, следующие равенства очевидны 

1 плп I* . II tniii minimi 
поэтому 

*i*t>iipj;+wp»i;' 
Лемма доказана. 

,2. Введем следующие обозначения, Обозначим через 

К^пф . •-#-'*-?>.-*_.; 
ковариационная матрица процесса Х+ , а А — t * ^ •••;Jt,/tv^ "-
Нетрудно показать (см. Гз1 ) , что ]^« допускает представление 

НС 

'k-JKa,/)zWA)f(5o- (ID 
где Z.(&AJ - случайная мера в спектральном представлении про-
цесса ХЬ 

t % к 
a Lj-rf (Д,^) - воспроизводяшее ядро пространства Н 0 Of) 
( Hotf) ~ пространство полиномов степени не выше Ц , рас­
сматриваемое как подпространство гильбертова пространства yt, ) 
т.е. ядро £}•£, (n,Jl>) удовлетворяет следующим условиям (см.[п]): 
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1) для любого he [- JD,%"] Crjl (A ,JU<) как функция от Jl 
принадлежит пространство Н * Ш » 

2) выполняется воспроизводящее свойство: для любого А€[-Ж$] 
и любой функции Ч£Мо(£) 

где (•>•)+ - скалярное произведение в L . Легко убедиться 
(см. [ilj ), что если |<fK \к = оИ ортонормирований базис в 
HoCJ") (ортонормированность в смысле скалярного произведе­

ния (.,-)* )» т о 

Далее обозначим через Ьгь 

где Ст'(А,^) в[^Л(^~^)йД^(Ц^ ядро Дирихле, которое, как из­
вестно является воспроизводящим ядром пространства П 0 (|.) 

Положим 

Будем изучать уТГ ~ асимптотическое поведение математического 
ожидания и дисперсии случайной величины j£ . 

§ 3. Асимптотическое поведение математического ожидания h/lw, 
В силу представления (13) математическое ожидание случайной 

величины R я, задается формулой 

Имеет место следующая теорема 
ТЕОРЕМА 3. Если спектральная плотность ̂ (А) гауссовского 

отапионарного процесса Xj. удовлетворяет следующим условиям: 

где 11 й V ограниченные функции и flVllee<-r_ 

«z м-<ч£) (15) 
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где С к - коэффициенты Фурье функции £ ,. то 

ДОВДЗАТЕПСШ). Прежде всего заметим, что 
(16) 

мшии-ии-£ии>ид.ии. иуслцце дасги затетим, что 

^ ^CA-,Ajf.(A) СЦ « ft так как G ĈA.A) - Z К С Л ) | 

Поэтому из (14) имеем 
Ям/.* 

;е 

чезаровская сумма ряда Фурье функции 
Поэтому'из (17) имеем 

•dt 
-ж 

чп^-^и (i;-^)j 

(17) 

(18) 

В силу предложения 2 в условиях теоремы спектральная плот­
ность ;f (А) удовлетворяет условию Хельедна - Сеге и поэтому, в 
силу предложения 3, для нее выполняется условие Макенхоупта Фп 
при р = % . Отсюда согласно замечания 2.I получаем 
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Далее бл(4-) можно представить в ввде (см. [б] , стр.109) 
^rv(f) = Hx{i~^[)CtiS . где Ск -коэффициенты 

Фурье функции § . Поэтому из (18) имеем 

Ml 

^ a ( ' | E c K e t a | d t + r | S ^ e t t f i t ) " t 

в силу (15) и того очевидного Факта, что если zL i^Ki ~0[У1 ) 
то Z J N ^ K I ^ ( / ( /L ) теорема 3 доказана., 

к=о § 4. Асимптотическое поведение дисперсии «ОКм. 
В силу представления (13) дисперсия случайной величины 

задается формулой 

ТЕОРЕМА 4. Если спектральная плотность f(A) гауссовского 
стационарного процесса Х+, Удовлетворяет следующим условиям: 

I) In § = 11 + 7 
% где i t и V ограниченные функции и IjVlloo^ у -

где CL - коэффициенты Фурье функции Ш + , то имеет место 
предельное соотношение 

(20) 
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при )1 —*- оа. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего заметим, что (19) является нор­

мой Гильберта - Шмидта в {j, оператора %% 

(21). 

Обозначим через К^ (соответственно Р^ ) - оператор ор­
тогонального проектирования в L (соответственно в (j ) на 
подпространство Н 0 (f) й (соответственно на H o d ) V - К а кл 
легко видеть, оператор .%, на языке ортопроекторов Р^ и Р^ 
задается формулой / 

А =р1-Ой±р*£ (22) 

где через п, обозначен оператор умножения на функцию Jt(A). 
Введем в рассмотрении подпространства H ^ - j - H j 1 и 

Hjj, = ( H 0 ) (ортогональное дополнение в \у[ ) прост­
ранства Щ . Покажем, что косинус минимального угла между под­
пространствами f-|̂  и Н # отделен от I равномерно по ft * Дей­
ствительно, заметим, что (см. \2~\ ), если Н < П П2,;={о} и 

Поэтому вместо H i и Н ^ можно рассматривать их ортогональные 
волнения н И т . н ° ) х = н - У ) + н ^ - H t - н : 

Из определения минимального угла следует (см. [9^ ), что 

где ш Х берется по воем " Н ^ с Н ^ У ^ с И * для которых 

Следовательно условие 0<\ эквивалентно такому 
itf 11Т, + ЧЪ11*>£>0 

Далее, учитывая следующее очевидное неравенство 
з^СН^НГн^^СН-иДНГф)^ (24) 
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легко понять, что для if, £ HlL ( 0 , 4t€ H Z< ( 0 и % £ W 
справедливо неравенство 

I ^ J V ^ U K I ' + K O + N I I ^ 
(при некотором K ^ i , не зависящим от It в силу (24)) 

>A,a>»,i+if,i,+Ki')>^(i«f,i'+K4yji*) (»> 
Для завершения доказательства требуемого утверждения остается 
лишь заметить, что из (25) следует (23) при Ч ^ ^ + ̂ й n % s % 

ДОМЗАТЕЯЬСТВО ТЕОРШЫ (продолжение). В силу леммы 2.1 су­
ществует константа Cj , не зависящая от It , такая, что 

"e.e^-P^P^PilMfPi-P.'fP.VJPtlt-
где Рц и Гц, ортопроекторы в lit на п^ и j - j^ соответствен-

"° -cJP.'-P.VJl 
так как на На . $ Л = 0 .и 1^ "j ̂  j-/"< -i и, < i 

Следовательно, ** 
I 4 I ^ | | P ^ - P X (2« 

i * 
Еше раз применяя лемм$„2.1 на этот раз для оператора г и," Гц, 
и для подпространств Н^ = ( т " Н ^ ) Х и Н г ~ Н * . получаем 

где Сд константа не зависящая £ч /i , а Р, и Р^ ортопроек-
TgpH соответственно на Hj и W% - Поскольку на подпространстве 
Нд, операторы Р^ и р£ совпадают и ? n , P i — 0 , то из 
(27) имеем . . ' 

I£•=**-&н' гы'4«1 (28) 
Следовательно из (26) и (28) получаем 

ipi-p»it*«*ipipj!l 
ьно из (26) и (28) получаеь 
IhtUclpihll (29) 
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гдеС = б^6^, . Для завершения доказательства теоремы нам понадо­
бится следующая лемма 

ЛЕММА 4 . 1 . Если весовая функция j-CK) удовлетворяет сле­
дующим условиям 

.1) Uf=VL + V 

и V ограни1; где U и V ограниченные функции и llVlloo'*' & 

(32) 

2) £ IflU. - 0 ( H ) (30) 

где СЦ - коэффициенты Фурье функции иЛ-^-, то 

где гд, - ортопроектор в L на подпространство 4-И 0 
( ^ - это внешняя функция класса Харди (см. [3J ) т з представ­
лений j- = |^|* . ). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу леммы 2 работы [l2] из (30) следует, . 
что 

где "iW берется по всем многочленам Рк , степени не.выше К 
Введем в рассмотрении оператор Г из пространства -gr H „ 

в пространство И о ( г ) » ПР И котором ° 

Г - ' ^ С А ) ^ ^ - — ГкСА), 
где Тк(А) полином степени 4 К , при котором достигается m l 
в (32). Тогда (32), как легко понять, можно записать в виде 

|r-I|J-0(O' (зз) 
где I - единичный оператор в Я . 

Обозначим через Y | t(A)^(fp*)' ,'V K, . Нетрудно видеть, 
что система 1мг I —-г является ортонормированным бази­
сом пространства H^(-f) • Покажем, что системы {Ч'к jK = oJTt 
и ' { ^ ^ „ o l k являются 0 ( И ^ ^ ) квадратично близкими, 
точнее 

£КМ-Гк(Л)1.-о(л'Л) (.а*) 
К=0 

Действительно 
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"Л 

£км-ш1;-1гп"г-и*-
- 2 0АК1Н)^2(А,-О*-1Г-11*-О(И'") 

в силу (33), где ̂ к - собственные значения оператора Г . 
Далее рассмотрим ^ 

\rt-K\l -№&№-%$$r\'№№¥ -

и. л И/ 5 

* ZZ 1%Ш-ГА)\ J+* 2|Гк(А)-|^ |j -

в силу (33) и (34). 
Лемма 4.1 доказана. 

^ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ (окончание). Поскольку 

H,-(fH:r-H:i(f)*H^)» 
^(н"^),н:/р)^р(н;:(-р,нГ(|))<'| 

то в силу леммы 2.1 существует константа Сз , такая, что равно­
мерно по Я 

где Uj и Hi ортопроекторы в L соответственно на подпрост-
ранстве Ц ; ^ (J) и Н * , Cf). < - -

Далее, поскольку подпространства ТТ п о ,, 0и Нп . + 4 ч ' 
ортогональны (соответственно ортогональны "5ГП_и, и Н-«э W ) , 
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то Q ^ p ^ o , поэтому 

ipiej,*-ip»e,-ш1Ж-РХ-"(*й) <зб> 

в силу леммы 4.I.. Аналогичными рассуждениями нетрудно убедиться, 
что 

lPt-Ы-оЫ""-) <*) 
где г^ - ортопроектор в Ux. на подпространство -*r\-\ 

Из формул (29) и (35)-(37) заключаем, что 

l ^ l t - o f » ' * ) ,..,_-••• 
Теорема полностью доказана, так как Нл/ц! # V^-ц 

§ 5. Доказательство теорем I и 2 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРИЛЫ I. В силу формул (3) и (5) имеем 

•Wrt-iT^iSHJ (38) 
В силу теоремы I работы в условиях теоремы 

при И,—*-оо 
Далее в силу формулы (7) и очевидного равенства 

и, i t j l* г р * 

легко понять, что второй член в (38) совпадает со случайной вели­
чиной \\,„ , введенный нами Формулой (13). Поэтому в силу теорем 
3, 4 и неравенства Чебышева получаем 

при П.—*-оо (в смысле сходимости по вероятности). 
Из (39) и (40) следует, что ПГ \£ц~ *£п)^~® по вероят­

ности при Ц -*- °° • 
Теорема I доказана.. 
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Теорема 2 доказывается аналогичными рассуждениями. 
Автор весьма признателен В.Н.Солеву за постановку задачи и 

постоянную помошь в работе. 
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