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Введение 

Группы Вейля классических алгебр Ли имеют симплектические аналоги— 
некоторые бесконечные группы автоморфизмов решетки с симплектической 
структурой. Естественное определение этих групп дает теория особенностей, 
В статье описаны симплектические варианты групп Вейля В^, С̂ х, F^, Ĝ -

В теории особенностей с каждой критической точкой функции (на много­
образии с краем или без края) связаны две группы (монодромии), являющие­
ся подгруппами группы автоморфизмов целочисленной решетки [2]. Одна 
группа порождается отражениями в базисных векторах относительно неко­
торой симметрической билинейной формы, другая — «отражениями» (транс-
векциями) в базисных векторах относительно некоторой кососимметрическои 
билинейной формы. В настоящее время имеется описание групп монодромии 
некраевых критических точек: о симметрических в [4, 22], о кососимметриче-
ских — в [14—18] (см. также [5—12 и 19—21]). О группах монодромии крае­
вых критических точек известно немного: в [1] доказано, что симметрические 
группы монодромии простых краевых критических точек 5^, С^, F^ совпада­
ют с группами Вейля соответствующих типов. Настоящая статья посвящена 
описанию кососимметрических групп монодромии краевых критических точек 
функций. В качестве примера полученных результатов опишем кососиммет-
рические группы монодромии простых особенностей 5,^, С^, F^. (т. е. симплек­
тические аналоги одноименных групп Вейля): линейный автоморфизм соот­
ветствующей решетки принадлежит кососимметрическои группе монодромии 
особенности 5^,, С^ или F^, если и только если он неподвижен на ядре косо-
симметрической формы, сохраняет кососимметрическую форму и орбиты ба­
зисных векторов при действии группы монодромии. В работе явно указаны 
орбиты базисных векторов (или, пользуясь геометрической терминологией, 
множество исчезающих циклов). 

В. И. Арнольдом предложена [1] конструкция, вкладывающая группу 
монодромии краевой особенности в группу монодромии некраевой особенно­
сти (в частности, особенностям ĵ̂ i. Су,, F^^ отвечают, соответственно, А^у,^^, 
Z>jx+i, EQ). А именно, решетка некраевой особенности наделяется инволюцией, 
для которой подрешетка антиинвариантных векторов изоморфна решетке 
соответствующей краевой особенности. Всякому оператору монодромии крае­
вой особенности, записанному в виде произведения образующих, ставится 
в соответствие оператор монодромии некраевой особенности, который комму­
тирует с инволюцией. В статье доказано, что если оператор монодромии осо­
бенности А211-1, £̂ jx+i или EQ коммутирует с инволюцией, то его ограничение 
на антиинвариантную решетку принадлежит группе монодромии особенно­
сти Ву^, Су, или 7̂ 4, соответственно. Это утверждение в качестве гипотезы выска­
зывалось С. В. Чмутовым. 

Особенности By, и Су, при описании монодромии проявляют специфиче­
ские свойства. Для этих особенностей отдельно доказан основной результат 
и описаны исчезающие циклы. 
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Я приношу искреннюю благодарность А. Н. Варченко и С. В. Чмутову, 
обш;ение с которыми позволило мне войти в круг задач и плодотворно сопут­
ствовало работе над статьей. 

§ 1. Диаграммы Дынкина и их инволюции 

1. Диаграммой Дынкина назовем конечный связный ориентированный 
граф Г, вершины которого пронумерованы, для каждой вершины указано, 
является она длинной или короткой, ребра, соединяющие любые две верши­
ны, ориентированы одинаково и число ребер, соединяющих любую длинную 
вершину с любой короткой, четно. Следуя [15], назовем диаграмму Дынкина 
короткой {длинной) диаграммой Вайнриба, если она содержит выделенную 
короткую (длинную) вершину, которая соединена со всеми другими верши­
нами минимальным возможным ненулевым числом ребер и ориентированы 
эти ребра от выделенной вершины. Две диаграммы Дынкина назовем двойст­
венными, если одна получается из другой переименованием длинных вершин 
в короткие и наоборот. Заметим, что диаграмма Дынкина, двойственная 
к длинной (короткой) диаграмме Вайнриба, есть короткая (длинная) диа­
грамма Вайнриба. 

2. С и м п л е к т и ч е с к а я р е ш е т к а . Пусть [i — число вершин 
графа Г. Решеткой диаграммы Дынкина Г назовем |и-мерную целочисленную 
решетку Яг с базисом ^ i , . . . , р̂, и определенной ниже кососимметрической 
формой Фг. Элемент базиса назовем коротким (длинным), если соответствую­
щая по номеру вершина графа Г является короткой (длинной). Определение 
формы Фг : I Фг (бг, ej) \ равно числу ребер, соединяющих i-ю и /-ю вершины 
диаграммы, если хотя бы одна из них короткая, и равно удвоенному числу 
ребер, соединяющих i-ю и /-ю вершины, если обе они длинные; знак числа 
Фг (^i, ej) выбирается в соответствии с ориентацией ребер, соединяющих 
i-ю и /-ю вершины. С формой Фг связано натуральное число Яг. Пусть а ^ 
^ Нт и Ха — кратность ковектора Фг {а, •) (т. е. Х̂  есть максимальное це­
лое число со свойством: Фг (а, Ь)/Ха е Z для любого b ^ Яг). Через 
Яг обозначим максимальное из чисел Ка для всех векторов а, образ которых 
в HT/^QY ФГ примитивен (не кратен). Пусть Яг — подрешетка в Яг, состоя­
щая из всех векторов а таких, что Я̂  кратно Яг. Легко видеть, что Яг — под­
решетка в Яг той же размерности |ы. Через Яз?,̂  обозначим гз^р-модуль 
Яг/2ЯгЯг, а через тс^к-^: Aut (Яг) -^ Aut {H^i^) — естественную проекцию* 

3. Д л и н н ы е и к о р о т к и е в е к т о р ы . Пусть Яг и Яг — под-
решетки решетки Яг, натянутые, соответственно, на короткие и длинные ба­
зисные векторы. Обозначим через р^: Яр -^ Яр и рр*. Яр -^ Яр проекции на 
Яг и Яг вдоль Яг и Яг. Пусть огд — кратность (НОД координат) ненулево­
го вектора а ^ Яг. Назовем вектор а коротким, если l/a^ р-р (а) ^ 2Яг 
и длинным, если l/a^ рг (а) е 2Яг (ср. [23], с. 134). Это определение согласо­
вано с названием базисных векторов. 

4. Т р а н с в е к ц и и и г р у п п а м о н о д р о м и и . Трансвек-
цией в векторе а ^ Яг относительно формы Фг назовем линейное преобра­
зование ha'. HY ->• Яг, определяемое формулой: ha (х) = х — Фг {х, а) а, 
если вектор а короткий, nha (х) = х — Фг {х, а)а/2, если вектор а длинный. 
Группой монодромии Мг назовем группу, порожденную трансвекциями 
в векторах базиса. Легко видеть, что группа монодромии переводит короткие 
(длинные) векторы в короткие (длинные). 

Л е м м а 1. Группы монодромии двойственных диаграмм Дынкина 
с \1 вергиинами сопряжены в GLĵ ^ (R) и изоморфны как абстрактные 
группы. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим решетку Я и кососимметрическую 
форму Ф одной из диаграмм в объемлющем решетку R*̂ . Пусть (е^, . . ., вп, 
/ ь . . ., fm) — ее базис, где ^i, . . ., вп — короткие векторы, /j^, . . ., f^y^ — 
длинные векторы. Рассмотрим замену базиса (е^, . . ., е^, Д, . . ., /^) ->-
- > ( / 2 ^ 1 , . . ., У2еп, / i / / 2 , . . ., fj\r2). Решетка, натянутая на новый 
базис, с кососимметрической формой, индуцированной формой Ф, изоморфна 
решетке двойственной диаграммы Дынкина, причем, векторы ]А2 ei отвечают 
длинным вершинам, а векторы /j/]/^2 — коротким вершинам. Матрица пере­
хода к новому базису сопрягает группы монодромии. 

Заметим, что длинные (короткие) векторы новой решетки получаются 
из коротких (длинных) векторов исходной решетки умножением (делением) 
на 1/"2. 

5. И с ч е з а ю щ и е в е к т о р ы и с л а б о о т м е ч е н н ы й б а ­
з и с . Скажем, что вектор а эквивалентен вектору Ъ при действии MY {а — 
—Мг^)? если существует /г,ЕЕ Мт такой, что h {а) = Ъ, Используя геометри­
ческую терминологию из [1, 15], назовем вектор из Нт коротким [длинным) 
исчезающим относительно MY, если он эквивалентен при действии MY одному 
из коротких (длинных) базисных векторов. 

По упорядоченному набору векторов из Яг с помощью формы Фр строит­
ся диаграмма Дынкина как в п. 2. Если набор образует базис, то решетка 
его диаграммы Дынкина естественно отождествляется с HY- ПО аналогии 
с определением из [17] назовем базис решетки HY С диаграммой Дынкина Г' 
слабо отмеченным для Г, если его элементы исчезают относительно MY И эле­
менты исходного базиса исчезают относительно Мг' . 

Л е м м а 2. 1) MY = MY'\ 
2) длинные, короткие и исчезающие векторы для диаграммы Г являются 

таковыми для диаграммы любого слабо отмеченного базиса решетки HY', 
3) число длинных и коротких векторов в слабо отмеченном базисе не за­

висит от выбора слабо отмеченного базиса. 
Д о к а з а т е л ь с т в о : 1), 2) очевидно; 3) — учитывая 2), достаточно 

показать, что в решетке диаграммы Теп длинными вершинами нет подрешет-
ки размерности д + 1, состоящей из длинных векторов. Пусть а ,̂ . . ., a^+i — 
п + 1 линейно-независимых длинных векторов. Проекции р'г (а^), . . . 
, , ., PY (<2n+i) линейно зависимы: существуют А-̂ , . . ., X^+i ^ Z не все рав­
ные нулю, так что %^pY {а^ + . . . + 'kn+iPv (<̂ n+i) — О- Тогда вектор 'kia^ + . . . 
. . . + A,̂ +ia^+i короткий. 

6. Э к в и в а л е н т н о с т ь д и а г р а м м . Скажем, что Г' экви­
валентна Г, если существует изоморфизм ф: HY' -^ HY соответствующих ре-
люток, такой что ф*Фг = Фр' и ф {e'l), . . ., ф (е[х) — слабо отмеченный ба­
зис в HY, причем, длинные (короткие) базисные векторы переходят в длин­
ные (короткие). Это определение задает отношение эквивалентности на мно­
жестве диаграмм Дынкина с заданным числом длинных и коротких 
вершин. 

7. И н в о л ю ц и и д и а г р а м м Д ы н к и н а . Пусть задана диаграм­
ма Дынкина Г без длинных вершин и ее инволюция о, индуцирующая инво­
люцию а' на решетке диаграммы Г, которая действует как композиция — 
перестановка соответствующих вершинам элементов базиса и —Id. Предпо­
ложим, что а ' сохраняет форму Фр. С парой (Г, а) связана диаграмма Дын­
кина Г ' , полученная факторизацией исходной диаграммы по действию 
инволюции и удваиванием ребер, соединяющих образы неподвижных и пере­
мещаемых (относительно инволюции) вершин диаграммы Г. Короткими вер­
шинами диаграммы Г' назовем образы неподвижных, а длинными — образы 
перемещаемых вершин. Очевидна 

Л е м м а 3. 1) Форма Фр' есть ограничение формы Фр на подрешетку 
^нтиинвариантных при действии инволюции векторов. 
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2) Для каждого оператора h' ^ Mv существует оператор h €Е Мт со^ 
свойствами: h коммутирует с инволюцией и его ограничение на антиинвариант­
ную решетку совпадает с h\ _^ 

8. П р и м е р . Рассмотрим стандартные диаграммы Дынкина Al^x-u 
/)д+1, EQ И ИХ нетривиальные инволюции. Описанной в п. 7 операцией из 
них получаются стандартные диаграммы Дынкина 5д, Сд, F^ соответствен­
но (см. [1]). 

V-
4 :<^—•••••—• с^ ;$s>—•••••—• 

Двойные ребра разделяют длинные и короткие вершины, причем стрел­
ка направлена к коротким вершинам. Для диаграмм в нижней строке прону­
меруем вершины и ориентируем ребра слева направо. 

9. Геометрическая ситуация. С каждой краевой особенностью связана осо­
бенность функции, четной по одной из переменных [1]. Диаграмма Дынкина 
краевой особенности получается из диаграммы Дынкина особенности четной 
функции операцией, описанной в п. 7. Инволюция диаграммы соответствует 
инволюции в целочисленных гомологиях неособого локального многообра­
зия уровня четной функции, индуцированной заменой знака координаты, пО' 
которой функция четна. В случае, когда число переменных рассматриваемых 
функций четно, группы монодромии краевой особенности и особенности чет­
ной функции изоморфны группам монодромии своих диаграмм Дынкина в 
смысле п. 4. 

Двойственность диаграмм Дынкина, по-видимому, отражает предложен­
ную И. Г. Щербак двойственность краевых особенностей [13]. Соответствую-
1ЦИЙ результат пока не доказан. 

Ниже под краевой особенностью будем понимать функцию на многообра­
зии с краем, имеющую изолированную особенность как на объемлюп];ем мно­
гообразии (край игнорируется), так и при ограничении на край. В терминах 
диаграммы Дынкина это означает наличие в ней хотя бы одной короткой 
и*одной длинной вершин. 

§|2» [Формулировки 

1. О с н о в н о й р е з у л ь т а т . 
Т е о р е м а ! (о м о н о д р о м и и ) . Для произвольной краевой особен­

ности с диаграммой Дынкина Г справедливо следующее утверждение: линей­
ный оператор h ^ Ant (Нт) принадлежит кососимметрическо й группе мо­
нодромии Мт этой особенности, если и только если выполнены условия: 

1) h сохраняет форму Фг; 
2) h |кег Фр = Id; 
3) Jt2,r {h\^)^ Я2,г ( M r L ). 

З а м е ч а н и я . 1) Если h сохраняет форму Фр, то h сохраняет Яр. 
Поэтому корректно определен оператор /г L и группа Мг L = {h\^ : 
г. п^ ^ ^^ ^ Г НТ 
h е Мт}. 

2) Для некраевых особенностей теорема 1 доказана в [15], для монодро­
мии полных пересечений — в [17]. 
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Т е о р е м а 2 (о к о м м у т и р о в а н и и ) . Пусть Г' — диаграмма 
Дынкина краевой особенности, Г — ее прообраз при факторизации относитель­
но инволюции. Если оператор h ^ Мт коммутирует с инволюцией, индуци­
рованной на решетке Нт, и 

то /г1яг. е Л ^ Г ' . 
Теорема 2 — прямое следствие теоремы 1 и ее некраевого аналога в 

!15]. 
2 . И н в а р и а н т н а я р е ш е т к а и н в о л ю ц и и . Для диаграм­

мы Дынкина краевой особенности отвечающая ей региетка инвариантных от­
носительно инволюции векторов, группа монодромии и исчезающие векторы 
этой решетки отождествляются с соответствующими объектами рассматривае­
мой особенности функции на объемлющем многообразии (край игнорируется). 
Этот факт вытекает из леммы 4 в § 3. В частности, для особенностей В^, 
C^i, F^ инвариантная группа монодромии изоморфна группе монодромии 
^jLt-i, А^, ^ 2 , соответственно (ср. [3]). 

3. П р о с т ы е к р а е в ы е особенности. 
Т е о р е м а 3 (о м о н о д р о м и и ) . Пусть Г— диаграмма Дынкина 

одной из особенностей В^, С^^, F^. Линейный оператор h ^ Aut {Пу) принад­
лежит кососимметрической группе монодромии М^ этой особенности, если 
и только если выполнены условия'. 

1) h сохраняет форму Фр; 
2) /г|кегФг = Id; 
3) h переводит исчезающие векторы в исчезающие, причем, длинные (ко­

роткие) в длинные (короткие). 
Т е о р е м а 4 (о к о м м у т и р о в а н и и ) . Пусть Г ' — диаграмма 

Дынкина одной из особенностей В^, С^, F^, Г — ее прообраз при факториза­
ции относительно инволюции, т. е. Г — диаграмма Дынкина особенности 
^211-1, D^+i или EQ, соответственно. Если оператор h ^ М^ коммутирует 
с инволюцией, индуцированной на решетке Н^, то Н\н-рг ^ Мг' . 

4. Г р у п п а G2- В теории особенностей группа Вейля G2 возникает при 
классификации критических точек функций на многообразии с особым краем 
13]. Для кососимметрической группы монодромии особенности G2 справедли­
ва теорема 3 и естественный аналог теоремы 4 (диаграмма Дынкина G2 полу­
чается из диаграммы Дынкина D^ факторизацией по действию циклической 
г р у п п ы Z g ) . 

5. С х е м а д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы 1. Необходимость 
условий 1) — 3) очевидна. Достаточность непосредственно вытекает из сле­
дующей теоремы. Обозначим через G-p группу линейных преобразований 
h ^ Aut (Пт), удовлетворяющих условиям: h сохраняет Фг; h |кегФг = 
= Id; K^xj. (h l^p = Id. 

Т е о р е м а 5 . 5 условиях теоремы 1 Gp CZ Мр. 
Для особенностей В^ и С^ теорема 5 следует из теоремы 3, так как в этом 

случае 2Хг = 4 и исчезающие векторы описываются своими проекциями по 
mod 4 (см. § 3). Для других краевых особенностей теорема 5 следует из 
предложений 1—5. 

П р е д л о ж е н и е 1 ( С В . Чмутов [15]). Пусть Г — диаграмма Дын­
кина. Если в Пт существует вектор, ковектор которого примитивен, то 
G'Y d Gr, где Gv — группа, порожденная квадратами трансвекций во всех 
лекторах из Пт-

П р е д л о ж е н и е 2. В решетке диаграммы Дынкина краевой особен­
ности, отличной от В^, существует вектор, ковектор которого примитивен. 
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П р е д л о ж е н и е 3. Пусть диаграмма Дынкина Г эквивалентна 
длинной и короткой диаграммам Вайнриба и имеет, более чем по одной длин­
ной и короткой вершине. Тогда GT d Mr-

П р е д л о ж е н и е 4. Диаграмма Дынкина краевой особенности экви­
валентна длинной и короткой диаграммам Вайнриба. 

П р е д л о ж е н и е 5. Краевая особенность с одной короткой (длин­
ной) вершиной в диаграмме Дынкина имеет тип Ву^ [Су). 

Предложения 2, 4, 5 доказаны в § 3; предложение 3 и теоремы 3, 4 — 
в § 5. В § 4 описаны исчезающие векторы. 

§ 3. Диаграммы Вайнриба 
Целью параграфа является доказательство эквивалентности диаграммы 

Дынкина краевой особенности диаграмм Вайнриба (длинной и короткой). 
Ключевую роль в доказательстве играет следующая геометрическая кон­
струкция. 

1. Т е о р е м а 6 (А. М. Габриэлов [21]). Пусть /: С"̂  ~> С имеет в точке 
края 2 = 0 (z: С̂  —> С — линейная функция) изолированную особенность 
и пусть f — особенность, полученная из f заменой z на z^. Тогда Oi) существует 
отмеченный базис {hj) исчезающих циклов для f\z=o + 2̂  1г отмеченный базис 
{е^} (т == О, + 1 , +2» . . •) исчезающих циклов для /, матрицы пересечений 
которых удовлетворяют условиям 

(eT,eJi) = (hj,hy), 
(e7,ef) = ( |m ' | - - |m 1)̂ -1 для \т' — т\=1, 
(ef, ef) = (— 1)^ (hj, hy) для \m' — m\ = iu{\m'\ — \m\){f — j) < 0. 
{ef,ef) = 0 для \m' — m\yi или (|m'l —|m | )( / — / ) > 0; 

6) инволюция z —> —z индуцирует инволюцию на базисе {е^^): е^ i-> е^> 
т, е. базис {ef} определяет отмеченный базис краевой особенности f [е] — 
короткие циклы, ef + е]^ для т ^ О — длинные циклы). 

Л е м м а 4. Часть диаграммы Дынкина в отмеченном базисе {е]\ Ĵ* + 
-^е"^, m ^ 0} для краевой особенности f, состоящая из длинных вершин 
и соединяющих их ребер, является диаграммой Дынкина особенности f на 
объемлющем многообразии {край игнорируется). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению локальное неособое многооб­
разие уровня {/ = 8} двулистно накрывает локальное неособое многообразие 
уровня {/ = е} и естественная проекция л:: {/ = е} —̂  {/ = е} переводит 
множество базисных длинных циклов в слабо отмеченный базис исчезающих 
циклов для / на объемлющем многообразии. Достаточно (для получения тога 
же образа) проектировать один из двух составляющих длинный цикл орто­
гональных симметричных исчезающих циклов. Причем, согласно теореме 6,. 
для каждого длинного цикла этот составляющий цикл можно выбрать так,, 
чтобы он не пересекался с любым невыбранным составляющим циклом любо­
го длинного цикла. Осталось заметить, что проекция я, как голоморфное 
преобразование, сохраняет индекс пересечения. 

Из теоремы 2.5.8 в [4], теоремы 6 и леммы 4 вытекает 
Л е м м а 5. Группа монодромии краевой особенности транзитивно дей­

ствует на множестве коротких исчезающих и на множестве длинных исче^ 
зающих циклов. 

2. Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 2. Поддиаграмма диа­
граммы Дынкина для базиса {е]', ef" + е]^, т^ 0}, состоящая из коротких 
вершин и соединяющих их ребер, является диаграммой Дынкина особен­
ности /|z=:o- Если эта особенность не морсовская, т. е. особенность / не есть. 
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5jLi, то в ее решетке существует вектор, ковектор которого примитивен 
(см. [15]). 

3. Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 4. Согласно теореме 6 и 
лемме 4 для каждой краевой особенности существует диаграмма Дынкина 
Г, для которой поддиаграммы, состоящие из коротких и из длинных вершин 
и соединяющих их ребер, являются диаграммами Дынкина некоторых не­
краевых особенностей. Тогда предложение 1 из [15] говорит, что эти поддиаг­
раммы эквивалентны, соответственно, короткой и длинной диаграммам 
Вайнриба. 

З а м е ч а н и е : если е^, , . ., е^ — слабо отмеченный базис краевой 
особенности, h — ее оператор монодромии, который порождается трансвек-
циями в векторах ei, , , ,, е^^, к ^ \х, то h (е^), , , ., h (̂ fe), ê +̂i, . . ., e^i — 
также слабо отмеченный базис. 

Из теоремы 6 следует, что в HY существуют длинный и короткий исче­
зающие векторы, которые пересекаются по 2. Согласно замечанию и лемме-
5 можно считать, что выделенные вершины построенных диаграмм Вайнриба 
отвечают пересекающимся по 2 векторам. Итак, существует слабо отмечен­
ный базис ^1, . . , вп, fi, - - --, fm со свойствами: et — короткие векторы, fj — 
длинные векторы, Фг (^i, ej,) == 1, Фг (/i, h) = 2 для /i: > 1, Фр (^i, /i) = 
= 2. Пусть Фг (^1, fi) = Ui для j ^ 1 и /i = fi — {rii — 2) fJ2. Тогда слабо 
отмеченному базису ^i, . . ., е„, / i , . . ., /m отвечает короткая диаграмма 
Вайнриба. Пусть Фг (/i, et) = rrii для i"^ \ ж e'l ~ ei -\- {rrii — 2) eJ2. Тогда 
слабо отмеченному базису ^i, . . ., вп, f\i - * •-, fm отвечает длинная диаграм­
ма Вайнриба. 

4. Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 5. Ввиду теоремы 6 и 
леммы 4 предложение 5 можно сформулировать так: если одна из двух осо­
бенностей, ассоциированных с краевой,— особенность на объемлющем мно­
гообразии (край игнорируется) и особенность ограничения на край—морсов-
ская, то другая — Л/^. «Это утверждение — частный случай следующего: коранг 
особенности на объемлющем многообразии отличается от коранга особенности, 
ограничения на край не более чем на 1. Последнее очевидно. 

§ 4, Исчезающие векторы 

Описание исчезающих векторов проводится по следующему плану: до­
казываются достаточные условия эквивалентности коротких векторов, из них 
выводятся достаточные условия исчезновения короткого вектора, переходом 
к двойственной диаграмме получаются достаточные условия исчезновения 
длинного вектора, вводится функция Вайнриба и в ее терминах дается явное-
описание. В общую схему не включаются особенности 5 ^ и Сд, для которых 
исчезающие векторы описаны отдельно. 

Следующая лемма обобщает аналогичное утверждение Б . Вайнриба в 
[18] и дает достаточные условия эквивалентности коротких векторов. 

Л е м м а 6. Пусть Г — короткая диаграмма Вайнриба; а, b ^ Нт» 
Тогда 

1) если Г имеет одну короткую вершину, ковекторы Фг (а, ')12\. 
Фг (&, •)12 примитивны и а— 6 ^ 2Д"г., т^о а '^MJ^Ъ\ 

2) если Г имеет более одной короткой вершины, ковекторы Фг (а, •), 
Фг (Ь, •) примитивны и р-р {а — Ъ) ^ 2J7r, то а — МрЬ-

Доказательство проведем для случая 1; 2) аналогично. 
Пусть ^1, . . ., ^д — базис решетки Д'г, причем ^̂  отвечает выделенной 

вершине диаграммы Вайнриба. Предположим Фг (а, е-^ = ??г и m не кратно 4. 
Будем искать б ^ Яг , зависящий только от класса а по модулю 2Нт 
такое, что б — Мр^. Для этого найдем а^ (ЕЕ: HY СО свойствами: а —Мг̂ 1»̂  
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<1 — а^^ 2Яг, I Фг (<̂ 1, ^i)| = 2. Поскольку ковектор Фг {а, •)/2 примитивен, 
то существует Cj такой, что Фг {а, Cj) = к и т ие делит к. Для р ^ Z и 8 = 
— + 1 рассмотрим ^2 = h^.hf^ (а) = а — тре-^^ — & {к — 2тр) Cj. Тогда 
а — а2 ^ 2Нт и | Фг («2, е;^)\ =\ т -{- 2& {к — 2тр)\ <^\т \ при подходящем 
выборе р ж г. Поэтому индукцией по \т\ можно найти %. Пусть 
Фг(^1, а-^ = 28, 8 = + 1 , Фг (^j, %) = п для некоторого / > 1. Если 
п кратно 4, то hi^^^'^he.h^^^^^'^ (а^ = а^ — 28^ -̂. Если п не кратно 4, то 
^̂ (2+п8)/4д2у̂ (2+п8)/4 ^̂ ^̂  ==. <2i — 28^ -̂. С ПОМОЩЬЮ указанных преобразований 
и оператора h^^ можно из вектора % получить вектор б со свойствами: 8—мг<^1» 
последовательные ненулевые координаты вектора б по модулю равны 1 и име­
ют чередующиеся знаки с первым коэффициентом положительным. Тогда 
& единственным образом определяется своим классом по модулю 2^г-

Пусть Фг (а, е{) делится на 4. Тогда существует Cj такой, что Фг {а, ej) 
не делится на 4. Значит, Фг (&, Cj) также не делится на 4. Пусть % = h^. (а), 
*1 = К' Ф)- Тогда Фг (^1, ^i) не делится на 4, а^ —MĴ CL, Ь^—м-^Ь и а-^—Ь^^ 
е 2^г . Следовательно, а̂  —м-p^i по доказанному выше. Лемма до­
казана. 

Сформулируем следствия леммы 6. Обозначим через Г ' и Г" поддиаграм­
мы диаграммы Дынкина Г, состоящие, соответственно, из коротких и из 
длинных вершин и соединяющих их ребер (вершины диаграмм Г ' и Г" счи­
таем короткими). 

С л е д с т в и е 1. Пусть Г — короткая диаграмма Вайнриба. Тогда 
1) если V состоит из одной вершины, то короткий вектор а ЕЕ HY исче­

зает относительно Мг, если и только если ковектор Фг {ос, •)/2 примитивен 
и а по модулю 2 исчезает относительно Мт по модулю 2; 

2) если Т' имеет более одной ееригины, то короткий вектор р ^ ^ г исче­
зает относительно MY, если и только если ковектор Фг (Р, •) примитивен и 
PY (Р) по модулю 2 исчезает относительно MY' по модулю 2. 

Переходя к двойственной диаграмме, получаем 
С л е д с т в и е 2. Пусть Г — длинная диаграмма Вайнриба. Тогда 
1) если Т" состоит из одной вершины, то длинный вектор а ^ HY исче­

зает относительно MY, если и только если ковектор Фг (ее, •)/2 примитивен 
и а по модулю 4 исчезает относительно MY по модулю 4; 

2) если Г'' имеет более одной вершины, то длинный вектор Р ЕЕ HY исче­
зает относительно MY, если и только если ковектор Фг (Р, -)/2 примитивен и 
PY (Р) по модулю 2 исчезает относительно MY" по модулю 2. 

Следствия 1, 2 и предложение 5 сводят описание исчезающих векторов 
краевой особенности, отличной от By, и С^, к описанию исчезающих по модулю 
2 векторов для поддиаграмм Г' и Т" диаграммы Дынкина Г этой особенности. 
Такое описание мы находим в [16]. Для некраевых особенностей, отличных 
от А^ и D^, описание исчезающих по модулю 2 векторов использует следую­
щую функцию Вайнриба [16, 18]. Напомним два ее определения (через Г 
обозначим диаграмму Дынкина без длинных вершин). 

Геометрическое: с каждым вектором а е ^ г свяжем поддиаграмму 
Та диаграммы Дынкина Г. i-R вершина диаграммы Г входит в граф Г^, если 
и только если i-я координата вектора а нечетна. Функция Вайнриба 
q: HYI2HY ~> Z/2Z определяется равенством: q (а mod 2HY) = % (Гд) mod 2,j 
где % (Та) — эйлерова характеристика графа. 

Алгебраическое: функция q определяется двумя условиями 
1) q{et mod2Яг) = 1, 
2) q Цх+у) mod 2Яг) = д{х mod 2Яг) + д{у mod 2Яг) + Фг {х, у) mod 2. 
Т е о р е м а ? (С. В. Чмутов [16]). Пусть Г — диаграмма Дынкина не­

краевой особенности, отличной omA^i и D^. Вектор а ^ Я г / 2 Я г исчезает, если 
и только если а ^ Кег (Фг mod 2) г̂  g (а) = 1. 
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Для особенностей А^ и D^i исчезающие векторы описаны в [16] в стан­
дартных базисах соответствующих решеток. Используя этот результат, не-̂  
трудно получить описание исчезающих векторов для особенностей В^ и С^ 
в стандартных базисах диаграмм из § 1, п. 8. Через %, . . ., % обозначим 
координаты вектора а ^ Z^. 

П р е д л о ж е н и е 6. Пусть Г — стандартная диаграмма Дынкина 
В^, Тогда 

1) короткий вектор а ^ i?r исчезает относительно Мт^ если и только^ 
если ковектор Фг (<2, •)/2 примитивен^ а^ mod 2 == i и вектор (1 + а2, 
<̂2 + <̂ з? • • •? <̂ й-1 + ^1^1 %) Diod 2 имеет ровно одну ненулевую координату^ 

2) длинный вектор а ^ Н^ исчезает относительно Мг, если и только^ 
если ковектор Фг (а, ^ / ^ примитивен и вектор {а^, ^2 + «з, . . ., %-1 + 
+ %» %) niod 2 имеет ровно две ненулевые координаты. 

П р е д л о ж е н и е 7. Пусть Г — стандартная диаграмма Дынкина 
Сд (|а > 2). Тогда 

1) короткий вектор а ^ jfiTr исчезает относительно Мг, еб̂ ^̂ г и только 
если ковектор Фг (Й ,̂ •) примитивен и вектор {а2, ^2 + ад, . . .̂^ <2jj,-i + а^, 
%) mod 2 имеет ровно две ненулевые координаты; 

2) длинный вектор а е i^r исчезает относительно Afr> с̂л̂ г гг только 
если ковектор Фг (fî , О/^ примитивен, а^ mod 2 = 1 1г ве^щор (1 + ^2/2, 
(а2 + аз)/2, . . ., (ад-1 + а|ы)/2, %/2) mod 2 имеет ровно одну ненулевую коор--
динату, 

§ 5. Доказательства 

1. Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 3. Достаточно прове­
сти доказательство для квадратов трансвекции в коротких векторах. Тогда 
переходом к двойственной диаграмме предложения 3 будет доказано и для 
квадратов трансвекции в длинных векторах. 

Рассмотрим короткий вектор а = 3 ^t^i^ записанный в базисе, отвечаю­
щем короткой диаграмме Вайнриба. Пусть в диаграмме Г, например, 1-я 
и 2-я вершины короткие, причем 1-я вершина является-выделенной в диаграм­
ме Вайнриба. Используя доказательство предложения 3 в [15] нетрудно по­
казать, что /г| е Мг, если и только если h^' ^ Мг, где рг (о:') = рт (ос) 
и рг (ее') = а^е-^ + а2^2? причем ag может быть произвольным нечетным 
числом (ai зависит от а^). В частности, существует а^ такое, что Фг (ос', 
е-^ = 1. Тогда, согласно следствию 1, а ' — исчезающий вектор и, следова­
тельно, h%' ^ Мт-

2. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Случай С^. Необходимость 
условий 1)—3) очевидна. Доказательство достаточности проведем в базисе 
стандартной диаграммы Дынкина С ,̂, которую обозначим через Г. По условию 
матрица h оператором из Мт приводится к виду, в котором 1-й столбец равен 
(1, О, . . . , 0 ) . Из сохранения формы Фг следует, что 2-я строка будет иметь 
вид (О, 1, О, . . ., 0). Рассмотрим стандартную диаграмму Дынкина А^-^, ее. 
решетку, кососимметрическую форму и трансвекции в векторах базиса. Легко, 
видеть, что ограничения формы Фг и трансвекции в векторах е^, , . ., е^ на 
подрешетку, натянутую на векторы e^j . . ., е^ совпадают с соответствующи­
ми объектами для А^^-^- Кроме того, из предложения 7 и описания исчезаю­
щих векторов для А^-^, в [16] следует, что ограничение оператора h на указан­
ную выше подрешетку переводит исчезающие для ^^,-2 векторы в исчезаю­
щие. Тогда, по теореме 4 в [16], (pi — 2) X {\i — 2)-матрица, стоящая в пра­
вом нижнем углу матрицы h, принадлежит группе монодромии для Ау,-^ и, 
следовательно, приводится к единичной трансвекциями в векторах е^, . . ., е^. 

Преобразование гт^: h —> h^^h hf^ при /^> 3 соответствует прибавлению 
к /-й координате 2-го столбца (/ — 1)-й и (/ + 1)-й с разными знаками, а при: 
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7 = 3 — прибавлению к 3-й координате 2-го столбца 4-й координаты с лю­
бым знаком. Обозначим через а = (а^, . . ., %-2) 2-й столбец матрицы h без 
первых двух координат и покажем, что с помощью указанных преобразова­
ний вектор а приводится к виду, в котором нет стоящих рядом ненулевых 
координат. 

Сначала покажем, что вектор а приводится к виду, в котором нет стоящих 
рядом ненулевых координат разного знака. Пусть a^_i = 0, а̂  ^ О, . . . 
. . ., а̂ - ^ О, aj+i <^ 0. Тогда aj — a^+i ^ О и, применяя Гу несколько раз, 
•сделаем а̂  ^ О и т. д. Пусть теперь a^_i = О, а̂  ]> О, . . ., а̂  ^ О, a^+i = 
= О (i <^ ]). Докажем, что действуя преобразованиями г ,̂ . . ., г̂  можно об­
ратить в нуль одну из координат ai,, . ., ay. Определим три числа ттг, к, п. 
Положим т = max {а^, . . ., ау}, к = max {s: i ^ <^^J, «s ~ ^ } - Пусть n 
•есть число тех s, i ^ s ^ j , для которых a^ = т. Если к = i, то, 
применяя rl'^i ухменьшаем а ,̂ тем самым уменьшая п, если ^ ^ 1, или 
уменьшая т, если ^ = 1. Пусть к ^ i. Если aj^+i ^ ctn-ii то, применяя 
Г/с, уменьшаем а;,-, тем самым уменьшая тг, если ^ ^ 1 , или уменьшая ттг, 
если^ = 1. Пусть а;̂ _1 = â ^+i. Тогда, применяя {ri+^Vi) (r,+2r^+i) . . . {г^Гц-^, 
получим вектор а, у которого равна нулю {i + 1)-я координата. Итерируя 
эти процедуры, получаем требуемый вид вектора а. Далее 2-й столбец мат­
рицы h легко приводится к виду (О, 1, О, . . , 0) с помощью оператора б = 
~ {^ез^гКх)'^ ^бз' который отличастся ОТ сдиничного ЛИШЬ элемонтами 
6i4 ^ 1 и 623 = 2. При этом матрица h приводится к единичной. 

Доказательство для В^ легко следует из двойственности диаграмм В^ 
и Сд, доказательство для F^ аналогично доказательству для С ,̂. 

3. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Из § 1, п. 7 следует, что фор­
ма Фг' есть ограничение формы Фг на подрешетку антиинвариантных при 
действии инволюции векторов и всякий оператор из Мг^ есть ограничение 
коммутирующего с инволюцией оператора из М^ на ту же подрешетку. Поэто­
му описание исчезающих относительно Мг векторов [16] дает необходимые 
условия исчезновения векторов относительно M f . Согласно предложениям 
6, 7 и теореме 7 эти условия являются также и достаточными. Отсюда, по 
теореме 4 из [16], получаем, что ограничение любого коммутирующего с ин­
волюцией оператора из Мг на подрешетку антиинвариантных векторов удов­
летворяет условиям теоремы 3, т. е. принадлежит Мг'. 
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