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Тема и цель исследования. В данной статье исследуются продольные волны деформации в физически нели-
нейных соосных упругих оболочках, содержащих вязкую несжимаемую жидкость между ними. Учтено влияние на
амплитуду и скорость волны инерции движения жидкости и окружающей среды, а также демпфирующие свойства
конструкционных материалов, из которых выполнены волноводы, то есть конструкционное демпфирование. Метода-
ми качественного анализа невозможно исследовать модели волн деформаций в случае заполнения оболочек вязкой
несжимаемой жидкостью и при наличии конструкционного демпфирования в продольном направлении. Это приво-
дит к необходимости применения численных методов. Методы. Для построения математической модели явления
применяется асимптотический метод двухмасштабных разложений. Численное исследование модели, построенной
в ходе данной работы, проводится с использованием разностной схемы для уравнения, аналогичной схеме Кранка–
Николсона для уравнения теплопроводности. Результаты. При отсутствии влияния конструкционного демпфирова-
ния в продольном направлении, скорость и амплитуда волны не меняются. Движение происходит в отрицательном
направлении. Это означает, что скорость движения дозвуковая. Результат вычислительного эксперимента совпадает
с точным решением, следовательно, разностная схема и разрешающие уравнения адекватны. При наличии вязкой
несжимаемой жидкости между оболочками происходит перекачка энергии между ними. Наличие окружающей сре-
ды увеличивает скорость движения волны во внешней оболочке, а конструкционное демпфирование в нормальном
направлении уменьшает скорость движения волны во внешней оболочке. Конструкционное демпфирование в про-
дольном направлении приводит к уменьшению амплитуды волны.

Ключевые слова: нелинейные волны, упругие цилиндрические оболочки, вязкая несжимаемая жидкость, разностная
схема Кранка–Николсона.
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Subject of the study. Longitudinal deformation waves are investigated in physically nonlinear coaxial elastic shells
with a viscous incompressible fluid between its. There are taken into account effect on the amplitude and speed of inertia
wave of the fluid and the environment, and as well as the damping properties of the structural materials, from which the
waveguides are made. It is impossible to study the models of deformation waves using the methods of qualitative analysis in
the case of filling the shell with a viscous incompressible fluid and in the presence of structural damping in the longitudinal
direction. This leads to the need for numerical methods. Methods. To construct a mathematical model of the phenomenon, the
asymptotic method of two-scale decompositions is used. Constructed in the course of this work model is studied numerically
using a difference scheme for an equation similar to scheme of Crank–Nicholson for heat equation. Results. At the absence of
structural damping in longitudinal direction, the speed and amplitude of the wave does not change. Result of the computational
experiment coincides with the exact solution; therefore, the difference scheme and the resolving equations are adequate.
In the presence of viscous incompressible fluid between the shells, energy is transfered between ones. Due to the environment
the wave speed is increased in the outer shell. At structural damping in the normal direction the speed of the wave is decrease
in the outer shell. The presence of structural damping in the longitudinal direction leads to decrease of wave amplitudes.
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system.
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Введение

Исследование волнового процесса в упругих оболочках имеет широкое применение в раз-
личных технических областях. Распространение волн деформации в упругих, вязкоупругих и
нелинейных вязкоупругих оболочках рассмотрено в [1–6] без учета взаимодействия оболочек
с вязкой несжимаемой жидкостью. В [7–11] рассмотрено взаимодействие оболочки с вязкой
несжимаемой жидкостью, но без учета волновых явлений, также не исследовано влияние ло-
кальных членов инерции.

Невозможно исследовать модели волн деформаций методами качественного анализа в слу-
чае заполнения оболочки вязкой несжимаемой жидкостью. Это приводит к необходимости при-
менения численных методов. Так, в работе [12] рассмотрена кубически нелинейная оболочка с
жидкостью внутри без учета влияния окружающей среды и демпфирующих свойств конструкци-
онных материалов, из которых выполнены волноводы, то есть конструкционного демпфирования
и инерции движения жидкости. В работе [13] рассмотрены две соосные кубически нелинейные
оболочки с жидкостью между ними без учета влияния окружающей среды, конструкционного
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демпфирования и без учета инерции движения жидкости. В работе [14] дополнительно к [13]
рассмотрено наличие жидкости во внутренней оболочке без учета инерции ее движения. В ра-
боте [15] рассмотрены две соосные оболочки, в отличие от [12–14] с квадратической нелиней-
ностью, с вязкой жидкостью как между ними, так и во внутренней оболочке, аналогично [14],
но с учетом влияния окружающей упругой среды на внешнюю оболочку как в нормальном, так
и в касательном направлении. Инерция движения жидкости и конструкционные демпфирова-
ния не рассматривалась. В этих работах исследования проводились на базе численных мето-
дов [16–18].

В данной статье методом возмущений по малому параметру задачи получены математиче-
ские модели волнового процесса в бесконечно длинных нелинейных соосных цилиндрических
упругих оболочках с кубической зависимостью между компонентами тензора напряжений и ком-
понентами тензора деформаций. Они отличаются от известных учетом наличия конструкционно-
го демпфирования в нормальном и продольном направлениях, влияния окружающей внешнюю
оболочку упругой среды в нормальном направлении, наличия несжимаемой вязкой жидкости
между оболочками. При этом учитывается инерция движения жидкости. Эти модели получены
на основе связанных задач гидроупругости, которые описываются уравнениями динамики оболо-
чек и несжимаемой вязкой жидкости с соответствующими краевыми условиями, в виде системы
обобщенных модифицированных уравнений Кортевега–де Вриза (МКдВ). Выявлены эффекты
влияния конструкционного демпфирования, упругой окружающей внешнюю оболочку среды и
несжимаемой вязкой жидкости между оболочками с учетом инерции ее движения на поведе-
ние волны деформаций в соосных оболочках. Наличие волны деформаций во внешней оболочке
приводит к возникновению волны деформаций во внутренней оболочке, которой не было в на-
чальный момент времени, и происходит «перекачка энергии» (через слой жидкости) от внешней
оболочки к внутренней, которая сопровождается немонотонным падением амплитуды волны во
внешней оболочке и, как следствие, немонотонным снижением скорости её распространения.
При этом во внутренней оболочке происходит немонотонное увеличение амплитуды. Вследствие
колебаний амплитуд и скоростей, с течением времени их скорости и амплитуды выравниваются.

Численное исследование модели, построенной в ходе данной работы, проводится с ис-
пользованием разностной схемы, аналогичной схеме Кранка–Николсона [19].

1. Методика

1.1. Определяющие и разрешающие соотношения физически нелинейной теории обо-
лочек. Деформационная теория пластичности А.А. Илюшина [20, 21] связывает компоненты
тензора напряжений σ𝑥, σΘ с компонентами тензора деформаций 𝜀𝑥, 𝜀Θ и квадратом интенсив-
ности деформаций 𝜀𝑢 в виде кубической зависимости напряжений от деформации [22, 23].

σ(𝑖)𝑥 =
𝐸

1 − µ20

(︁
𝜀(𝑖)𝑥 + µ0𝜀
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,

где 𝐸 – модуль Юнга; 𝑚 – константа материала, определяемая из опытов на растяжение или
сжатие; µ0 – коэффициент Пуассона материала оболочки.
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Рассмотрим осесимметричные соосные цилиндрические оболочки. Обозначим: 𝑅1 – ради-
ус внутренней поверхности внешней оболочки; 𝑅2 – радиус внешней поверхности внутренней
оболочки; 𝑅(𝑖) – радиусы срединных поверхностей; ℎ(𝑖)0 – толщины оболочки; 𝑈 (𝑖) – продольное
упругое перемещение; 𝑊 (𝑖) – прогиб, направленный к центру кривизны (𝑖 = 1 для внешней,
𝑖 = 2 для внутренней оболочки). При этом 𝑅1 = 𝑅(1) − ℎ

(1)
0 /2, 𝑅2 = 𝑅(2) + ℎ

(2)
0 /2.

Запишем связь компонент деформаций с упругими перемещениями в виде [10]
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где 𝑥 – продольная координата вдоль срединной поверхности; 𝑧 – нормальная координата в
оболочке (−ℎ

(𝑖)
0 /2 ≤ 𝑧 ≤ ℎ

(𝑖)
0 /2). Квадрат интенсивности деформаций запишем в виде
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(3)

Определим усилия в срединной поверхности оболочки и момент по следующим формулам:
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Уравнения динамики для оболочек запишем так же, как и в физически линейной теории
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где 𝑡 – время; ρ(𝑖)0 – плотность материала оболочки; 𝑞
(𝑖)
𝑥 , 𝑞𝑛 – напряжения со стороны жид-

кости, находящейся внутри кольцевого сечения; 𝑟, 𝑥 – цилиндрические координаты; 𝜀1, 𝜀2 –
коэффициенты конструкционного демпфирования в продольном и нормальном направлениях;
𝑘1 – коэффициент постели окружающей упругой среды [24,25].
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Подставляя (1)–(4) в (5), получим уравнения в перемещениях
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)︃2

− µ0
𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)

⎤⎦×

×

⎡⎣µ1
⎡⎣⎛⎝𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2
⎞⎠2

+

(︃
𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)

)︃2
⎤⎦+ µ2

⎛⎝𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2
⎞⎠𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)

⎤⎦+

+
ℎ
(𝑖)
0

2

12

(︃
𝜕2𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥2

)︃2
⎡⎣3µ1

⎛⎝𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2
⎞⎠+ (µ2 − µ1µ0)

𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)

⎤⎦⎫⎬⎭
⟩

=

= ρ0ℎ
(𝑖)
0

𝜕2𝑈 (𝑖)

𝜕𝑡2
+ 𝜀1

1

𝑙
ρ0ℎ

(𝑖)
0

√︃
𝐸

ρ0
(︀
1 − µ20

)︀ 𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑡
−

[︃
𝑞(𝑖)𝑥 −𝑊 (𝑖)𝜕𝑞

(𝑖)
𝑥

𝜕𝑟
+ 𝑈 (𝑖)𝜕𝑞

(𝑖)
𝑥

𝜕𝑥

]︃
𝑅(𝑖)

− 𝐸ℎ
(𝑖)
0

3

12
(︀
1 − µ20

)︀ 𝜕2

𝜕𝑥2

⟨
𝜕2𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥2

⎧⎨⎩1 − 4

3

𝑚

𝐸

⎡⎣3µ1

⎡⎣𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2
⎤⎦2⎤⎦+

+2 (µ2 − µ1µ0)

⎡⎣𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2
⎤⎦𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)
+ (µ1 − µ2µ0)

(︃
𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)

)︃2

+

+3
ℎ
(𝑖)
0

2

20
µ1

(︃
𝜕2𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥2

)︃2
⎫⎬⎭
⟩

+
𝐸ℎ

(𝑖)
0

1 − µ20
𝜕

𝜕𝑥

⟨
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

⎡⎣𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2

− µ0
𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)
−

−4

3

𝑚

𝐸

⎧⎨⎩
⎡⎣𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2

− µ0
𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)

⎤⎦⎡⎣µ1
⎡⎣⎛⎝𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2
⎞⎠2

+ (6)

+

(︃
𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)

)︃2
⎤⎦+ µ2

⎛⎝𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2
⎞⎠𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)

⎤⎦+
ℎ
(𝑖)
0

2

12

(︃
𝜕2𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥2

)︃2 [︃
3µ1

(︃
𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

+
1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2
⎞⎠+ (µ2 − µ1µ0)

𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)

⎤⎦⎫⎬⎭
⎤⎦⟩+

𝐸ℎ
(𝑖)
0

1 − µ20
1

𝑅(𝑖)

⟨
µ0

⎡⎣𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2
⎤⎦−

−𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)
− 4

3

𝑚

𝐸

⎧⎨⎩
⎡⎣µ0

⎛⎝𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2
⎞⎠− 𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)

⎤⎦⎡⎣µ1
⎡⎣⎛⎝𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2
⎞⎠2

+

+

(︃
𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)

)︃2
⎤⎦+ µ2

⎛⎝𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2
⎞⎠𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)

⎤⎦+

+
ℎ20

(𝑖)

12

(︃
𝜕2𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥2

)︃2
⎡⎣3µ1µ0

⎛⎝𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑥
+

1

2

(︃
𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑥

)︃2
⎞⎠+ (µ1 − µ2µ0)

𝑊 (𝑖)

𝑅(𝑖)

⎤⎦⎫⎬⎭
⟩

=

= ρ0ℎ
(𝑖)
0

𝜕2𝑊 (𝑖)

𝜕𝑡2
+ 𝜀2

𝑙

𝑅(𝑖)2
ρ0ℎ

(𝑖)
0

√︃
𝐸

ρ0
(︀
1 − µ20

)︀ 𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑡
+

+𝑘1
ℎ0

𝑅(𝑖)3
ρ0ℎ

(𝑖)
0

𝐸

ρ0
(︀
1 − µ20

)︀𝑊 (𝑖) (2 − 1) − (−1)𝑖−1

[︂
𝑞𝑛 −𝑊 (𝑖)𝜕𝑞𝑛

𝜕𝑟
+ 𝑈 (𝑖)𝜕𝑞𝑛

𝜕𝑥

]︂
𝑅(𝑖)

.
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1.2. Асимптотический метод исследования уравнений оболочек с жидкостью. Прово-
димые оценки в безразмерных переменных характеризуют рассматриваемые задачи. Для волно-
вых задач оболочку считаем бесконечной. Для продольных волн в оболочке вводятся безразмер-
ные переменные и безразмерные параметры. Принимаем за характерную длину 𝑙 – длину волны,
а 𝑢𝑚, 𝑤𝑚 – характерные значения упругих перемещений

𝑊 (𝑖) = 𝑤𝑚𝑢
(𝑖)
3 , 𝑈 (𝑖) = 𝑢𝑚𝑢

(𝑖)
1 , 𝑥* =

𝑥

𝑙
, 𝑡* =

𝑐0
𝑙
𝑡, 𝑟* =

𝑟

𝑅(𝑖)
,

𝑤𝑚 = ℎ
(𝑖)
0 , 𝑢𝑚 =

ℎ
(𝑖)
0 𝑙

𝑅(𝑖)
,

(7)

𝑐0 =
√︁

𝐸
ρ(1−µ0) – скорость распространения продольных упругих волн в оболочке.

Положим

ℎ
(𝑖)
0

𝑅(𝑖)
= 𝜀 ≪ 1,

𝑅(𝑖)2

𝑙2
= 𝑂 (𝜀) ,

𝜀1
𝜀

= 𝑂 (1) ,
𝜀2
𝜀

= 𝑂 (1) , 𝑘1 = 𝑂 (1) ,
𝑤𝑚

ℎ
(𝑖)
0

= 𝑂 (𝜀) ,

𝑢𝑚
𝑙

𝑅(𝑖)

ℎ
(𝑖)
0

= 𝑂 (1) ,
𝑚𝜀

𝐸
= 𝑂 (1) ,

ℎ
(𝑖)
0

2

𝑙2
=

ℎ
(𝑖)
0

2

𝑅(𝑖)2
· 𝑅

(𝑖)2

𝑙2
= 𝜀3,

(8)

где 𝜀 – малый параметр задачи. Введем независимые переменные в виде

ξ = 𝑥* − 𝑐𝑡*, τ = 𝜀𝑡*, (9)

где τ – медленное время; 𝑐 – скорость волны. Зависимые переменные представим в виде асимп-
тотического разложения

𝑢
(𝑖)
1 = 𝑢

(𝑖)
10 + 𝜀𝑢

(𝑖)
11 + ..., 𝑢

(𝑖)
3 = 𝑢

(𝑖)
30 + 𝜀𝑢

(𝑖)
31 + ... (10)

Получим систему уравнений, подставив (7)–(10) в (6) и оставляя члены порядка 𝜀

𝜕

𝜕ξ

⟨
𝜕𝑢

(𝑖)
10

𝜕ξ
− µ0

𝑤𝑚𝑙

𝑢𝑚𝑅(𝑖)
𝑢
(𝑖)
30

⟩
= 𝑐2

𝜕2𝑢
(𝑖)
10

𝜕ξ2
,

µ0
𝜕𝑢

(𝑖)
10

𝜕ξ
− 𝑤𝑚𝑙

𝑢𝑚𝑅(𝑖)
𝑢
(𝑖)
30 = 0.

(11)

Из этой системы получаем

𝑤𝑚𝑙

𝑢𝑚𝑅(𝑖)
𝑢
(𝑖)
30 = µ0

𝜕𝑢
(𝑖)
10

𝜕ξ
, 𝑐2 = 1 − µ20. (12)

Таким образом 𝑢
(𝑖)
10 – является произвольной функцией, а безразмерная скорость волны

𝑐 =
(︀
1 − µ20

)︀ 1
2 и, следовательно, скорость волны равна

√
𝐸/ρ0 – скорости волны в стержне.

Поскольку оболочка имеет бесконечную длину, то

ξ =
1

𝑙

(︃
𝑥−

√︂
𝐸

ρ0
𝑡

)︃
.

.

440
Могилевич Л.И., Блинков Ю.А., Иванов С.В.

Известия вузов. ПНД, 2020, т. 28, № 4



Далее получим систему уравнений в приближении 𝜀2, с учетом (12)

µ20
𝜕2𝑢

(𝑖)
11

𝜕2ξ
− µ0

𝑤𝑚𝑙

𝑢𝑚𝑅(𝑖)

𝜕𝑢
(𝑖)
31

𝜕ξ
=

= −4

3

𝑚

𝐸

(︁𝑢𝑚
𝑙

)︁2 (︀
1 − µ20

)︀ (︀
µ1 + µ2µ0 + µ1µ20

)︀
3

(︃
𝜕𝑢

(𝑖)
10

𝜕ξ

)︃2
𝜕2𝑢

(𝑖)
10

𝜕2ξ
−

−2
√︁

1 − µ20
𝜕2𝑢

(𝑖)
10

𝜕ξ𝜕τ
− 𝜀1

𝜀

√︁
1 − µ20

𝜕𝑢
(𝑖)
10

𝜕ξ
− 𝑙2

𝜀𝑢𝑚ρ0ℎ
(𝑖)
0 𝑐20

𝑞(𝑖)𝑥 , (13)

µ0
𝜕𝑢

(𝑖)
11

𝜕ξ
− 𝑤𝑚𝑙

𝑢𝑚𝑅(𝑖)
𝑢
(𝑖)
31 =

1

𝜀

𝑅(𝑖)2

𝑙2
(︀
1 − µ20

)︀
µ0

𝜕3𝑢
(𝑖)
10

𝜕ξ3
−

−𝜀2
𝜀
µ0
√︁

1 − µ20
𝜕2𝑢

(𝑖)
10

𝜕ξ2
+ 𝑘1

1

𝜀

ℎ0

𝑅(𝑖)

𝜕𝑢
(𝑖)
10

𝜕ξ
(2 − 𝑖) − 𝑅(𝑖)𝑙

𝜀𝑢𝑚ρ0ℎ
(𝑖)
0 𝑐20

(−1)𝑖−1 𝑞𝑛.

Исключая из системы (13) 𝑢11 и 𝑢31, получим разрешающие уравнения

𝜕2𝑢
(𝑖)
10

𝜕ξ𝜕τ
− 𝑚

𝐸𝜀

(︁𝑢𝑚
𝑙

)︁2
2
√︁

1 − µ20
(︀
µ1 + µ2µ0 + µ1µ20

)︀(︃𝜕𝑢
(𝑖)
10

𝜕ξ

)︃2
𝜕2𝑢

(𝑖)
10

𝜕2ξ
+

+
1

𝜀

𝑅(𝑖)2

𝑙2
µ20
√︀

1 − µ20
2

𝜕4𝑢
(𝑖)
10

𝜕4ξ
+

𝜀1
𝜀

1

2

𝜕𝑢
(𝑖)
10

𝜕ξ
+

𝜀2
𝜀

1

2

𝜕3𝑢
(𝑖)
10

𝜕ξ3
+ 𝑘1

µ20
2
√︀

1 − µ20

1

𝜀

ℎ0

𝑅(𝑖)

𝜕2𝑢
(𝑖)
10

𝜕ξ2
(2 − 𝑖) =

= − 1

2
√︀

1 − µ20

𝑙2

𝜀𝑢𝑚ρ0ℎ
(𝑖)
0 𝑐20

[︂
𝑞(𝑖)𝑥 − µ0

𝑅

𝑙
(−1)𝑖−1 𝜕𝑞𝑛

𝜕ξ

]︂
. (14)

В полученной системе уравнений имеем обобщение модифицированных уравнений Кор-
тевега–де Вриза–Бюргерса (МКдВ-Б) для 𝜕𝑢

(𝑖)
10/𝜕ξ.

В случае отсутствия жидкости правая часть уравнений равна нулю и получаются МКдВ-Б.
Надо определить правую часть, решая уравнения гидродинамики.

1.3. Исследование напряжений, действующих на оболочку со стороны находящейся
внутри жидкости. Рассмотрим две соосные бесконечно длинные упругие оболочки (рис. 1),
внутри которых находится вязкая несжимаемая жидкость.

Уравнение движения несжимаемой вязкой жидкости и уравнение неразрывности в цилин-
дрической системе координат (𝑟,Θ, 𝑥) в случае осесимметричного течения [15] записываются в
виде

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑟

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑟
+ 𝑉𝑥

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥
+

1

ρ
𝜕𝑝

𝜕𝑟
= ν

(︂
𝜕2𝑉𝑟

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑟
+

𝜕2𝑉𝑟

𝜕𝑥2
− 𝑉𝑟

𝑟2

)︂
,

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑟

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑟
+ 𝑉𝑥

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑥
+

1

ρ
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= ν

(︂
𝜕2𝑉𝑥

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑟
+

𝜕2𝑉𝑥

𝜕𝑥2

)︂
, (15)

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑡
+

𝑉𝑟

𝑟
+

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑥
= 0.
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Рис. 1. Упругие бесконечно длинные соосные цилиндрические оболочки

Fig. 1. Elastic infinitely long coaxial cylindrical shells

На границе оболочек и жидкости (см. рис. 1) при 𝑟 = 𝑅𝑖 − 𝑊 (𝑖) выполняются условия
прилипания жидкости [15]

𝑉𝑥 =
𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑡
𝑉𝑟 = −𝜕𝑊 (𝑖)

𝜕𝑡
. (16)

Здесь 𝑉𝑟, 𝑉𝑥 – проекции на оси цилиндрической системы координат вектора скорости; δ – тол-
щина слоя жидкости при кольцевом сечении трубы (𝑅1 = 𝑅2 + δ); 𝑝 – давление в жидкости; ρ –
плотность жидкости; ν – кинематический коэффициент вязкости.

Напряжения со стороны слоя жидкости определяются формулами

𝑞𝑛 =
[︁
𝑃𝑟𝑟 cos

(︁
̂−𝑛̄(𝑖), 𝑛̄𝑟

)︁
+ 𝑃𝑟𝑥 cos

(︁
−̂𝑛̄(𝑖), 𝑖̄

)︁]︁⃒⃒⃒
𝑟=𝑅𝑖−𝑊 (𝑖)

,

𝑞𝑥 = −
[︁
𝑃𝑟𝑥 cos

(︁
̂−𝑛̄(𝑖), 𝑛̄𝑟

)︁
+ 𝑃𝑥𝑥 cos

(︁
−̂𝑛̄(𝑖), 𝑖̄

)︁]︁⃒⃒⃒
𝑟=𝑅𝑖−𝑊 (𝑖)

,

(17)

𝑃𝑟𝑟 = −𝑝 + 2ρν
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑟
𝑃𝑟𝑥 = ρν

(︂
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑟
+

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑥

)︂
, 𝑃𝑥𝑥 = −𝑝 + 2ρν

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑥
.

Здесь 𝑛̄ – нормаль к срединной поверхности 𝑖-й оболочки, 𝑛̄𝑟, 𝑛̄Θ, 𝑖̄ – орты базиса (𝑟,Θ, 𝑥)
цилиндрической системы координат, центр которой расположен на геометрической оси. Если
снести напряжения на невозмущенную поверхность оболочки, то можно считать −𝑛̄ = 𝑛̄𝑟 и

cos
(︁

̂−𝑛̄(𝑖), 𝑛̄𝑟

)︁
= 1, cos

(︁
−̂𝑛̄(𝑖), 𝑖̄

)︁
= 0.

Введем безразмерные переменные и параметры

𝑉𝑟 = 𝑤𝑚
𝑐0
𝑙
𝑣𝑟, 𝑉𝑥 = 𝑤𝑚

𝑐0
δ
𝑣𝑥, 𝑟 = 𝑅2 + δ𝑟*, 𝑝 =

ρν𝑐0𝑙𝑅𝑖𝑤𝑚

δ3
𝑃 + 𝑝0,

ψ =
δ
𝑅2

= 𝑜 (1) , λ =
𝑤𝑚

δ
=

𝑤𝑚

𝑅2

𝑅2

δ
= 𝑜

(︁ 𝜀
ψ

)︁
,

𝑤𝑚

𝑅2
=

𝑤𝑚

δ
δ
𝑅2

= λψ,

𝑤𝑚

𝑙
=

𝑤𝑚

δ
δ
𝑅𝑖

𝑅𝑖

𝑙
= λψ𝜀

1
2 ,

δ
𝑙

=
δ
𝑅𝑖

𝑅𝑖

𝑙
= ψ𝜀

1
2 .

(18)
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Полагая теперь δ/𝑙 = 0, δ/𝑅2 = 0 (нулевое приближение по δ/𝑙 – гидродинамическая
теория смазки) и раскладывая давление и компоненты скорости по степеням малого параметра λ

𝑃 = 𝑃 0 + λ𝑃 1 + ..., 𝑣𝑥 = 𝑣0𝑥 + λ𝑣1𝑥 + ..., 𝑣𝑥 = 𝑣0𝑟 + λ𝑣1𝑟 + ..., (19)

для первых членов разложения получим уравнения

𝜕𝑃 0

𝜕𝑟*
= 0, 𝑅̃𝑒

𝜕𝑣0𝑥
𝜕𝑡*

+
𝜕𝑃 0

𝜕𝑥*
=

𝜕2𝑣0𝑥
𝜕𝑟*2

,
𝜕𝑣0𝑟
𝜕𝑟*

+
𝜕𝑣0𝑥
𝜕𝑥*

= 0, 𝑅̃𝑒 =
δ
𝑙

δ𝑐0
ν

(20)

и граничные условия

𝑣0𝑟 = −𝜕𝑢
(1)
3

𝜕𝑡*
, 𝑣0𝑥 = 0, где 𝑟* = 1,

𝑣0𝑟 = −𝜕𝑢
(2)
3

𝜕𝑡*
, 𝑣0𝑥 = 0, где 𝑟* = 0.

(21)

С точностью до ψ, λ, из (17) получим

𝑞(𝑖)𝑥 ≈ −ρν𝑤𝑚𝑐0
δ2

𝜕𝑣0𝑥*

𝜕𝑟*

⃒⃒⃒⃒
𝑟* = 0

𝑟* = 1

,

𝑞𝑛 ≈ −ρν𝑐0𝑙𝑤𝑚

δ3
𝑃 0.

(22)

Полагая 𝑐0/𝑙 равной частоте ω и при гармонической зависимости давления, скоростей жид-
кости и упругих перемещений оболочки от времени, получим точное решение задачи (20), (21)

𝑃 =

∫︁∫︁ [︃
12γ

(︃
𝜕𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*
− 𝜕𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*

)︃
+ α𝑅̃𝑒

(︃
𝜕2𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*2
− 𝜕2𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*2

)︃]︃
𝑑𝑥*𝑑𝑥*,

𝜕𝑣0𝑥
𝜕𝑡*

⃒⃒⃒⃒
𝑟*=1

=

∫︁ [︃
6γ

(︃
𝜕𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*
− 𝜕𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*

)︃
+
α− 1

2
𝑅̃𝑒

(︃
𝜕2𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*2
− 𝜕2𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*2

)︃]︃
𝑑𝑥*, (23)

𝜕𝑣0𝑥
𝜕𝑡*

⃒⃒⃒⃒
𝑟*=0

=

∫︁ [︃
6γ

(︃
𝜕𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*
− 𝜕𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*

)︃
+
α− 1

2
𝑅̃𝑒

(︃
𝜕2𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*2
− 𝜕2𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*2

)︃]︃
𝑑𝑥*,

где 2𝜀2 = (δ20ω)/ν = 𝑅̃𝑒 – число Рейнольдса,

γ (ω) =
1

6

𝜀3 (sinh 𝜀− sin 𝜀)

𝜀2 (cosh 𝜀 + cos 𝜀) − 2𝜀 (sinh 𝜀 + sin 𝜀) + 2 (cosh 𝜀− cos 𝜀)
,

α (ω) =
𝜀 [𝜀 (cosh 𝜀 + cos 𝜀) − (sinh 𝜀 + sin 𝜀)]

𝜀2 (cosh 𝜀 + cos 𝜀) − 2𝜀 (sinh 𝜀− sin 𝜀) + 2 (cosh 𝜀− cos 𝜀)
.

(24)

При этом γ(ω) = 1 и α(ω) = 1.2 для 𝜀 ≪ 1.
Из-за нелинейности разрешающих уравнений (14), отбросим предположение о гармониче-

ской зависимости от времени параметров жидкости и применим метод итерации, считая 𝑅̃𝑒 < 1.
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На первом шаге итерации полагаем 𝑅̃𝑒 = 0 (гидродинамическая теория смазки) [14].
Из уравнений движения жидкости получаем с учетом граничных условий

𝑃 0 = 12

∫︁ [︃∫︁ (︃
𝜕𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*
− 𝜕𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*

)︃
𝑑𝑥*

]︃
𝑑𝑥*,

𝜕𝑣0𝑥
𝜕𝑡*

=
(︁
𝑟*2 − 𝑟*

)︁
6

∫︁ (︃
𝜕2𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*2
− 𝜕2𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*2

)︃
𝑑𝑥*.

(25)

Подставляя найденные значения 𝜕𝑣0𝑥/𝜕𝑡
* в уравнения динамики жидкости, на втором шаге

итерации найдем

𝑃 0 =

∫︁∫︁ [︃
12

(︃
𝜕𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*
− 𝜕𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*

)︃
+

6

5
𝑅̃𝑒

(︃
𝜕2𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*2
− 𝜕2𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*2

)︃]︃
𝑑𝑥*𝑑𝑥*,

𝜕𝑣0𝑥
𝜕𝑟*

= (2𝑟* − 1)

∫︁ [︃
6

(︃
𝜕2𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*2
− 𝜕2𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*2

)︃
+

1

10
𝑅̃𝑒

(︃
𝜕2𝑢

(2)
3

𝜕𝑡*2
− 𝜕2𝑢

(1)
3

𝜕𝑡*2

)︃]︃
𝑑𝑥*.

(26)

Это совпадает с (23), (24) при 𝑅̃𝑒 < 1 (𝜀 ≪ 1), а также обосновывает метод итерации и
позволяет использовать (23), (24) как для негармонических законов изменения параметров, так
и для нелинейных уравнений динамики оболочек (14).

Учитывая, что введены переменные ξ = 𝑥*− 𝑐𝑡* и τ = 𝜀𝑡*, 𝑐 =
√︀

1 − µ20 , найдем, с учетом
того, что 𝜀 ≪ 1

𝑃 0 =

∫︁ [︃
12
√︁

1 − µ20
(︁
𝑢
(1)
30 − 𝑢

(2)
30

)︁
− 6

5
𝑅̃𝑒
(︀
1 − µ20

)︀(︃𝜕𝑢
(1)
30

𝜕ξ
− 𝜕𝑢

(2)
30

𝜕ξ

)︃]︃
𝑑𝑥*,

𝜕𝑃 0

𝜕ξ
=

[︃
12
√︁

1 − µ20
(︁
𝑢
(1)
30 − 𝑢

(2)
30

)︁
− 6

5
𝑅̃𝑒
(︀
1 − µ20

)︀(︃𝜕𝑢
(1)
30

𝜕ξ
− 𝜕𝑢

(2)
30

𝜕ξ

)︃]︃
,

𝜕𝑣0𝑥
𝜕𝑟*

= (2𝑟* − 1)

[︃
12
√︁

1 − µ20
(︁
𝑢
(1)
30 − 𝑢

(2)
30

)︁
− 𝑅̃𝑒

10

(︀
1 − µ20

)︀(︃𝜕𝑢
(1)
30

𝜕ξ
− 𝜕𝑢

(2)
30

𝜕ξ

)︃]︃
, (27)

𝜕𝑣0𝑥
𝜕𝑟*

⃒⃒⃒⃒
𝑟*=1

= 6
√︁

1 − µ20
(︁
𝑢
(1)
30 − 𝑢

(2)
30

)︁
− 𝑅̃𝑒

10

(︀
1 − µ20

)︀(︃𝜕𝑢
(1)
30

𝜕ξ
− 𝜕𝑢

(2)
30

𝜕ξ

)︃
,

𝜕𝑣0𝑥
𝜕𝑟*

⃒⃒⃒⃒
𝑟*=0

= − 𝜕𝑣0𝑥
𝜕𝑟*

⃒⃒⃒⃒
𝑟*=1

.

Найдем выражения, входящие в правую часть уравнений (14). Учитывая, что 𝑤𝑚𝑙𝑢
(𝑖)
30 =

= µ0𝑢𝑚𝑅(𝑖)𝑢
(𝑖)
30ξ и полагая 𝑅(1) = 𝑅(2) = 𝑅, ℎ(1)0 = ℎ

(2)
0 = ℎ0, в силу малости ψ, λ, для первого

уравнения имеем

−6µ20
ρ𝑙
ρ0ℎ0

ν
𝑅𝑐0𝜀

(︂
𝑅

δ

)︂3
[︃(︃

𝜕2𝑢
(1)
10

𝜕ξ
− 𝜕2𝑢

(2)
10

𝜕ξ

)︃
− 1

10
𝑅̃𝑒
√︁

1 − µ20

(︃
𝜕2𝑢

(1)
10

𝜕ξ2
− 𝜕2𝑢

(2)
10

𝜕ξ2

)︃]︃
. (28)
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Для второго уравнения имеем

− 6µ20
ρ𝑙
ρ0ℎ0

ν
𝑅𝑐0𝜀

(︂
𝑅

δ

)︂3
[︃(︃

𝜕2𝑢
(2)
10

𝜕ξ
− 𝜕2𝑢

(1)
10

𝜕ξ

)︃
− 1

10
𝑅̃𝑒
√︁

1 − µ20

(︃
𝜕2𝑢

(2)
10

𝜕ξ2
− 𝜕2𝑢

(1)
10

𝜕ξ2

)︃]︃
. (29)

1.4. Уравнения динамики соосных оболочек. Система уравнений (14) с учетом найден-
ных правых частей (28), (29) принимает вид

𝜕2𝑢
(1)
10

𝜕ξ𝜕τ
− 𝑚

𝐸𝜀

(︁𝑢𝑚
𝑙

)︁2
2
√︁

1 − µ20
(︀
µ1 + µ2µ0 + µ1µ20

)︀(︃𝜕𝑢
(1)
10

𝜕ξ

)︃2
𝜕2𝑢

(1)
10

𝜕2ξ
+

+
1

𝜀

𝑅2

𝑙2
µ20
√︀

1 − µ20
2

𝜕4𝑢
(1)
10

𝜕ξ4
+

𝜀1
𝜀

1

2

𝜕𝑢
(1)
10

𝜕ξ
+

𝜀2
𝜀

1

2

𝜕3𝑢
(1)
10

𝜕ξ3
+

+𝑘1
µ20

2
√︀

1 − µ20

1

𝜀

ℎ0

𝑅(1)

𝜕2𝑢
(1)
10

𝜕ξ2
= (30)

= −6µ20
ρ𝑙
ρ0ℎ0

ν
𝑅𝑐0𝜀

(︂
𝑅

δ

)︂3
[︃(︃

𝜕2𝑢
(1)
10

𝜕ξ
− 𝜕2𝑢

(2)
10

𝜕ξ

)︃
− 1

10
𝑅̃𝑒
√︁

1 − µ20

(︃
𝜕2𝑢

(1)
10

𝜕ξ2
− 𝜕2𝑢

(2)
10

𝜕ξ2

)︃]︃
,

𝜕2𝑢
(2)
10

𝜕ξ𝜕τ
− 𝑚

𝐸𝜀

(︁𝑢𝑚
𝑙

)︁2
2
√︁

1 − µ20
(︀
µ1 + µ2µ0 + µ1µ20

)︀(︃𝜕𝑢
(2)
10

𝜕ξ

)︃2
𝜕2𝑢

(2)
10

𝜕2ξ
+

+
1

𝜀

𝑅2

𝑙2
µ20
√︀

1 − µ20
2

𝜕4𝑢
(2)
10

𝜕ξ4
+

𝜀1
𝜀

1

2

𝜕𝑢
(2)
10

𝜕ξ
+

𝜀2
𝜀

1

2

𝜕3𝑢
(2)
10

𝜕ξ3
=

= −6µ20
ρ𝑙
ρ0ℎ0

ν
𝑅𝑐0𝜀

(︂
𝑅

δ

)︂3
[︃(︃

𝜕2𝑢
(2)
10

𝜕ξ
− 𝜕2𝑢

(1)
10

𝜕ξ

)︃
− 1

10
𝑅̃𝑒
√︁

1 − µ20

(︃
𝜕2𝑢

(2)
10

𝜕ξ2
− 𝜕2𝑢

(1)
10

𝜕ξ2

)︃]︃
.

Можно также ввести обозначения 𝑢
(1)
10ξ = 𝑐33(1), 𝑢

(2)
10ξ = 𝑐33(2), η = 𝑐1ξ, 𝑡 = 𝑐2τ, где

𝑐2 = 6µ20
ρ𝑙
ρ0ℎ0𝜀

ν
δ𝑐0

(︂
𝑅

δ

)︂2

, 𝑐1 =

[︃
𝑐2𝜀

(︂
𝑙

𝑅

)︂2 2

µ2
√︀

1 − µ20

]︃ 1
3

,

𝑐3 =

[︃
6
𝑐2
𝑐1

𝐸𝜀

𝑚

(︂
𝑙

𝑢𝑚

)︂2 1

2
√︀

1 − µ20
(︀
µ1 + µ2µ0 + µ1µ20

)︀]︃ 1
2

,

(31)

и положить

σ0 = 𝑘1
µ20√︀

1 − µ20

1

𝜀

ℎ0

𝑅(𝑖)

𝑐1
𝑐2
,

σ1 = 6µ20
ρ𝑙
ρ0ℎ0

(︂
𝑅

δ

)︂2 δ
𝑙

1

𝜀

√︀
1 − µ20
10

𝑐1
𝑐2
,

σ2 =
𝜀1
𝜀

1

2

1

𝑐2
, σ3 =

𝜀2
𝜀

µ20
2

𝑐21
𝑐2
. (32)
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При этом получаем систему уравнений, обобщающих модифицированные уравнения Кортевега–
де Вриза–Бюргерса.

3(1)𝑡 − 63(1)
2
3(1)η + 3(1)ηηη + 3(1) − 3(2) − σ1

(︁
3(1)η − 3(2)η

)︁
+ σ23(1) − σ33(1)ηη + σ03

(1)
η = 0,

3(2)𝑡 − 63(2)
2
3(2)η + 3(2)ηηη + 3(2) − 3(1) − σ1

(︁
3(2)η − 3(1)η

)︁
+ σ23(2) − σ33(2)ηη = 0.

(33)

При отсутствии конструкционного демпфирования (σ2 = 0) и влияния упругой окружаю-
щей среды (σ0 = 0), система уравнений (33) приобретает вид

3(1)𝑡 − 63(1)
2
3(1)η + 3(1)ηηη + 3(1) − 3(2) − σ1

(︁
3(1)η − 3(2)η

)︁
− σ33(1)ηη = 0,

3(2)𝑡 − 63(2)
2
3(2)η + 3(2)ηηη + 3(2) − 3(1) − σ1

(︁
3(2)η − 3(1)η

)︁
− σ33(2)ηη = 0.

(34)

Система уравнений (34) имеет точное решение

3(1) = 3(2) =
σ3
6

+ 𝑘 th

{︂
𝑘η+

(︂
2𝑘3 + 𝑘

σ23
6

)︂
𝑡

}︂
. (35)

При отсутствии жидкости и конструкционного демпфирования в продольном направлении
(σ2 = 0) система уравнений (33) распадается на два уравнения МКдВ-Б. Для внешней оболочки
имеем уравнение

3(1)𝑡 − 63(1)
2
3(1)η + 3(1)ηηη − σ33(1)ηη + σ03

(1)
η − σ33(2)ηη = 0 (36)

с точным решением

3(1) =
σ3
6

+ 𝑘 th

{︂
𝑘η+

(︂
2𝑘3 − σ0𝑘 + 𝑘

σ23
6

)︂
𝑡

}︂
. (37)

Для внутренней оболочки имеем уравнение

3(2)𝑡 − 63(1)
2
3(2)η + 3(2)ηηη − σ33(2)ηη = 0 (38)

с точным решением

3(2) =
σ3
6

+ 𝑘 th

{︂
𝑘η+

(︂
2𝑘3 + 𝑘

σ23
6

)︂
𝑡

}︂
. (39)

При наличии жидкости и конструкционного демпфирования в продольном направлении
(σ2 ̸= 0) требуется численное решение систем уравнений (33) при начальном условии, например

3(1) = 3(2) =
σ3
6

+ 𝑘 th {𝑘η}. (40)

Или

3(1) =
σ3
6

+ 𝑘 th {𝑘η}, φ(2) = 0. (41)
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1.5. Вычислительный эксперимент. Для численного моделирования рассмотрим раз-
ностную схему для уравнений (33), аналогичную схеме Кранка–Николсона для уравнения теп-
лопроводности [19]

𝑢
(1)
𝑗

𝑛+1
− 𝑢

(1)
𝑗

𝑛

τ
− 2

(︂
𝑢
(1)
𝑗+1

3𝑛+1

− 𝑢
(1)
𝑗−1

3𝑛+1
)︂

+

(︂
𝑢
(1)
𝑗+1

3𝑛

− 𝑢
(1)
𝑗−1

3𝑛
)︂

4ℎ
+

+

(︂
𝑢
(1)
𝑗+2

𝑛+1
− 2𝑢

(1)
𝑗+1

𝑛+1
+ 2𝑢

(1)
𝑗−1

𝑛+1
− 𝑢

(1)
𝑗−2

𝑛+1
)︂

4ℎ3
+

+

(︁
𝑢
(1)
𝑗+2

𝑛
− 2𝑢

(1)
𝑗+1

𝑛
+ 2𝑢

(1)
𝑗−1

𝑛
− 𝑢

(1)
𝑗−2

𝑛)︁
4ℎ3

+ (1 + σ2)
𝑢
(1)
𝑗

𝑛+1
− 𝑢

(1)
𝑗

𝑛

2
−

𝑢
(2)
𝑗

𝑛+1
− 𝑢

(2)
𝑗

𝑛

2
−

−

⎛⎜⎜⎝(σ1 + σ0)

(︂
𝑢
(1)
𝑗+1

𝑛+1
− 𝑢

(1)
𝑗−1

𝑛+1
)︂

+
(︁
𝑢
(1)
𝑗+1

𝑛
− 𝑢

(1)
𝑗−1

𝑛)︁
4ℎ

−

−σ1

(︂
𝑢
(2)
𝑗+1

𝑛+1
− 𝑢

(2)
𝑗−1

𝑛+1
)︂

+
(︁
𝑢
(2)
𝑗+1

𝑛
− 𝑢

(2)
𝑗−1

𝑛)︁
4ℎ

⎞⎟⎟⎠−

−σ3

(︂
𝑢
(1)
𝑗+1

𝑛+1
− 2𝑢

(1)
𝑗

𝑛+1
+ 𝑢

(1)
𝑗−1

𝑛+1
)︂

+
(︁
𝑢
(1)
𝑗+1

𝑛
− 2𝑢

(1)
𝑗

𝑛
+ 𝑢

(1)
𝑗−1

𝑛)︁
4ℎ3

= 0,

(42)

𝑢
(2)
𝑗

𝑛+1
− 𝑢

(2)
𝑗

𝑛

τ
− 2

(︂
𝑢
(2)
𝑗+1

3𝑛+1

− 𝑢
(2)
𝑗−1

3𝑛+1
)︂

+

(︂
𝑢
(2)
𝑗+1

3𝑛

− 𝑢
(2)
𝑗−1

3𝑛
)︂

4ℎ
+

+

(︂
𝑢
(2)
𝑗+2

𝑛+1
− 2𝑢

(2)
𝑗+1

𝑛+1
+ 2𝑢

(2)
𝑗−1

𝑛+1
− 𝑢

(2)
𝑗−2

𝑛+1
)︂

4ℎ3
+

+

(︁
𝑢
(2)
𝑗+2

𝑛
− 2𝑢

(2)
𝑗+1

𝑛
+ 2𝑢

(2)
𝑗−1

𝑛
− 𝑢

(2)
𝑗−2

𝑛)︁
4ℎ3

+ (1 + σ2)
𝑢
(2)
𝑗

𝑛+1
− 𝑢

(2)
𝑗

𝑛

2
−

𝑢
(1)
𝑗

𝑛+1
− 𝑢

(1)
𝑗

𝑛

2
−

−σ1

⎛⎜⎜⎝
(︂
𝑢
(2)
𝑗+1

𝑛+1
− 𝑢

(2)
𝑗−1

𝑛+1
)︂

+
(︁
𝑢
(2)
𝑗+1

𝑛
− 𝑢

(2)
𝑗−1

𝑛)︁
4ℎ

−

−

(︂
𝑢
(1)
𝑗+1

𝑛+1
− 𝑢

(1)
𝑗−1

𝑛+1
)︂

+
(︁
𝑢
(1)
𝑗+1

𝑛
− 𝑢

(1)
𝑗−1

𝑛)︁
4ℎ

⎞⎟⎟⎠−

−σ3

(︂
𝑢
(2)
𝑗+1

𝑛+1
− 2𝑢

(2)
𝑗

𝑛+1
+ 𝑢

(2)
𝑗−1

𝑛+1
)︂

+
(︁
𝑢
(2)
𝑗+1

𝑛
− 2𝑢

(2)
𝑗

𝑛
+ 𝑢

(2)
𝑗−1

𝑛)︁
4ℎ3

= 0.
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2. Результаты

Графики численного решения уравнений представлены на рис. 2–6. Выполненные вычис-
лительные эксперименты позволили оценить влияние вязкой несжимаемой жидкости между обо-
лочками с учетом инерции жидкости на поведение нелинейной волны деформации, а также вли-
яние конструкционного демпфирования и окружающей упругой среды. Во всех случаях 𝑘 = 0.2.

Согласно рис. 2, поведение волны совпадает с поведением точного решения (35). Это
означает эквивалентность разностной схемы и разрешающих уравнений динамики. Движение
графика происходит в отрицательном направлении (влево). Это означает, что скорость волны
дозвуковая.

Согласно рис. 3, конструкционное демпфирование в нормальном направлении (σ3) подни-
мает графики и уменьшает скорость движения, при этом графики смещаются влево быстрее, чем
в предыдущем случае (см. рис. 2), что соответствует точному решению.

Согласно рис. 4, влияние окружающей среды в нормальном направлении (σ0) приводит к
увеличению скорости волны во внешней оболочке больше, чем во внутренней. Скорости волн в
обеих оболочках становятся сверхзвуковыми. Движение графиков происходит в положительном
направлении (вправо).

Согласно рис. 5, при наличии возмущения во внешней оболочке и отсутствии возмущения
во внутренней оболочке в начальный момент времени, с течением времени происходит падение
амплитуды волны во внешней оболочке и рост амплитуды волны во внутренней. Этот процесс
происходит, пока амплитуды обеих волн не станут равными и не достигнут среднего значения,
то есть половины начальной амплитуды волны во внешней оболочке.
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Рис. 2. Проверка адекватности разностной схемы σ1 = 0.1, σ2 = 0, σ3 = 0, σ0 = 0, начальные условия (40)

Fig. 2. Checking the adequacy of the difference scheme σ1 = 0.1, σ2 = 0, σ3 = 0, σ0 = 0, initial conditions (40)
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Рис. 3. Влияние конструкционного демпфирования в нормальном направлении σ1 = 0.1, σ2 = 0, σ3 = 6𝑘, σ0 = 0,
начальные условия (40)

Fig. 3. Influence of structural damping in the normal direction σ1 = 0.1, σ2 = 0, σ3 = 6𝑘, σ0 = 0, initial conditions (40)
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Рис. 4. Влияние окружающей среды в нормальном направлении σ1 = 0.1, σ2 = 0, σ3 = 6𝑘, σ0 = 100𝑘2, начальные
условия (40)

Fig. 4. Influence of the environment in the normal direction σ1 = 0.1, σ2 = 0, σ3 = 6𝑘, σ0 = 100𝑘2, initial conditions (40)
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Рис. 5. Влияние окружающей среды в нормальном направлении σ1 = 0.1, σ2 = 0, σ3 = 6𝑘, σ0 = 100𝑘2, начальные
условия (41)

Fig. 5. Influence of the environment in the normal direction σ1 = 0.1, σ2 = 0, σ3 = 6𝑘, σ0 = 100𝑘2, initial conditions (41)

Согласно рис. 6, при наличии возмущения во внешней оболочке и отсутствии возмущения
во внутренней оболочке в начальный момент времени, влияние конструкционного демпфирова-
ния в продольном направлении (σ2) привело к падению амплитуды волны во внешней оболоч-
ке до нуля. Во внутренней оболочке произошел рост амплитуды волны от нуля до некоторого
значения, меньшего амплитуды волны во внешней оболочке на тот же момент времени, затем
происходит падение амплитуды волны до нуля.
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Рис. 6. Влияние конструкционного демпфирования в продольном направлении σ1 = 0.1, σ2 = 1, σ3 = 6𝑘, σ0 = 100𝑘2,
начальные условия (41)

Fig. 6. Influence of structural damping in the longitudinal direction σ1 = 0.1, σ2 = 1, σ3 = 6𝑘, σ0 = 100𝑘2, initial
conditions (41)
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Заключение

Уединенная волна в упругой оболочке может возникать вследствие действия пьезоэлемен-
та. Вопрос о распространении подобных волн представляет собой предмет данного исследова-
ния. Уравнения гидроупругости для двух соосных оболочек с вязкой несжимаемой жидкостью
между ними сводятся к системе двух обобщенных модифицированных уравнений Кортевега–
де Вриза. Было принято во внимание воздействие конструкционного демпфирования в продоль-
ном и нормальном направлениях для обеих упругих оболочек, а также воздействие упругой
окружающей среды на внешнюю оболочку. Решение нелинейных уравнений динамики оболочек
осуществлялось методом двухмасштабных асимптотических разложений. Это позволило полу-
чить нелинейные уравнения.

Решение уравнений механики жидкости с соответствующими граничными условиями про-
водилось методом асимптотических разложений в ряды по степеням малых параметров задачи.
Это разложение приводит к линейным уравнениям гидродинамической теории смазки с учетом
локального члена инерции. Последние уравнения решались с помощью итерационного метода с
обоснованием его использования.

При отсутствии конструкционного демпфирования и окружающей упругой среды, полу-
ченная система разрешающих уравнений имеет точное решение. Это позволило проверить пред-
ложенную разностную схему для численного исследования задачи. Численный эксперимент поз-
волил учесть влияние всех факторов рассматриваемой проблемы.

Полученные результаты являются новыми и демонстрируют возможность использования
нелинейных волн в оболочках для передачи информации на большие расстояния. Таким об-
разом, полученные результаты демонстрируют необходимость повышения энергии во внешней
оболочке с помощью пьезоэлементов для компенсации потерь, вызванных демпфированием кон-
струкции.

Приведенная в статье разностная схема адекватна разрешающей системе уравнений, для
которой она строилась.

Конструкционное демпфирование в нормальном направлении структурирует ударную вол-
ну и уменьшает скорость волны.

Влияние окружающей среды в нормальном направлении увеличивает скорость волны.
При наличии возмущения во внешней оболочке и отсутствии возмущения во внутрен-

ней оболочке в начальный момент времени, с течением времени происходит падение амплиту-
ды волны во внешней оболочке и рост амплитуды волны во внутренней. При наличии жидко-
сти между оболочками происходит перекачка энергии. Амплитуда во внешней оболочке падает,
а во внутренней – растет, пока они не выровняются. Влияние конструкционного демпфирования
в продольном направлении привело к падению амплитуды волны во внешней оболочке до ну-
ля. Во внутренней оболочке произошел рост амплитуды волны от нуля до некоторого значения,
затем происходит падение амплитуды волны до нуля.
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