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Рассмотрим произвольную TV-мерную область g, звездную относитель­
но некоторого шара, и произвольную фундаментальную систему функций 
(ф.с.ф.) { и п ( х ) } оператора Лапласа в этой области (т. е. полную ортонор-
мированную систему собственных функций произвольного неотрицатель­
ного самосопряженного расширения оператора Лапласа в области g со 
спектром, состоящим из собственных значений Кп ^ 0) . 

Настоящая работа посвящена изучению разложений функций из клас­
са В р,е в ряд Фурье по системе { и п ( х ) } *. В дальнейшем через Щ${ё) 
будем обозначать множество функций f{x), принадлежащих во всем 
пространстве классу Бесова В^УЩ {EN) И равных нулю вне области g. 

Для произвольной функции f(x) &L2(g) с коэффициентами Фурье /„ 
по системе {ип(х)} и любого а > 0 определим величину 

Р . < / ) - ( 2 Л)*- (1) 

Справедлива следующая теорема о коэффициентах Фурье функций 
/(*)€=£?.e(*). 

Т е о р е м а 1. Пусть а > 0 и 0 удовлетворяет условию 1 ^ 0 ^ оо. 
Тогда для произвольной функции f (х) ЕЕ (ё) справедливо неравен­
ство 

2 ( 2 m a P 2 m ( / ) ) 9 

m=o 
<сШа . (2) 

Остановимся кратко на схеме доказательства теоремы. Для любого 
вектора и и любого номера m введем обозначение 

Д « / ( * ) = 2 (-l)n+kCk

mf(x+ku). (3) 
1с=0 

Определим для h > 0 модуль непрерывности порядка m 

a>m sup |Д?/(ж) t ^ , . 

Выберем сферическую систему координат (г, 0) с началом в центре 
шара, относительно которого область g является звездной, и введем обо­
значение 

m 

А Г / (*) = 2 ( - 1 ) m + k CU (г + kh,B). 
k=0 

* Определение классов Бесова 2?£ в , а также классов Никольского Я а

р и 
Лиувилля L a

p см. (J), 



Определим сферический модуль непрерывности порядка т 

®т (/, h) = sup J ЛГ/ (x) \\L2(EN) . 
0 < ? < / г 

Для любого номера т и ^ О введем функцию 

Фт(*) = 2 ^ - 1 Г ( - 1 ) 2 ( ~ l J ^ C ^ W ) 1 " ^ ^ ! ^ ) . 

Применяя к функции (3) формулу среднего значения и воспользовав­
шись равенством Парсеваля, мы получаем основную оценку 

2 <А / п 
L n = » l 

' < с [ < о т ( / , Л ) + < о т ( Д А ) ] . (4) 

Из принадлежности функции /(ж) классу В?,е для о> т(/, ft) выте­
кает оценка (т > а) ^ 

Представляя / (я ) ЕЕ # 2 , 9 в виде ряда, члены которого являются 
функциями экспоненциального типа, нетрудно убедиться в справедливо­
сти оценки (5) и для сош(/, К) (см. ( 4 ) , стр. 260). Применяя эту оценку 
к неравенству (4), мы приходим к оценке (2). 

Отметим, что для функции f ( x ) , финитной в произвольной строго внут­
ренней подобласти g' области g, при 9 ^ 2 с помощью тех же рассужде­
ний можно убедиться в справедливости обратного неравенства 

°2 ,9 

1/9 

(6) 

В случае, когда область g является iV-мерным кубом со стороной 2я, 
а { и п ( х ) } — кратной тригонометрической системой, этот результат, как и 
оценка (2), является известным (см. ( 4 ) , теорему 8.10.1). 

1°. Приведем некоторые следствия из теоремы 1. Сформулируем ее 
вначале для случая 9 = оо и 9 = 2. 

С л е д с т в и е 1. Пусть f(x) E f f 2

a ( g ) , a > 0. Тогда для любого \х > 0 
справедливо неравенство 

2 / 2 X<C||/La. 

С л е д с т в и е 2. Для любой функции f(x) ^L2

a(g) при a ^ O спра­
ведливо неравенство 

оо 

2 / м < с ц / | | 2

ь „ . 
n=a 2 

При 0 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее утверждение. 
Т е о р е м а 2. Пусть р удовлетворяет условию 1 ^ р ^ 2. Тогда ряд 

Фурье произвольной функции 1{Х)ЕЕЩ[\ сходится равномерно и абсо­
лютно в любой строго внутренней подобласти g/ области g. 

Для доказательства воспользуемся неравенством Коши — Буняковско-
го и определением (1) 

2 | / » " » ( * ) 1 < 2 Р , « ( / ) 
т = 0 

2 "'(*) 
1 VK<>m 

О) 

10 



Заметим далее, что равномерно по х, принадлежащему g', справедлива 
оценка 

2 и п ( я ) < ф " . 

Остается подставить эту оценку в неравенство (7) и применить оцен­
ку (2) при G = 1. 

С л е д с т в и е . Ряд Фурье произвольной функции f(x) е Wt

N(g) схо­
дится равномерно и абсолютно в любой строго внутренней подобласти gr 

области g. 
Заметим, что теорема 2 является окончательной. Для произвольной 

ф.с.ф. оператора Лапласа в любой области g и любой внутренней точки 
е g существует финитная функция f ( x ) , принадлежащая классу 

при любом р ^ 1 и любом 0 > 1, ряд Фурье которой расходится в точке 
х0. Кроме того, при тех же условиях можно указать финитную функцию 
f i x ) , при любом р > 2 принадлежащую классу 5 р д Р , ряд Фурье ко­
торой абсолютно расходится в точке х0. 

2°. Рассмотрим подробнее случай N = 2, когда g является двумерной 
областью, звездной относительно некоторого круга. Из результатов рабо­
ты ( 2) вытекает, что для локализации частичных сумм ряда Фурье про­
извольной функции f ( x ) ^ L 2 ( g ) , достаточно равномерной ограниченно­
сти по [I величины, стоящей в левой части неравенства (6), при а = 7г. 
Таким образом мы получаем, что достаточным условием локализации 
является принадлежность функции f ( x ) классу H z 2 ( g ) . 

Будем говорить, что функция f ( x ) является кусочно-непрерывной в 
области g, если эту область можно разбить с помощью спрямляемых кри­
вых на конечное число областей gk, в каждой из которых f ( x ) является 
равномерно непрерывной. Если, кроме того, f ( x ) в каждой из областей gk 

имеет равномерно непрерывные производные первого порядка, то функ­
цию f ( x ) будем называть кусочно-гладкой. Нетрудно показать, что каж­
дая кусочно-гладкая функция принадлежит классу HtJ2(g). Таким 
образом, для локализации частичных сумм ряда Фурье в случае N = 2 
нет необходимости требовать от функции f ( x ) удовлетворения каким-либо 
краевым условиям. Заметим, что в случае N > 2 даже для функции, тож­
дественно равной единице в УУ-мерном шаре, ряд Фурье по собственным 
функциям первой краевой задачи расходится в центре шара. 

Можно также показать, что любая функция, принадлежащая в дву­
мерной области звездной относительно некоторого круга, пространству 
W 2

l ( g ) , принадлежит также и классу H^ig). Рассмотрим в связи с 
этим в области g с границей Г задачу Дирихле 

= 0, х g, и\т — ф (8) 
с произвольной допустимой функцией ф. 

Так как обобщенное решение и ( х ) ^ W 2

i ( g ) , то и ( х ) принадлежит 
классу Hl22(g) и справедливо следующее утверждение. 

Т е о р е м а 3. Пусть g—произвольная двумерная область, звездная 
относительно некоторого круга. Тогда для любой функции и{х), являю­
щейся обобщенным решением задачи Дирихле в области g, ряд Фурье и(х) 
по произвольной ф.с.ф. оператора Лапласа сходится равномерно в любой 
строго внутренней подобласти gr области g. 
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