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О МИНИМАКСНОМ ОБУЧЕНИИ РАЗЛИЧЕНИЮ СИГНАЛОВ 

В. А. Еорадо 

Рассматривается оптимизация обучения и самообучения принятию 
решений в условиях априорной неопределенности при конечном объеме 
обучающей выборки по минимаксному критерию. Приводится решение 
задачи синтеза локально минимаксных решающих правил различения 
двух постоянных сигналов с неизвестными амплитудами на фоне гаус-
совского шума с неизвестной дисперсией при наличии классифицирован­
ных и неклассифицированных обучающих выборок. 

§ 1. Введение 

Задача оптимизации обучения и самообучения машин принятию тех 
или иных решений в условиях априорной неопределенности рассматрива­
лась многими авторами применительно к статистическим проблемам раз­
личения сигналов, распознавания образов и т. д. (см., например, t1""7])-
Для оптимизации обучения и самообучения использовались критерии 
байесовской оптимизации, применимые при априорно известных статисти­
ческих характеристиках наблюдаемых объектов, а также критерии асимп­
тотической оптимизации, применимые при неизвестных или неполностью 
известных статистических характеристиках и неограниченном возраста­
нии объема обучающей выборки. Вопросам оптимизации обучения и осо­
бенно самообучения при неполностью известных статистических харак­
теристиках и конечной обучающей выборке уделялось значительно мень­
ше внимания. В работе [8] для решения ряда задач классификации наб­
людений в случае многомерных нормальных генеральных совокупностей 
с неизвестными корреляционными матрицами применялись метод оцен­
ки неизвестных параметров по обучающей выборке с подстановкой пос­
ледних в алгоритм классификации основной выборки, оптимальный для 
случая известных параметров, а также критерий отношения максималь­
ного правдоподобия, примененный к полной входной выборке. К сожа­
лению, оба эти подхода при конечной выборке не отвечают какому-либо 
критерию оптимизации алгоритма классификации. В работе [9] для оп­
тимизации процедур обучения проверке гипотез относительно математи­
ческого ожидания нормальных случайных величин при ограниченном 
объеме классифицированной обучающей выборки применен критерий 
равномерно наибольшей мощности среди процедур с заданным уровнем 
значимости, инвариантных относительно некоторых групп преобразова­
ний полного выборочного пространства. Однако процедуры, обеспечиваю­
щие минимальную вероятность ошибочных решений при каждом значе­
нии неизвестных параметров задачи, существуют далеко не для всех 
представляющих интерес задач классификации. В связи с этим представ­
ляется целесообразным рассмотреть задачу оптимизации обучения и са­
мообучения машин в условиях априорной неопределенности минимакс­
ными методами теории статистических решений [10> и ] . При этом оптими­
зация обучения или самообучения понимается как оптимизация алгорит-
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ма выработки окончательных решений по совокупным данным основной 
выборки, предъявленной на «экзамен», и обучающей классифицированной 
либо неклассифицированной выборки. В качестве критерия оптимизации 
предполагается обеспечение минимума максимального условного среднего 
риска, связанного с вероятностями ошибочных решений (минимаксный 
критерий), а также один из локальных вариантов этого критерия. 

В настоящей работе рассматривается задача минимаксного обучения 
и самообучения различению двух детерминированных постоянных сигна­
лов с неизвестными амплитудами на фоне гауссовского шума с неизвест­
ной дисперсией. 

§ 2. Обучение различению детерминированных сигналов 
по неклассифицированной выборке 

Пусть задача состоит в различении двух постоянных сигналов с a priori 
неизвестными амплитудами ах и а2 на фоне стационарного некоррелиро­
ванного гауссовского шума с неизвестной интенсивностью (дисперсией) 
о2 по полной выборке 

(1) х={хц}, *= (1 , и), /=(1 , /га) , 

где Хц — i-e выборочное значение в /-й подвыборке. 
Обучающая выборка 

(2) Яобуч={яу}, /= ( (1 , т—1), 

состоит из т— 1 подвыборок, содержащих сигналы того или другого ви­
да. Объемы обучающих подвыборок равны объему п основной выборки 
\0) # о с н = = \Ximf » 

предъявляемой на экзамен. В режиме обучения учитель сообщает фак­
ты наличия сигналов первого или второго видов в обучающих подвыбор-
ках. Параметры аи а2 и о остаются неизвестными. В режиме самообуче­
ния информация о виде сигналов в обучающей выборке отсутствует. 

Дальнейшая конкретизация рассматриваемых задач обучения и само­
обучения возможна в двух вариантах. В одном из них альтернативные 
гипотезы считаются определенными в подпространстве параметров основ­
ной выборки и пронумерованными априори с помощью, например, соот­
ношения ai>a2 . Во втором варианте такое предположение не делается и 
различаемые гипотезы определяются лишь относительно — равенством 
полезного параметра основной выборки (амплитуды сигнала) аналогии 
ным параметрам тех или иных обучающих подвыборок. 

В этой работе рассматривается задача обучения различению сигналов, 
в основном, в первом варианте. Особенности относительного различения 
будут обсуждены в § 4. 

Введем новые параметры 

(4) a=l/2{ai+a2), $ = 1/2(0,1-0,2) и \i={\ij}, / = ( 1 , иг), 

такие, что реализация амплитуд сигналов в обучающей и основной выбор­
ках запишется через них в виде 

При |Xj=l, 

а2 при \ij=—1, 
где а=(—°°, +°°) , Р>0, |Xj=±l . 

В случае обучения значения параметров \ih / = ( 1 , т—1), могут со­
общаться учителем, а информационный параметр |im и мешающие пара-

(5) и5=а+\1$= I ui 

I a2 
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метры а, р и о являются неизвестными параметрами задачи. В случае 
самообучения параметры и.;, / = ( 1 , т—1), также входят в число неизвест­
ных. Обозначим совокупность неизвестных параметров задачи через 6, 
а область их изменения (множество возможных значений 0) — через Й. 
Предполагается, что неизвестные параметры 0 либо не являются случай­
ными, либо их распределение вероятностей неизвестно. 

В принятых обозначениях задача сводится к различению двух слож­
ных гипотез 
(6) Hi:txm=l и #2 :Цт=—1. 
Так как при ( р / с ) = 0 эффективное различение невозможно, введем ог­
раничение на Q вида 
(7) т=р/0>То. 
При этом реализации параметров с Y<To соответствуют области безраз­
личия, т. е. не контролируются критерием. Далее, так как сколько-нибудь 
эффективное различение Ht при (х;—1, / = ( 1 , т—1), и Н2 при |х,-=—1, / = 
= (1, 7/г—1), также принципиально невозможно ни одним решающим пра­
вилом (РП), в случае самообучения реализации параметров обучающей 
выборки вида«|Ы;=|л,т, / = ( 1 , га—1), исключим из рассмотрения (т. е. изй) . 
Кроме того, будем считать, что требования к различного вида ошибкам 
одинаковы, так что одинаковы и потери, связанные с ошибочными реше­
ниями обоих видов. Потери при правильных решениях будем считать ну­
левыми. 

В качестве критерия оптимизации решающего правила различения 
сигналов ф предполагается минимаксный критерий, требующий миними­
зации максимального значения в Q условного среднего риска i?(0, <p), 
пропорционального условным вероятностям ошибочных решений при все­
возможных реализациях неизвестных параметров задачи 06£2. Таким об­
разом, РП ф* является минимаксным, если для любого РП ф^Ф, где Ф — 
множество всех возможных РП, 
(8) inf sup R (0, ф) = sup R (0, ф*). 

Кроме того, с целью упрощения решающих правил мы применим также 
один из локальных вариантов минимаксного критерия различения сигна­
лов, требующий минимизации максимальной производной условного 
среднего риска по параметру *у в точке ч=0. 

Пусть 0= (0О, l ) , Q=Q0Xr, 0oGQo, 'убГ, где Q0 и Г — пространства зна­
чений параметров (а, а, JLI) и 4^0. Тогда локально минимаксным по про­
изводной функции риска правилом различения сигналов будем считать 
РП ф0*, удовлетворяющее условию 

д д 
(9) inf sup—пД(е,ф)|Тв=0=8ир-—Л(9,фо*)1т--о. 

В тех случаях, когда вместе с (9) РП ф0* удовлетворяет и условию 
(10) inf supi?(0, ф) lv=o=supi?(0, ф0*) 1т=о, 

ФбФ боб^о Ооб^о 

оно будет удовлетворять также следующему условию: для любого РП 
ф£ф найдется такое Yo>0, что 
(11) supi?(0^o*Ksupi?(0, ф) 

боб^о бобйо 

для всех Y^To-
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Рассмотрим вначале задачу самообучения, когда значения параметров 
ptj, / = ( 1 , т—1), неизвестны. Плотность распределения вероятности полной 
входной выборки имеет вид * 

т п 

(12) Р(х\Ъа,а,11) = (2п)-тп/2а-тпехр[- — ^ £ , (*«-^)*] = 
j = i г=1 

т п 

•• (2я)-™'*в-тп ехр [ - — ^ J ^ ( x , ~ f а ц - а ) 2 ] 
j = l г = 1 

Как видно из (12), рассматриваемая задача инвариантна относительно 
группы Gi сдвигов Хц'=Хц+а' в полном выборочном пространстве по на­
правлению единичного вектора 

(13) е={ег), ец=11 Утп, i= (1, п), / = (1, ш), 
и группы G2 преобразований масштаба xi/=o,xi^ а также относительно 
произведения этих групп G=G2Gi. 

Известно (I11], примеры 7 и 8 гл. 8), что группа преобразований G 
удовлетворяет условию теоремы Ханта — Стейна ( [ и ] , теорема 2 гл. 8). 
Поэтому в соответствии с утверждениями теоремы 3 Приложения искомое 
минимаксное РП различения сигналов можно отыскать среди РП, инвари­
антных относительно G, и при фиксированном Т=То о н о имеет вид 

оо со 

(14) ( £ р / j J P (х\ у „, а, а, ц) da а"1 do ) / 
ц б М 4 0 — оо 

оо оо 

/ ( X J ^ * J JJP(siТа, а, а, ц)йао-1 do j >C = —7, 
ц б М 2 0 — оо 

где Mi и М2 — множества допустимых реализаций векторного параметра 
\х при условиях \im=i и \хт=—1 соответственно, Р» и (?ц* — наименее бла­
гоприятные (в совокупности) априорные вероятности реализаций \х соот­
ветственно для Н± и Н2, р* и q* — наименее благоприятные значения ап­
риорных вероятностей р ж q альтернатив Hi и Н2, С — порог. 

После интегрирования (12) по а (см. [12], формула 3.323.2) получим 

(15) J Р(#1т, а, с, \x)da= 
— оо 

= (тп)-'• (2я)-(»«-1)/*о-»»+« ехр { г I" V (х . - fоц , ) 2 -
V 

. 91,7)1 Wl n 

и 
Далее, после разложения аргумента экспоненты по степеням а-1, инте­
грирование (15) по инвариантной мере o~lda с учетом Т=То (см. [12], 

* Здесь и в дальнейшем случайные величины и их значения, обозначаемые оди­
наково, легко различаются по контексту. 
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формула 3.462.1) дает 
оо оо 

(16) j " j " Р(х\чо,а,о,ц)<1ао-Чо=(тп)-'к(2л)-(тп-1)/2Г(тп-1)Х 
О —оо 

П,ТП . П,ТП „ / — ,», i w o 

i,j i,j 

X exp (-VzYo2^) exp (74To%2)Z)-mn+1 ( -70^) , 

где 
. m n 

1 №) z„- ( £ ( * — 2 > ) 5 > » ) / 

4 _m_ 2 

(18) ^ = m r a [ 1 _ (^"H^) ] ' 
3 

a Z?p (ж) — функция параболического цилиндра. 
Подставив (16) в (14), получим РП 

(19) ( ^ Р ц ' в х р ( — ^ - Т о ^ ) « > ( Т ^ ) ) / 

/ (Yi &*ехр (-4" Л ) ю (т,л) ) ̂ с> 
[xQM2 

где 
(20) co(x)^exp(^2/4)D_.mn+1(— a:). 

Статистика Z». (17), входящая в (19), при любом \х инвариантна от­
носительно рассматриваемых групп преобразований Gu G2 и G. Благода­
ря этому, как и следовало ожидать, формально байесовское относительно 
инвариантной меры d<xcrldo РП (19) также инвариантно относительно 
этих групп. Для конкретизации минимаксного РП в (19) остается опреде­
лить наименее благоприятную совокупность априорных вероятностей Рй* 
и (V. При фиксированных Рц* и QJ порог С определяется из условия ра­
венства максимальных вероятностей обоих видов ошибочных решений 
(см. условие (П.12) теоремы 3 в Приложении). В общем случае аналити­
ческое решение задачи отыскания НБР априорных вероятностей Рц и Q^ 
параметров \х затруднительно. Для ее сколь угодно точного решения мож­
но воспользоваться итерационным численным методом отыскания 
НБР [13]. Учитывая, что в конечномерной выпуклой ограничен­
ной области априорных распределений вероятностей Рц и Q^ 
НБР соответствует максимуму унимодальной выпуклой непрерывной 
функции байесовского риска [14], оно может быть найдено градиентными 
(квазиградиентными) методами поиска экстремума функции многих пе­
ременных. При этом размерность области поиска может быть сокращена 
с учетом ограничения на Q, инвариантности задачи относительно группы 
перестановок по / обучающих подвыборок и симметрии ее относительно 
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альтернатив с 2™—4 до т—2. Под симметрией задачи относительно аль­
тернатив в соответствии с общим определением инвариантности статисти­
ческих задач [и] здесь понимается инвариантность (при любом у) исход­
ного параметрического семейства плотностей вероятности (12) относи­
тельно группы G3 преобразований в выборочном пространстве вида 
(21) * ' = - * , 
дополненных тождественным преобразованием. Действительно, значение 
указанной плотности не изменяется при замене х на — х и одновременном 
изменении знаков параметров \ij и а на противоположные, что означает и 
замену альтернатив, связанных со знаком |im. При этом учитывается ра­
венство потерь (рисков), связанных с ошибками классификации, и то, 
что каждому |д, соответствует ]*>'=—|я, т. е. что Q инвариантно относитель­
но группы G3, индуцируемой G3 в параметрическом пространстве. 

В частном случае т=3 сокращенная область поиска НБР вырожда­
ется в отрезок [0, 1/2] одинаковых значений априорной вероятности реа­
лизаций |л с различными знаками jii и ji2, и РП может быть записано в 
виде 

т ) Pa (TfoZ.) +P(o (4oZ2) + (1-2P) (a (T.Z,) > 

P(o("f0Z4)+P(o(-(oZ5) + (l-2P)(o(^Z6) " ' 

где Zk соответствует цт вида ц(1> = (—1, 1, 1), ц,(2) = (1, —1, 1), ц(3) = 
= ( - 1 , - 1 , 1), ц<4, = ( - 1 , 1, - 1 ) , |х<5> = (1, - 1 , - 1 ) и ц ( , ) =(1 , 1, - 1 ) . 
Предполагая Р=0,5 и учитывая, что и.(1)=—(л(5), цт=~|д,(4> и, следова­
тельно, Zt—— Z5, Z2=—Zk, а также монотонность функции a)i(x)—(x)(x) — 
—©(—ж), нетрудно найти, что РП (22) сводится к Zt+Z2>0 или 

(23) 
П . 7 1 П 

которое известно в литературе как РП с обучением по выборочному сред­
нему значению [*> 6 ] . Монотонность ы^х) следует из монотонности и>(х), 
в которой нетрудно убедиться, в частности, с помощью интегрального 
представления (см. [12] 3.462.1) 

(24) о)(ж)=- fzv~1 ехр ( — exip(xz)dz. 
l (v) J \ 2 

о 

Ясно, что при любом 1о условные вероятности ошибок РП (23) для \i& 
ЪМ*={\1Ш, \i{2\ |i(4), \х{5)} одинаковы и превышают вероятности ошибок 
при fx(3) и \х{6), ЧТО, согласно теореме 3 Приложения, доказывает минимакс­
ность РП различения сигналов (23) по критерию (8). 

Учитывая, что РП (19) относительно сложно, рассмотрим его локаль­
но минимаксный вариант в смысле критерия (9). При ч0-*0 благодаря 
ограничению | ^ |<Уй„ имеем ^о^и-̂ О и функция со (я) линеаризует­
ся ([12], формулы (9.240) и (9.210)) 
(25) (о(х) =а+Ьх+о(х), 
где 

a=2{i-mn)f4n/Y{mn/2), 
b=2{i-mn)nl2^lT{{mn-i)l2). 
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Предположим, что НБР сосредоточено в точках, соответствующих реали­
зациям jx с т—2 значениями JLIJ (j^m), совпадающими с \im, и приписы­
вает этим точкам одинаковые вероятности (ттг—I)"1. При этом в силу сим­
метрии задачи относительно альтернатив д*=р*=0,5 и С=1. Тогда с уче­
том (25) находим, что 

(26) — ехр ( - V. ч%) со (fZJ I T=o - bZ, 

и что в соответствии с теоремами 4 и 6 Приложения локально минимакс­
ный вариант РП (19) имеет вид 

(27) £«.>£<?„%,, где £ № = - £ № = 
nGMt цем2 neMt цем2 

п . га—1 п =2(Е^-^гг£ЕЧ/ 
г j = 1 г* 

71,771 . 71,771 « ] / 

V i,3 

Как видно, (27) эквивалентно РП 
п . т—1 п (28) Е^^-гЕЕ*-
г" j = 1 г 

которое является РП с обучением по выборочному среднему значению прш 
произвольном т. Анализируя зависимость математического ожидания 
правой части (28) от jn, нетрудно убедиться в том, что для РП (28) про­
изводные вероятности ошибочных решений по у при у=0 для реализаций 
параметров JLI с Plx*=Q»*=?L0 одинаковы и превышают аналогичные произ­
водные при всех других возможных реализациях этих параметров. Следо­
вательно, сделанное выше предположение о виде НБР \х справедливо и по* 
теореме 6 Приложения РП (28) является локально минимаксным РП для 
рассматриваемой задачи. Его можно рассматривать также и как мини­
максное «самообучающееся» РП для случая близких альтернатив. 

Заметим, что РП (28) обеспечивает не только наибольшую скорость 
снижения вероятности ошибок различения сигналов с ростом у в точке 
Y=0 при наименее благоприятных обучающих выборках, но также и ми­
нимаксное значение (равное 0,5) самой вероятности ошибок (риска) в 
этой же точке. Поэтому это РП локально минимизирует наибольшую ве­
роятность ошибок в соответствии с критерием (11). Кроме того, так как 
вероятности ошибочных решений РП (28) монотонно уменьшаются с 
ростом ^, это РП удовлетворяет также и следующему локально минимакс­
ному критерию: для любого РП ср найдется такое А>0, что 

(29) sup R (0, qO < sup R (0, ф) 
бобйо боб^о 

для всех 0<Yo<A. Критерий (29) является аналогом локально минимакс­
ного критерия для проверки гипотез ( [ и ] , гл. 8). 
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§ 3. Обучение различению детерминированных сигналов 
по классифицированной обучающей выборке 

В случае обучения по классифицированной обучающей выборке реа­
лизации |д/ и jx" параметров \i для альтернатив известны априори и отли­
чаются лишь знаком \im. При этом задача перестает быть симметричной 
относительно альтернатив, и РП (19) приобретает вид 

(30) exp(-V27o2fei)(o(To^i) ^ с> 
exp(-1/27o2^2)co('Yo22) 

где Ы и Zi определяются (18) и (17) при |л, соответствующем Hi, г=1, 2, 
а С выбирается из условия равенства вероятностей ошибок при справед­
ливой и неверной гипотезе Hit 

По аналогии с РП (27) локально минимаксный вариант РП (30), со­
ответствующий критерию (8), получаем в виде 
(31) Z^CZ2, 
где С определяется из условия равенства производных вероятностей оши­
бочных решений при ^=0. 

Можно показать, что РП (31) приводится к следующему эквивалент-
лому виду: 

п га — 1 n 

(32) ^ xim >^ v/^П zi5, 
i j = 1 г 

где 

(33) v/ = (m-l + i i ^ (хЛ . 

Действительно, РП (31) при любом С является РП с линейной разделяю-
п 

щей поверхностью в пространстве достаточных статистик Xj = \ Хц 
г 

и имеет вид 
т 

<34) ^ % Л > 0 . 
3=1 

Обозначим t- = м/ ( V [V ) и W = | i / ' ( V щ" \ где 
з з 

jX/=={ l̂/} и J J / ' ^ ^ . " } соответствуют #4 и #2. Тогда из (17) видно, что 
771 

(35) v, = *,'-«/' и £ Ч , = 0. 
з 

Следовательно, разделяющая гиперплоскость нормальна гиперплоскости, 
натянутой на t' и t". Если выбрать С так, что 

(36) £jvj(V + ̂ //) = 0, 



48 В. А. Корадо 

т in in in 

то будем иметь £у \ VjX,= \ Vjt/ = — \ v^// = — E^" \ VjXj, что с 
3 3 3 3 

га 

учетом нормальности статистики \ VjXj и независимости ее дисперсии 
J 

от альтернатив обеспечивает равенство как вероятностей ошибок РП (34) t 
так и их производных по f при обоих видах альтернатив и любых значе­
ниях параметра у. 

Из (35) и (36) нетрудно найти, что искомое 
m m m m (37) с == [ £ (*/)2+£ */*/' ] / [ £ (*л2+£ */*/' ] 
3 3 3 3 

и несложные преобразования (34) с учетом (35) и (37) приводят к (32). 
Следует отметить, что правая часть РП (32) является несмещенной оцен­
кой условного математического ожидания V1 xim при у=0 по обучаю-

i 

щей выборке. Действительно, входящие в (32) величины 
7 7 2 - 1 

( v / ) - 1 = т — 1 + \ip \ щ равны удвоенному числу обучающих подвыбо-

рок, соответствующих \ij=\ip, а правая часть есть среднее от средних по 
двум группам обучающих подвыборок, соответствующим одинаковым \ij. 
Так как при у=0 вероятности ошибочных решений P0mi=Pom 2=0,5, то 
полученное РП является локально минимаксным и по критерию (11). 

Интересно отметить, что РП (32) может быть интерпретировано как 
линейное минимаксное РП с обучением по классифицированной выборке 
при произвольном *[о, т. е. минимаксное РП в классе РП с линейной раз­
деляющей поверхностью в пространстве полной выборки. Действительно,, 
для задачи различения сигналов, инвариантной относительно групп пре­
образований Gi и G2y линейное минимаксное РП обязано также быть ин­
вариантным относительно этих групп преобразований и потому имеет 

те —1 

вид (32), где v* должны удовлетворять условию \ v / = 1. В противном 
3=1 

случае наибольшая вероятность ошибочных решений оказывается рав­
ной 1, так как, очевидно, найдутся такие значения неизвестных парамет­
ров задачи а и а, при которых вероятность ошибочных решений равна 1. 
С другой стороны, выше было показано, что в классе РП вида (32) выбор 
v* в соответствии с (33) обеспечивает минимум наибольшей вероятности 
ошибочных решений, которые в этом случае равны друг другу. Таким 
образом РП (32) с (33) можно рассматривать и как линейное приближе­
ние РП (30). При Yo-̂ О это приближение становится сколь угодно 
точным. 

Аналогично можно показать, что для рассмотренной в § 2 задачи са­
мообучения РП (28) является линейным минимаксным РП при произ­
вольном пороговом отношении сигнал / помеха у0. Действительно, оно 
имеет вид (32), а одинаковость весовых коэффициентов v*=l / (т— 1) 
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является следствием инвариантности задачи самообучения относительно 
группы перестановок индексов j обучающей выборки. Следовательно, РП 
(28) можно рассматривать как линейное приближение РП (19). При 
"fo-̂ О это приближение становится сколь угодно точным. 

§ 4. Обучение относительному различению 
детерминированных сигналов 

Отметим некоторые особенности относительного различения (см. § 2) 
сигналов с помощью обучающей выборки. Пусть параметром сравнения^ 
служит параметр \im-i последней обучающей подвыборки. Введем относи­
тельные параметры вида 
(38) \i'=\Xj[\im-n 7=1, 2 , . . . , m—2, m, 
где |x /=±l . Тогда задача относительного различения сводится к различе­
нию двух сложных гипотез относительно параметра \im' 
(39) Я1: !1ш

/=1иЯ2: |хТЛ
,=—1. 

Как и раньше, задача обучения по классифицированной выборке соответ­
ствует априори известным значениям параметров \\/, / = 1 , 2 , . . . , т—2. 
Случай, когда эти параметры неизвестны, соответствует задаче самообуче­
ния относительному различению сигналов. Базовый параметр \im~Y в обоих 
случаях остается априори неизвестным. Остальные параметры и условия 
задачи сохраняют свой прежний смысл. 

Подставив в (12) или в (16) и (17) fXj=|xm_i|x/, находим, что рассмат­
риваемая задача относительного различения сигналов как в случае обуче­
ния, так и в случае самообучения инвариантна относительно группы пре­
образований G3 (21) при любой фиксированной гипотезе. В новом пара­
метрическом пространстве с учетом (38) ей соответствует группа измене­
ний знака \im-u а в прежнем (Q) — группа одновременного изменения 
знака у всех \ij (включая тождественное преобразование). Так как сово­
купности |Xj=l, / = (1, т), и \ij=—1, / = ( 1 , т), в данном случае принадле­
жат одной и той же гипотезе Ни их следует включить в Q. Полагая в силу 
указанной инвариантности наименее благоприятные вероятности значений 
\im-i одинаковыми и учитывая, что при фиксированных jx/ изменение зна­
ка \im~i изменяет знак Z ,̂ в случае самообучения приходим к РП (19), где 
множества М{ и М2 определяются Н± и Н2 в соответствии с (39). Сумми­
руя в числителе и знаменателе попарно члены, отличающиеся знаком Z ,̂. 
находим, что РП может быть выражено через четную функцию 

(40) М*)=Ч2[<*(х)+®(-х)]. 

Поэтому РП в этом случае оказывается функцией статистик |Z^|, либо Z / 
и является в отличие от РП (19) инвариантным относительно G3. К сожа­
лению, задача самообучения в рассматриваемом случае перестает быть 
симметричной относительно альтернатив. По аналогии с (25) находим, что» 

(41) ®(x)=a+bx+dx2+o(x2), где d=2{mn+i)/2lu/T(mn/2) 
и 
(42) a2{x)=a+dx2+o(x2). 

Поэтому структура локально минимаксного правила самообучения разли­
чению (по производной риска по параметру *f2) может быть записана 
в виде 

file:///im-i
file:///im-u
file:///im-i
file:///im~i
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(43) Yip» w-ш^^cYiQ»{z*"lK)' где l=a/2d-
Однако дальнейшая конкретизация РП (определение НБР / у , <?/ и С), 
по-видимому, требует численного решения. 

Аналогично структура локально минимаксного РП обучения с учи­
телем имеет вид 
(44) Z?-lh^C(Z?-lh2), 

где единственный параметр С определяется из условия равенства произ­
водных вероятностей ошибок в точке ч=0. Как видно, в обоих рассмотрен­
ных случаях относительного различения разделяющая поверхность даже 

;лри Yo-̂ 0 остается гиперповерхностью 2-го порядка. 
ПРИЛОЖЕНИЕ 

Введем следующие обозначения: (#?, s4) — TV-мерное евклидово пространство вы­
борок, где s4>— о-поле борелевских подмножеств %в\ Р(ж|6), х£$В, 6£Q— семейство 
плотностей распределения вероятностей на (#?, s&) по мере Лебега; Qi и Q2, где 
QiUQ2=Q, QiflQ2=0,— подмножества значений 6, соответствующие двум альтернатив­
ным гипотезам # i и Н2; D={Di, D2} — множество решений, соответствующих приня­
тию Hi и Н2; L=L(Di, Hj):{L=l, %Ф] и L=0, i=j} — простая функция потерь; G — 
группа преобразований сдвига и масштаба в 9В вида x/=gx=((xi—и)/р, . . . 
. . . , (XN—U)/P), g^G, — °°<и<°°, 0 < р < ° ° ; G — группа преобразований сдвига и мас­
штаба g, индуцируемых G в Q; ф=ф(х) — критерий (измеримая критическая функция, 
решающее правило) различения гипотез Я4 и H2l равный вероятности принятия Я4 
при данном х; фс=фо(я) — критерий различения Я4 и #2 , (почти) инвариантный 
относительно G. 

Т е о р е м а 1. Пусть 
(П.1) P(z\Q)=P(x\a, o)=o-Nf((xi-a)/o,...1 ( a * - a ) / a ) , 

где —оо<сб<оо? 0 < а < ° ° ; у=Сх и v=x~i(y)— преобразование координат, где N~lllC— 
ортогональная матрица, такая, что yi=Xi+ . . . +XN, a y=x{v) имеет вид 

yi=^u yi=v2 cos v3; y3=v2 sin v3 cos y4; . . . ; 
yN-i = v2 sin y3 sin y 4 . . . sin y^-i cos yjv; 
yN=v2 sin y3 sin y4 • . . sin vN-i sin vN, 

где —oo<Z;1<oo; 0<y2<«>; 0 < У 3 , . . . , Ул-_1<я и 0 < У ^ < 2 Я . 
Тогда 
(I). У*=(УЗ, . . . , yjv) — максимальный инвариант относительно G. 
(II). Плотность распределения вероятности У* no мере Лебега на о-поле борелев­

ских подмножеств (N—2) -мерного евклидового пространства значений v* дается фор­
мулой 

00 ОО 

(П.2) Р ( У 3 , . . . , vN) = Nv2~ k{v3,..., vN) f f P(x\a, o)o~i dado, 

где 

V2 = ДГ7. Г Г ^ _ ДГ-1 ( V *« ) 1 , Ж = ^ -^ (У) 

г' = 1 г' = 1 

U 

k{v3, . . . , vN) =iV-,/2(sin у3) ̂ ~3(sin У4)Л '~4 . . . sin y^-i . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (I). Преобразование g переводит v={vu . . . , vN) 
в ((vi—Nu)/p, y2/p, Уз, . . . , vN). Следовательно, статистика v*=T(x) инвариантна 
относительно G. В соответствии с определением максимального инварианта [ и ] , оста­
ется показать, что из Т(х')=Т(х"), х', х" £96, следует, что х" =gxr для некоторого 
g£G. Пусть Т{х')=Т(х"). Обозначим vr=%-i{Cxr) и v" =*х-1{Сх"). Тогда v{" =v/ 
для г=3, . . . , N. С другой стороны, при любых У / , у / , y t " , у2" найдутся такие м и р , 
что (У/—Nu)/p=ui " и v2/p=v2". Следовательно, в силу однозначности преобразо­
вания x=C-4(v) найдется такое g£G, что х " =&хг. 
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(II). Пусть Pv(vu -•>, vN) и Р Г (УЗ, . . . , vN) — плотности распределения вероят­
ностей у и У* по мере Лебега в соответствующих евклидовых пространствах. Тогда 

то то 

(П.З) PT(VS, . . . , i > * ) = f \ Pv(vu...,vN)dVidv2. 

О — т о 

Учитывая, что v=x~i(Cx)1 находим, что 

(П.4) Pv(v)=P(C-4(v) |о, o)J(v), 

где / — якобиан преобразования v=%-l(Cx), причем / = / ( p ) = i £ 2 & ( У 3 , . . . , VN)~ 
Подставляя (П.4) в (П.З), получаем, что 

(П.5) 
(• /• N— 2 

^ Г ( У З , . . . , ^ ) = ft(»s, . . . , Ы \ Р(С-Ч(и)\а, o)v2 dvidv2 = 
О — т о 

то от 

= k(v3,..., vN) I I P ( z | a , a)z;2 dvidv2. 

О — оо 

Введем в (П.5) новые переменные интегрирования и и р 

(П.6) ^i=(*;i ' - iVa)/p; У 2 = У 2 7 Р , 

где —оо<у1
/<оо и 0<y 2 '<°° — некоторые константы. Якобиан преобразования (П.6> 

d(vu v2) 
= —Np~3u2

f. Поэтому вместо (П.5) имеем 
д(р,в) 
(П.7) Рт(и3,..., vN) = W(i;2') *-* Л (УЗ, . . . , Ы Х 

оо оо 
/. /. / Xi — U XN — U I \ 

X Р( , . . . , a, a | р - ^ - ^ в й р . 
О — т о 

Так как левая часть (П.7) не зависит от констант i;/ и и2
г, то в правой части их мож­

но заменить на vi и v2 без изменения результата. Далее из (П.1) находим, что при 
ЛЮбыХ 0 < р < ° ° , — ° ° < ц < о о 

(П.8) р -*Р( (*1 -в ) /р , . . . , (**—в)/р1«» o) = 
==a_iVp-2V ' /((^i—a—n)/ap,..., (ZJV—a—н)/ор)=Р(#|а+в, op). 

Подставив (П.8) в (П.7) и заменив переменные интегрирования по формулам 
а ' = а + и , a '=ap , получаем 

оо оо 

Рт("э, ..^v^^Nvz"1 k(v3, ...,vN) f f P(x\a', a') da' о'~1 do'. 
О — т о 

Наконец, принимая во внимание, что 
N N N 

£*«'-*"' (J> )-*-'][> 2 = ^ - 1 ^ 

г = 2 

получаем окончательно (П.2). 
Замечание. В настоящей теореме используется метод преобразования координат, 

аналогичный примененному в теореме А § 2.2 в [15]. 
Т е о р е м а 2. Пусть 

(П.9) ( #1— a xN—a \ 

i—i, 2; —°°<a<°° , 0 < a < ° ° 

— семейство плотностей распределений вероятностей на (%в, з£) по мере Лебега, 
соответствующих Hi и П2 с априорными вероятностями pi и р2. Пусть заданы D, L 
и G. Тогда правило решения для различения гипотез Hi и Н2, минимизирующее сред-
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ний риск среди всех правил, инвариантных относительно G, таково, что Hi прини­
мается при 

ОО ОО ОО 0 0 

fCII.10) Pi Г f Pi(x\a, а)о~1 dada>p2 \ f Р2(х\а, o)o~i da do, 
0 — oo 0 — oo 

а гипотеза Н2 — когда верно строго противоположное неравенство. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если v=T(x) — максимальный инвариант относительно 

группы G, являющийся измеримой по Борелю функцией со значениями в евклидовом 
пространстве, то по теореме 1 гл. 6 [ и ] искомое байесовское инвариантное правило 
решения эквивалентно байесовскому правилу решения относительно v. С учетом за­
ключения (II) теоремы 1 и теоремы 5.1 [10] это правило имеет вид (П.10). 

Отметим, что результат этой теоремы можно получить из более общей теоремы 
3.1 [16], применение которой к задаче различения двух сложных гипотез проиллю­
стрировано там же (Приложение, пример 1). Однако приведенное здесь доказатель­
ство значительно проще. 

Т е о р е м а 3. Пусть 

P(x\Q)=P(x\a, а, ц, i)=o-Nf((xi—а)/а,..., (xN—а)/о|щ «у), 
—оо<а<оо? 0 < а < ° ° , LI=(LII, . . . , |im), L I J = ± 1 , T^° 

— семейство плотностей вероятности на ($6, $Ф) по мере Лебега; Mi и M2l где 
.Mi\JM2=M1 М1ПА/2=0— подмножества значений LA, соответствующие Hi и Н2, 
D, L, G и фс — такие же, как ранее; Я=Я(и.)—априорное распределение ве­
роятности (i; R(\k,^^>G)— условный риск, соответствующий критерию фа; /^(f, фс) = 

= \ Я (|л)/?((я, Y? фс) —средний относительно К условный риск, соответствующий 

цбМ 

<PG, 4>XG — критерий различения Hi и Н2, минимизирующий Rx(4o, <PG) среди всех кри­
териев фа в смысле 
(П.11) ДЛ(ТО, Фяс)<Л(То, JPG). 
Пусть X=X(\i) удовлетворяет условию 

(П.12) V 1 Я ( ц ) = 1 , где М-.{ц:цШ и #(LI, у„, Фяо) = maxR(\x, > , фхо)}. 

нем* 
.Тогда 

(I). 4>XG(X)—минимаксный в смысле (8) критерий для рассматриваемой задачи 
различения гипотез при фиксированном Ч=Чо. 

(II). % — есть наименее благоприятное распределение параметра ц. в том смысле, 
что для любого другого распределения этого параметра | #л(7о? 4>XG) ^Щ^о, ф£о). 

(Il l) , epic имеет вид ф;^(#)=1 при 

:(П.13) У /u(ji) f f Р(х\а, G^^^o-'dada': 

liQMi 

\ h(\i) I Г P(x\a, a, ji, 7o)a_1 da da 
HQM2 0 — oo 

и (PXG(X)=0 при строгом противоположном неравенстве. 
(IV). В случае, если maxi?(ja, *у, $XG) не возрастает с ростом у, ^о фяс ^сгь мини-

нем 
максный критерий различения сигналов в смысле (8), а распределение вероятности 
у в Го: Т^ТО' сосредоточенное в точке ^{=^о, совместно с X(LI) является НВР неиз­
вестных параметров задачи 0GQ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (I). Пусть фе(х) — любой другой инвариантный относи­
тельно G критерий различения # i и Н2. Тогда, учитывая условие (П.12) теоремы, 
имеем 
(П.14) max R (LI, fo, ФАС) < Rx 0]fo, фс) < max R (LI, «уо, Фо), 

т. е. критерий (PXG(%) является минимаксным среди всех критериев инвариантных от-
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носительно G. Далее по теореме Ханта — Стейна ( [ и ] , теорема 2 гл. 8), в которой 
выполнены условия существования правоинвариантной последовательности распре­
делений вероятности на группах преобразований сдвига и масштаба Gi и G2, а также 
на G=G2Gi (см. пример 8 гл. 8 [ и ] , а также доказательство п. 1 теоремы 6), какова 
бы ни была критическая функция ер, существует критическая функция Ф, которая 
почти инвариантна и при любом 0GQ 

sup М- ф (х) > Mei|5 (х) > iuf М-9Ф (х), 
G G 

откуда при всех 06Q 
.(П.15) R (0, г|>) < sup R (g0, q>) < sup R (0, ф). 

G « 

Но согласно (П.14) с ф с =ф и (П. 15) каковы бы ни были критическая функция ф и f 

(П.16) max R (и., *у, флс) < max i? (ji, 4, ф) < max i? (jx, 7, ф). 
Ц Ц [А 

(II). Пусть £ — любое другое распределение вероятности и.; i^(4> Фа) — средний 
.по | условный риск, соответствующий критерию фс; Ф!с(#) — критерий различения 
гипотез Hi и #2, минимизирующий R^o, ц>с) среди всех критериев фС. 
Тогда 

#£ (Toi <P*G) < #s (Ко, Фяо) < max Л (ц., «у0, Фьо) = #х (ifо, фяо). 

(III). Полагая Рг(^|а, а, > ) = \ Я(|д,)Р(ж|а, о, и,, ̂ о) / \ Мн<) 

'•и £г = \ M|i), i = l , 2, и применяя теорему 2, получаем (П.13). 
ибмг 

(IV). Пусть фло соответствует ^=^0 , тогда по условию для ^6Г0 max#(u., ч, фи?)< 
и 

< т а х # ( | л , ^о, фло) и с учетом (П.16) для любой критической функции ф 
Й 

sup R (0, фяС) = sup max Л (и., ч, фхо) = max R (u., ^о, фяо) < 
ееа 7бг0 цбм д 
< max R (и., -уо, Ф) < sup max R (и., ^0, Ф) = sup R (0, ф). 

n 7бг0 ибм eea 
Кроме того, пусть r\(\i, ^—произвольное распределение вероятности на МХГ0, фло— 
байесовское инвариантное решающее правило относительно т), ^ (ф^)—средний риск 
критерия фпо относительно ri (байесовский риск для ц). Тогда 

Ял (флв) < Дч (фХе) < sup max Я (ц., -у, фяо) = #х (>, ф^с), 
ТбГо (лб-М 

что и требовалось доказать. 
Т е о р е м а 4. Пусть P(x\Q)=Pi(x\a, а, 7) = a - i s r/i((^i—а)/о, . . . , (xN—а)/а|ч), 

j = l , 2, —°°<а<°° , 0 < а < ° ° , 7^0 — семейство плотностей распределения вероятности 
на (Sly, s4>) no мере Лебега, соответствующих Я4 и Н2 с априорными вероятностями 
Pi и рг, D, L и G — соответствуют принятым обозначениям; функции 

N N 

(П.17) Ft (x, T) = — V х? - /V-1 I V хА \ X 

00 с» 

X f f Р*(#|а, a, ч ) о - 1 da da 
— 00 0 

определены, непрерывны по ч в некоторой окрестности J точки 7=0 и удовлетворяют 
условию \Fi(x, 0 ) | <И^, PP=const, х£%&. Тогда правило решения для различения гипо­
тез Ну и #2 , минимизирующее производную среднего риска по •у при ^=0 среди всех 
правил, инвариантных относительно G, таково, что Hi принимается при 
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(П.18) 
оо то 

Pi I \Pi{x\a,-o,f}0-i do da\ 
ду 

— oo О 

Pi j P2(X\OL, а, 7 ) o - i do da\y= 
dy 

— oo О 

а Я 2 — когда верно строго противоположное неравенство. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если v*=T-(х) — максимальный инвариант относительно* 

группы G со значениями в ограниченной области У~ (iV—-2)-мерного евклидового про­
странства и плотность распределения вероятности v* на (ZT, $) при # 4 и Н2 есть, 
Pi(v*h) и ^2(^*17), то условный средний риск при данном «у и произвольной (изме­
римой) инвариантной относительно G решающей функции Ф(У*), 0 < Ф ( У * ) < 1 , опре­
деляющей вероятность принятия Я4, 

^ ( Т , Ф ) = ^ + f ф(^ ) IP2P2(V*\ tf-ptP^V \4)]dv\ 

sr 

Используя формулу (П.2) теоремы 1 и условия на Fi(x, 7), находим, что 

I д I 
Pi(v*\l) \<WU H ^ c o n s t , v*^T, 76/. 

I д*\ | 
Следовательно, по теореме о дифференцировании интеграла Лебега по параметру 

д с г Я 
q>(v*)Pi(v0\4)dv* = ф(^) Pi(V\4)dv% ?6/. 

ду J J ду 
$r if 

Поэтому 

(П.19) — Д(ТГ,Ф) I = f Ф ( 0 \рг — Л ( ^ | т ) I -
^Т I 7=0 J L дЛ I Y=0 

5 I 1 
-Pi—Pi^l-r) \dv*-

дЧ I v=o J 

Следовательно, инфимум левой части (П.19) по (p(v*) достигается для ф(р*)=1, если-

(П.20) Pi Pi(V|T) I >Р* Л И ? ) I 
df I 7=0 dy I 7=0 

и ф(г;*)=0, если верно строго противоположное неравенство. Подставляя в (П.20) 
выражение для Рг(и*\ч), &=1, 2, даваемое, согласно п. (II) теоремы 1, выражением' 
(П. 2), получаем (П. 18), что и требовалось доказать. 

Т е о р е м а 5. (Аналог теоремы Ханта — Стейна [ и ] ) . Пусть !?={Ре, 0£Q}— до-
минированное семейство распределений на (8В, s£), 0=(0О , *y), Q=Qo*T, 0o£Qo» 
Г:7^0; G— группа преобразований на (36, S&), такая, что индуцированная в Q груп­
па G оставляет инвариантным Qo', ф(я)—критерий различения Hi и Н2, равный ве­
роятности принятия решения Hi при данном х^Зб', и пусть i?(0o, ^ ф)—условный 
риск критерия ф при данных 0oGQo и ^ Г . Пусть $ о-поле подмножеств группы G, 
такое, что для любого A£s& множество пар (х, g) с gxQA принадлежит S&X& и Bg£$? 
для любых В£$ и g&G. Допустим, что существует последовательность распределений-
вероятностей vn ~на (G, $), которые асимптотически правоинвариантны в том смысле,, 
что для любых g£G, B&$ 
(П.21) lim\vn(Bg)-Vn(B)\=0. 

г г - > оо 

Пусть для любого (измеримого) Ц)(х) условное математическое ожидание М$($(х)=* 
= S(p(x)dPQ(X) удовлетворяет условию 

I д 

(П.22) Мвц(х) 
I ^Т 

<W2, W2=const<oo, для всех 0o6fiO-- u 1(G/„ 

где J — некоторая открытая окрестность точки *у=0. Тогда 
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(I) Какова бы ни была критическая функция ф, существует критическая функ­
ция а|), которая почти инвариантна и при всех Bo^Qo удовлетворяет условию 

(П.23) -^ R (90, 7, 1>) |Y==0 < sup -^ R (gB0, у, Ф) |Y = 0 . 
G 

5 I 
(II) Если существует критерий фо, минимизирующий sup /?(Оо, 7>ф) » го 

Qo ^ 7 I V=0 

«существует и почти инвариантный критерий с этим свойством. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 
(I) Пусть tyn(x) = Sq>(gx)dvn(g). Тогда фп(я) измерима и 0<i|)n(a;)<l. По теореме 

о слабой компактности (теорема 3 в дополнении [и ] ) существует подпоследователь­
ность {1|)Пг} и измеримая функция г|), лежащая между 0 и 1, для которой 

lim I tyniP d\i = 1 г|)Р d\i дЛя всех ц.-интегрируемых функций Р. В частности, 

(П.24) lim Мег|)пг (ж) = Mei|) (ж) 
г'-voo 

при всех 06Q. По теореме Фубини 
(П.25) M e^ n i (х) = J [Меф (gx)] dvni (g) = ^ м

5 е ф (*} <*vni (*)• 

Благодаря условию (П.22) в (П.25) можно дифференцировать по ^6 / под знаком инте-

г=о = \ " 5 7 М г в ф ( я : ) 1 т = о ^ п г ^ ) ' что дает грала, и, в частности, g^Mex[:nj(x #7 

¥ li мг9
ф W < af м A t (*) !v=o < S!1P -di Mg9

(p (ж)-
G G 

Переходя к пределу при i-> °° с учетом (П.24), равенства 
г 1-Meib (s), 66Qi, 

Д(В0,7>*) = i 

и соотношения 

S1P [~ 17 М̂ Ф Wj = - ¥ af ̂ V (r)' 
G G 

получаем при любых 9oGQ0 (П.23). Доказательство почти инвариантности г|)(ж) совпа­
дает с соответствующей частью доказательства теоремы Ханта — Стейна. 

д I 
(II) Пусть sup—-i?(90 ,7, фо)| = го и пусть * 0 - (почти) инвариантный 

Qo <?7 I v = 0 

критерий, такой, что (П.23) выполняется с ф=фо и г|)=г|эо. Тогда 
я я 

(п.26) - ^ Л ( в 0 , 7. ifo) |v=0 < SH.P "ат" -̂  ( § Т е° ' 7 'ф о ) IY=O < го 
при всех 60£Й0, что и требовалось доказать. 

Замечание. Пусть Р(х\$)=Р(х\ч, Э0) —плотность Р 0 по мере Лебега \х(х) такая, 
что P(gx\gQ) | det g\=P(x\Q), где |detg\ — модуль определителя (якобиана) g, 

д 
G — транзитивна в Q0; —Р(х\®)> х£<%, существует и непрерывна по к в Г и 

ду 

(П.27) f I P(x\Q) I d\i(x)<W3, И 3̂ = const (Во) < °°. 
J I #7 I т=о 

Тогда условие (П.22) теоремы 5 выполнено. Действительно, в этом случае в силу 
условия непрерывности для некоторого фиксированного Во найдется такая окрест­
ность 7=0 7, что для любого xbffi 

*(П.28) I — Р ( * | е ) I < 2 I Р(х\Ъ) I , 7 е / -
1^7 I I дЧ I v=o 
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В силу условия инвариантности неравенство (П.28) справедливо для любого 00т. 
причем / не зависит от 60. Следовательно, с учетом (П.27) и 0 < | ф ( я ) | < 1 для лю­
бого 8о £&о имеем 

д с д 
М 8 ф ( я ) = ф(ж) P(x\Q)d\i(x), -у б/, 

д^ J ду 
что совместно с (П.27) и (П.28) обеспечивает (П.22). Нетрудно проверить, что плот­
ность (12) удовлетворяет условию (П.22) теоремы 5. 

Т е о р е м а 6. Пусть выполнены условия теорем 3, 4 и 5, где вместо (П.11) ш 
о 0 

(П.12) фяо — критерий различения гипотез Hi и Л2, минимизирующий 7?я(Т>Фс) 
ду 

среди всех критериев фе в смысле 
д , д | 

(П.29) Rk (Tl фяс°) < RK (Ъ ФС) 
^Т I v=o д^ J Y==0 

w А, удовлетворяет условию 

(П.ЗО) V Л((х)=1, где М*: I ц-.рвМ и Д (p., f, Фя°в) I = 
^—i I ^T I V=0 

5 ° I 1 
= max R(\i, if, Фла) I-

й ^ IY=0 J 
Тогда 

о 
(I) <PKG(X) —локально минимаксный критерий для рассматриваемой задачи раз­

личения гипотез Hi и Н2, удовлетворяющий (9). 
(II) X — есть наименее благоприятное распределение параметра в том смысле?, 

что оно максимизирует 
д о | 

— i ? r ( Y , <JVG) 
д% | v =o 

о о 
(III) фяо(^) имеет вид фяо(^)=1 при 

(П.31) V Я(ц) [ f-P(*|a, а, (х, -у) о-1 da da 
< 9 ^ 

HGMi — oo 0 

oo oo 

> \ Я( [х)— I j P(x\a, a, ji, 7 ) о - 1 da da 
Цб-М"г — oo 0 

0 

и 4>XG(X)=0 при строго обратном неравенстве. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (I) Пусть ф с (х) - любой другой инвариантный относи­

тельно G критерий различения # i и Н2. Тогда, учитывая условие (П.ЗО) теоремыг 
имеем 

д I 
шах — R(\x, у, фяо°) < 

д ^ I т=о 
tf I 0 i 

< — # я ( у , фо) <тах — Л((г,Т|фс) 

О 

т. е. критерий ц>ю(х) является локально минимаксным среди всех критериев, ин­
вариантных относительно G. Для завершения доказательства п. (I) теоремы до­
статочно применить теорему 5. Представим G=G2Gi, где Gi и G2 — соответствующие 
подгруппы преобразований сдвига и масштаба в 9В. Известно, (см. [ и ] , пример 7 
гл. 8), что для групп Gi и G2 по отдельности условие (П.21) теоремы 5 выполняется. 
С другой стороны, в подпространстве 0~ максимального инварианта относительна 
Gi группа G2 индуцирует группу G2* также преобразований масштаба. Поэтому,, 
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применяя теорему 5 последовательно к d и G2* (см. [ и ] , гл. 8), получаем, что иско­
мый локально минимаксный критерий найдется среди критериев, инвариантных от­
носительно G, и им, в частности, является локально минимаксный инвариантный 

о 
•критерий срхо(я). 

(II) Пусть £ — любое другое распределение вероятностей п., Я|(ч, Фо) - сред­

ний по £ условный риск, соответствующий критерию cpG; Ща (я) - критерий разли-
д | 

чения Hi и #2 , минимизирующий — Ri (7, Фо) среди всех критериев фС: тогда 
д , а 

а | д | 
< max R (ц., -у, фЯ0) = RK (Ъ Ф^°) 

нем $Т I v=o d^ I v=o 
(III) Полагая 

Рг(я|а, о,ч) = V Ml-0 P И а, о, [л, 4) / V M M O , 

т применяя теорему 4, получаем (П.31), что и требовалось доказать. 
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