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§0.Введение 

Центральной темой некоммутативного гармонического анализа является 
разложение естественных унитарных представлений Т на элементарные (т.е. 
на неприводимые или на фактор-) представления. Если представление Т имеет 
при этом выделенный циклический вектор, то разложение задается некоторой 
мерой, которая называется спектральной мерой. Например, одним из дости­
жений классической теории представлений является явное вычисление Гинди-
киным и Карпелевичем спектральной меры для естественного (регулярного) 
представления в пространстве квадратично-суммируемых функций на произ­
вольном римановом симметрическом пространстве. 

Простейший пример группы, у которой элементарные представления зави­
сят от бесконечного числа непрерывных параметров,1 — это бесконечная сим­
метрическая группа 5(оо), состоящая из финитных перестановок натуральных 
чисел. Для такой группы спектральная мера может иметь бесконечномерный 
носитель — явление, которое не возникало в классической теории представле­
ний. 

Более того, регулярное представление бесконечной симметрической группы 
(см. определение ниже) неприводимо. Таким образом, ситуация сильно отли­
чается от классической — разложение регулярного представления конечных и 
компактных групп на неприводимые играет центральную роль в теории пред­
ставлений этих групп. 

В работе [KOV] было построено семейство обобщенных регулярных предста­
влений Т — Tz группы 5(оо), зависящих от одного комплексного параметра z. 
Эти представления действуют в некоторых L2 -пространствах на компактифи-
кации группы 5(оо) и представляют собой деформацию регулярного предста­
вления: при г -> ю они сходятся к регулярному представлению. Основным 
результатом настоящей работы является полное описание спектральных мер 

При поддержке Российской программы поддержки научных школ, грант 96-15-96060. 
1 Такие группы называются „большими" (термин принадлежит А. М. Вершику). 
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для обобщенных регулярных представлений. Спектральные меры определены 
на некотором бесконечномерном симплексе (который может рассматриваться 
как дуальный объект для группы 5(оо)), и их описание будет дано в терми­
нах некоторых случайных точечных процессов на прямой, ассоциированных с 
этими мерами. 

Это третья работа в серии статей Г. И. Ольшанского и автора о гармониче­
ском анализе обобщенных регулярных представлений и родственных задачах. 
Предварительно наши результаты были опубликованы в препринтах [P.I-P.V]. 

В первой работе серии [В01] мы даем краткий обзор результатов [P.I-P.V]. 
Вторая работа [В1] покрывает часть [Р.П], в которой содержится некоторый 
общий формализм, позволяющий работать с мерами на бесконечномерном 
симплексе (см. теорему 1.1). Настоящая работа покрывает [P.FV] и другую часть 
[Р.П]. Мы надеемся опубликовать еще одну работу с дальнейшим развитием и 
приложениями результатов этой статьи, которые частично содержатся в [Р.Ш, 
P.V]. 

Хотелось бы подчеркнуть, что часть наших результатов еще не вошла в жур­
нальные публикации, и интересующемуся читателю может быть полезно взгля­
нуть на препринты [P.I-P.V]. 

Пусть S(n) — симметрическая группа степени п, 5(оо) = (J n > 1 S(n) — бес­
конечная симметрическая группа, состоящая из финитных перестановок нату­
ральных чисел. Введем обозначения 

G = S(oo) х S(oo), 
К = diagS(oo) = {(д,д) € G | </ € 5(oo)} С G. 

Пара (G, К) является парой Гельфанда [Ол]. Несложно показать, что регулярное 
представление Treg группы G в пространстве £2(5(оо)), заданное формулой 

(Tres(g,h)f)(x)=f(g-lxh), 

неприводимо (это следует из того, что все классы сопряженности группы S(oo), 
не содержащие единицу, бесконечны). 

В описании конструкции обобщенных регулярных представлений мы следуем 
работе [KOV]. 

Предложение [KOV, теорема 1.1]. Существует единственное отображение рп : 
S(n) ->• S(n — 1), коммутирующее с двусторонним действием группы S(n - 1) на 
S{n) и S(n - 1). 

Отображения рп называются каноническими проекциями. Определим проек­
тивный предел X = proj lim S(n) относительно этих проекций. Это компактное 
топологическое пространство, содержащее 5(оо) как всюду плотное подмноже­
ство. Элементы пространства X называются виртуальными перестановками. 
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Действие группы G — 5(оо) х S(oo) на S(oo) может быть продолжено до не­
прерывного действия группы G на пространстве X виртуальных перестановок. 

Для всякого t > 0 обозначим через fj," вероятностную меру на S(n) такую, 
что fj,?({x}) — t№/(t)n, где через [х] обозначено число циклов перестановки 
х е S{n), a (i)„ = t(t + 1 ) . . . (t + n - 1) — символ Похгаммера. При t = 1 эта 
мера совпадает с равномерной вероятностной мерой на S(n). 

Предложение [KOV, теорема 1.3]. Зафиксируем t > 0. Тогда р„(ц?) = ц"~1 

для всех п = 1,2,... Таким образом, существует вероятностная мера fit = 
projlim^" на X. Мера /.it является К-инвариантной и G-квазиинвариантной. 

Можно показать, что меры ци t > 0, попарно дизъюнктны [KOV, теорема 
1.4]. 

Действие группы G на X обладает замечательным аддитивным 1-коциклом 
с : X х G -> Z, который определяется равенством с{х,д) = \j)n(xg)] - [pn(z)], где 
п настолько велико, что д £ G(n). Имеет место равенство 

Ht{d{xg)) = tc(x^nt(dx), (>0, xeX, geG. (0.1) 

Возьмем z 6 С \ {0} такое, что t = |z|2. Благодаря (0.1) мы можем опре­
делить унитарное представление Тг группы G в гильбертовом пространстве 
И = L2(X,/.it) формулой 

(r,(flf)/)(x) = f[xg)z«'*\ xex, geG, fen. (0.2) 

Определенные таким образом обобщенные регулярные представления Тг име­
ют предел при z —¥ 0 и z -» оо; при z —> оо представления Тг стремятся к 
регулярному представлению Treg. 

Обозначим через Ф выпуклое множество всех положительно-определенных 
it'-инвариантных функций на группе G, равных 1 в единице группы. Крайние 
точки множества Ф называются экстремальными сферическими функциями пары 
(G, К). Они находятся в естественном взаимно однозначном соответствии с 
(нормированными экстремальными) характерами группы 5(оо) [Ол], которые, 
в свою очередь, параметризуются симплексом Тома £1, состоящим из троек w = 
(а, Р, 7), где 

а = (а! > а2 > . . . ̂  0), j3 = (ft £ & ^ • • • ^ 0), 7 > 0, 
ОО ОО 

53«i + X)ft+7 = l 
1=1 i = i 

[Т, ВК]. Для каждой точки ш € П мы будем обозначать через фш € ^ соответ­
ствующую экстремальную сферическую функцию и через Т(ш) — циклическое 
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унитарное представление группы G, порожденное функцией фи. Представления 
Т(ш) — это в точности все неприводимые сферические унитарные представле­
ния пары Гельфанда (G,K). Каждая функция ф € Ф единственным образом 
записывается в виде 

/ фштп{йш), 
wen 

где m — вероятностная мера на П, называемая спектральной мерой для ф. Эта 
мера также описывает разложение циклического унитарного представления, 
порожденного функцией ф, в прямой интеграл неприводимых представлений 
Пш). 

Заметим, что в пространстве И представления Tz есть выделенный /^-инва­
риантный вектор /о = 1. Можно показать, что этот вектор является цикличе­
ским, если и только если z fi Ъ [KOV, теоремы 3.2, 5.2]. 

Для целых z явное разложение представлений Тг на неприводимые было 
получено в [KOV], Разложение для нецелых z является более сложной задачей. 
Всюду в дальнейшем мы предполагаем, что z 6 С \ Z. 

Согласно сказанному выше, для нецелых г разложение Tz на неприводимые 
задается некоторой вероятностной мерой на симплексе Тома, которую мы бу­
дем обозначать через тпг. 

Предложение [KOV, теорема 5.4]. Спектральные меры mz сосредоточены на 
грани 

По = {(а,0,7) eft 17 = 0} 

симплекса Тома. 
Оказывается, что удобнее описывать не сами меры mz, а некоторую их мо­

дификацию. А именно мы будем описывать меры т'г на пространстве 

заданные формулой 
m'z = mz ® —~Y e ads, 

где s — параметр на полуоси R+, t = \z\2. 
Поставим в соответствие каждой точке wef i ' локально-конечную точечную 

конфигурацию BR* = R \ {0} следующим образом: 

{(<x,P,l)>s) •-»• {sai,sa2,... ,-s/3i,-s^2,...), 

где мы опускаем все нули в последовательностях а, р. Тогда мера т'г мо­
жет рассматриваться как мера на пространстве точечных конфигураций или, 
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согласно традиционной терминологии, как точечный случайный процесс. Мы 
будем обозначать этот точечный процесс через V'z. 

Аналогично можно определить случайный точечный процесс Vz, отвечаю­
щий мере тг, — соответствие между точками ш б Я и точечными конфигура­
циями имеет вид 

(«,/?,7) •-»• ( a i , e 2 , . . . , - A , - f t , - - 0 -

Переход от Vz к V'z есть просто умножение всех точек конфигурации на случай­
ный независимый масштабный множитель, имеюший гамма-распределение с 
параметром t = \z\2. Переход от V'z к V, благодаря последнему предложению 
тоже весьма прост — надо разделить все координаты точек случайной конфи­
гурации на сумму их модулей. 

Один из способов описания точечных случайных процессов — вычисление 
их корреляционных функций рп{х\,..., хп), где п = 1,2,..., х\,..., хп е R*. 
Грубо говоря, рп(хг,..., xn)dxi • • • dxn есть вероятность найти точку случайной 
конфигурации в каждом из инфинитезимальных интервалов [xi,xi + dx\], . . . , 
\Хп,Хп -f- (tXn\. 

Можно показать, что процессы Тг и V'z однозначно определяются своими 
корреляционными функциями, которые мы будем обозначать через rj, и р„ 
соответственно [P.I] 

Функции г„ и f 
типа преобразования Лапласа: 

СЮ 

р \ * \ х и . . . ,хп) = I S
 p

e iiz)(xlS-\... ^„Г 1 ) -^ . (0.3) 
о 

Нашим основным результатом является следующее утверждение. Его дока­
зательство содержится в препринтах [Р.П, теорема 3.3.4], [P.IV, теорема 2.7]. 
Результат был также анонсирован в [BOl, теорема III]. 

Теорема А. Для всякого z е С \ Ъ корреляционные функции процесса V'z имеют 
вид 

p^(xi,.. .,хп) = det[JC(xi,Xj)]"j=l, 

где ядро К(х,у) на Ж* задается формулами 
1 Аф)В+(у) - В+(х)А+(у) 

Функции г„ и рп связаны (обратимым) интегральным преобразованием 

К.{х,у) 
ф)Г(г') .х-у 
л/sin7ггsin7TZ' A+(x)A-(y) + tB+(x)B-(y) 

Цх, -у) = • , 
7Г Х+у 

.„, , VsiniTzsinirz' Аф)Аф) +1 В+{у)Вф) Ц-х,у) = --

Ц~х,-у) = 

7Г Х+у 

1 Аф)Вф)-Вф)Аф) 
T{-z)Y{-z>) х-у 
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для х, у > 0. Здесь 

А+(х) = х *W;+z'+i ,_,< (х), 
2 > 2 

2 ' 2 

Л_(а;) = ж~21У_ г_2 ,+1 ,_ , i (ж), 
2 ' 2 

Б_(х) = X~%W-z-zl-! z-,-(x), 

Wx<ll{x) есть функция Уиттекера, z' = z, t = zz'. 

Ядро fC(x,y) мы называем ядром Уиттекера. 
Приложения теоремы А и спектральный анализ ядра Уиттекера можно найти 

в работах [BOl, P.III, P.V]. 
Корреляционные функции г„ тоже могут быть вычислены явно, однако ре­

зультат получается значительно более громоздким [Р.Н]. Они могут быть выра­
жены через многомерную гипергеометрическую функцию Лауричелла типа В 
[P.II, §2.4]. Чтобы дать читателю возможность оценить сложность формул, мы 
сформулируем следующий результат. 

Предложение [P.II, теорема 2.2.1; BOl, теорема II]. Пусть ж ь . . . ,ж„ > 0, |Rz| < 
1. Тогда 

ГП (Xll • • • ! ХП) 

= tnT(t) 
а р (а; + 1)2' ЬТ*' (bt + iy J п У Г( -г + 1) Г(г> + 1) Y{-z> + 1) T(z + 1) 

а,-,6,->0 '~1 

£Г=1*.'(<Ч+<>.-И)<1 

ycii+bj + lj T(t-n) 

где z' = z, t = zz'. 

Для значений z с |3?г| ^ 1 функции г„ получаются аналитическим продол­
жением по параметрам г и z' = z, которые для этой цели следует считать 
независимыми. 

Первая корреляционная функция была посчитана ранее в [P.I]. 
Случайные точечные процессы с детерминантными корреляционными функ­

циями (как в теореме А выше) называются детерминантными точечнъши про­
цессами. Основным источником таких процессов служит теория случайных ма­
триц [Me]. Первые примеры детерминантных точечных процессов появились 
в 60-х годах [Dy,L]. Как отдельный класс эти процессы были впервые выделе­
ны в работах [Мас1,Мас2], где использовалось название fermion point processes 

3 Алгебра и анализ № 5,2000 г. 
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[DVJ]. Работа [С] содержит обширный обзор по детерминантным случайным 
процессам с эрмитовыми ядрами. Общая аксиоматика для процессов с не эр­
митовыми, a J-эрмитовыми2 ядрами содержится в [P.V, §1; В02, §2; BOO, 
Appendix]. Отметим, что ядро Уиттекера является J-эрмитовым (см. замеча­
ние 4.10 ниже). 

Теорема А была хронологически первым результатом, связавшим теорию 
представлений бесконечной симметрической группы с детерминантными то­
чечными процессами. Позднее Г. И. Ольшанским и автором был найден другой, 
аппроксимативный, подход к доказательству теоремы А. Этот подход частично 
изложен в работе [В02]. Ключевое соображение состоит в том, что некоторая 
смесь сужений обобщенных регулярных представлений на конечные симметри­
ческие группы порождает детерминантный точечный процесс на одномерной 
решетке. Корреляционное ядро для этого процесса выражается через гипергео­
метрическую функцию Гаусса, и ядро Уиттекера может быть получено из этого 
ядра с помощью подходящего предельного перехода [В02, §5; ВОЗ]. 

Следом за этим в совместной работе с Г. И. Ольшанским и А. Ю. Окунь-
ковым мы применили тот же подход к мерам Планшереля на симметрических 
группах (мера Планшереля определяется формулой (0.7) ниже). В числе про­
чего это позволило нам доказать гипотезу Байка—Дейфта—Йоханссона [BDJ1, 
BDJ2] о том, что асимптотическое поведение подходящим образом норми­
рованных длин первых строк случайных диаграмм Юнга с п клетками, рас­
пределенных по мере Планшереля, совпадает с асимптотическим поведением 
нормированных максимальных собственных значений случайных эрмитовых 
матриц размером п х п с гауссовой мерой3 при п —»• оо. (Для индивидуальных 
распределений первой и второй строк гипотеза была доказана в работах [BDJ1, 
BDJ2]). Два других доказательства этой гипотезы содержатся в [J, Okl]. 

Дальнейшее, совсем недавнее развитие сюжета привело к интересным связям 
с теорией тёплицевых определителей [ВОк] (см. также [BW]), пространством 
полубесконечных форм [Ок2], теорией представлений алгебры Ли sl(2, Ж) [ОкЗ] 
(см. также замечание после формулы (0.7) ниже), задачей Римана—Гильберта 
[В2]. 

Для доказательства теоремы А будет развит некоторый формализм, который 
мы описываем ниже. 

Удобный метод изучения сферических функций ф € Ф состоит в разложе­
нии сужений ф | G(n), п = 1,2,..., по экстремальным сферическим функциям 
конечных пар Гельфанда (G(n),K(n)) = (S(n) х S(n),diagS(n)), которые по су­
ти являются неприводимыми нормированными характерами симметрических 
групп S(n). 

«Здесь J = [ 1 ^ ] . 
3 Предельное распределение для максимальных собственных значений случайных эрмито­

вых матриц было вычислено в работе [TW]. 
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Обозначим через Y множество всех диаграмм Юнга и положим Y„ = {A 6 
Y : |А| = п}, где |А| обозначает количество клеток диаграммы А. Обозначим 
через хх неприводимый характер симметрической группы S(n), соответствую­
щий диаграмме А € Y„, и через dim A — его размерность. Сопоставим каждой 
функции ф € Ф распределение на графе Юнга Y. По определению это такая 
функция М : Y -»• R+, что 

ФкзМх{е))= Y, ЩЩхХ/А\т\), п = 1,2,... (0.4) 
A€Y„ 

Условие согласованности сужений ф на разные конечные симметрические груп­
пы имеет вид 

где А 6 Y„, fj, e Y„+i и символ /J \ А означает, что ^ отличается от А добавле­
нием одной клетки. 

Из (0.5) следует, что M(n) := M|Yn есть вероятностная мера на Y„. Таким 
образом, М можно рассматривать как систему согласованных вероятностных 
распределений {М^} на конечных множествах Y„. 

Вся информация о функции ф неявным образом содержится в М. В част­
ности, спектральная мера т может быть получена как предел мер М'"', если 
аппроксимировать симплекс Тома SI множествами Yn, используя модифици­
рованные координаты Фробениуса диаграмм Юнга [КОО]. 

Для обобщенных регулярных представлений распределение М(А) может быть 
явно вычислено. Мы будем его обозначать через Мг(Х). 
Предложение (см. [KOV, теорема 3.1]). Пусть z е С\{0}, t = \z\2, A € Y, п = |А|. 
Тогда 

М,(\) = ((t)n)-1 П (г + J - 0(* + i ~ 0 • dim2 А/гг!. (0.6) 
(0')€А 

При г -¥ оо распределения Мг стремятся к распределению Планшереля 

, , , %. dim А ,„ „ч 
МеоСА) = - | ^ р - . (0.7) 

Легко видеть, что условие согласованности (0.5) для распределений Mz явля­
ется полиномиальным условием по z и z' = г. Это означает, что выражение 
(0.6) удовлетворяет условию (0.5) для любых комплексных значений г и г ' 
(г' теперь рассматривается как независимый параметр!). Если мы потребуем, 
чтобы значения М(А) были строго положительны для всех А, то у нас оста­
нется две возможности: либо г' = г, как раньше, либр г и г ' вещественны, и 
т < z,z' < т + 1 для некоторого т £ Ъ. Любой паре (г, г'), удовлетворяющей 
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одному из этих двух условий, соответствует сферическое представление Tzz> па­
ры Гельфанда (G, К). Представления с z' = z — это обобщенные регулярные 
представления, которые обсуждались выше. Мы называем эти представления 
основной серией. Представления с т < z, z' < т + 1 образуют дополнительную 
серию. Все результаты этой работы, включая теорему А, равно как и результаты 
из [BOl, P.I-P.V], верны для представлений из обеих серий.4 Все доказатель­
ства остаются неизменными. Имеется также дискретная серия, состоящая из 
вырожденных представлений, которые возникают, если один из параметров z, z' 
является целым числом, см. подробную версию [KOV]. 

К сожалению, у нас нет красивой геометрической конструкции для пред­
ставлений дополнительной серии. Именно поэтому мы построили изложения 
материала во введении на основной серии. 

Терминология „основная/дополнительная серия" была введена, исходя из 
определенной аналогии с теорией представлений s((2, R). Недавно А. Ю. Окунь­
ков в [ОкЗ, 3.2.2] материализовал эту аналогию. 

Вернемся к общей ситуации. Оказывается, значения М(А) могут также рас­
сматриваться как „моменты" спектральной меры т в следующем смысле. 

Определим морфизм алгебры Л симметрических функций (ее определе­
ние см. в [Ма]) в алгебру С(й) непрерывных функций на Q. Поскольку Л = 
С[ръР2, • • • ], где рк = J2i xi ~ э т о суммы Ньютона, достаточно указать образы 
всех рк- Положим их равными 

1, к = 1, 
£,~i«?-££i(-ft)*, fc>2. 

Образы функций Шура s\ [Ma] при этом морфизме называются расширенны­
ми функциями Шура и обозначаются 1\ [ВК]. Эти функции неотрицательны [ВК, 
КОО]. 

Для всех разбиений Л имеет место равенство [ВК, КОО], 

Для рассмотрения мер т'г нам понадобится немного более общая ситуация. 
Обозначим через П множество троек ш = (а,/3;г), где а = (ai > а2 ^ ••• 

^ 0), /3 = (ft ^ /?2 > • • • > 0), т € М.+ и D ^ a ' i + Pi) < т. Мы снабжаем П 
слабейшей топологией, в которой a„ & и г являются непрерывными функци­
ями. В этой топологии П локально-компактно. Заметим, что П гомеоморфно 

4Мы часто используем обозначение г' для г в формулировке результатов именно по этой 
причине. 

/>*(' «)={ 
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й' = S] х R+ по модулю отождествления множества ft х {0} с одной точкой 
(0,0,0) € ft; соответствующее отображение имеет вид 

({а,/3),т) е ft х R+ И- (та,т/3,т) € ft. 

Определим вложение алгебры Л симметрических функций в алгебру C(ft) 
непрерывных функций на ft. Достаточно указать образы всех р*. Положим их 
равными 

г, к = 1, 

Образы функций Шура s\ при этом вложении мы также будем называть 
расширенными функциями Шура и обозначать s\. 

Пусть Р — борелевская вероятностная мера на ft, удовлетворяющая некото­
рым условиям, сформулированным в §1. Поскольку ft почти гомеоморфно ft', 
мы можем определить точечный случайный процесс V на R*, ассоциирован­
ный с мерой Р, как мы это делали для мер m'z (точные определения см. в §1). 
Штрих в обозначении V отвечает тому обстоятельству, что позднее мы будем 
рассматривать специальный случай V = V'z. Положим 

Ф{\) = J3x[u)P(dw). (0.8) 

Оказывается, можно вычислить корреляционные функции процесса V, ис­
ходя из интегралов (0.8), через решение некоторых конечномерных проблем 
моментов. Это — основной результат работы [Б1], мы дадим его точную фор­
мулировку в §1. 

Далее, если интегралы (0.8) имеют детерминантный вид, см. ниже, то и 
корреляционные функции принимают детерминантный вид. 

Нам будет удобно использовать координаты Фробениуса для обозначения 
диаграмм Юнга [Ма]. Для диаграммы Юнга Л мы будем писать Л — (рг,..., pj \ 
qi,..., qd), где pi = А,—г есть количество клеток в г-й строке диаграммы Л справа 
от диагонали; д, = А';—г есть количество клеток в г-м столбце диаграммы А ниже 
диагонали (А' обозначает транспонированную диаграмму); d есть количество 
диагональных клеток. 

Теорема Б. Во введенных выше обозначениях предположим, что для всех диа­
грамм Юнга А = ( p i , . . . , p j | «ft,. . . , </,/) 

Ф{{Ри- • -,Pd | <2ь • • -,Qd)) = det[<£((p;|gj))]?j=i, 

Pi И 
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и пусть существует обобщенная функция N(r,s) с носителем suppiV с {(r,s) £ 
Ш.2 | г ^ 0, s < 0} и моментами 

(Щг,-а),г>з') = ф{Ш)-

Тогда корреляционные функции процесса V на множестве 

имеют вид 

где 

{х е (E*)n : Xi ф XJ при всех i < j} 

р„(хЛ,..., хп) = As.t[K{xi,Xj)]^j=l, 

J N(x,s)w(s,y)ds, x,y>0, 

К(х,у) = < 
N{x,y), х>0, у<0, 
J J w(x,r)N(r,s)w(s,y)dr ds — w(x,y), x < 0, у > 0, 

причем 

fw{x,r)N(r,y)dr, 
Г 

x,y < 0, 

x < 0, у > О, 
иначе. 

Класс обобщенных функций, в котором Мы работаем, будет определен в §1. 
По поводу корректности написанных выше формул см. замечание 1.4. 
Мы покажем, что процессы V'z, связанные с обобщенными регулярными 

представлениями, укладываются в изложенный выше формализм, и вычисление 
корреляционного ядра доставляет ядро Уиттекера, приведенное в теореме А. 

Ограничение (х, ф XJ при i ф j) в теореме Б оказывается в нашем случае не­
существенным. Можно показать, что процессы Tz и V'z являются простыми, т.е. 
они не имеют кратных точек с вероятностью единица. Это означает, что значе­
ния п-й корреляционной функции на диагональном множестве несущественны 
— это множество имеет меру нуль относительно n-й корреляционной меры 
pn(dxi,...,dxn) = p„(xi,...,xn)dxx • • • dxn. Доказательство простоты процессов 
Vz и V'z можно найти в [Р.И, теорема 2.5.1]. 

Автор рад возможности поблагодарить Г. И. Ольшанского за постоянное 
внимание и поддержку. Его „ожерельная" интерпретация доказательства пред­
ложения 1.3 сделала изложение значительно более прозрачным. 
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§1. Общий формализм (теорема Б) 

Мы начинаем с формулировки основного результата работы [Б1]. Он объ­
ясняет, как считать корреляционные функции случайных точечных процессов, 
описанных во Введении, с помощью интегралов расширенных функций Шура 
(0.8). 

Поставим в соответствие всякой тройке (а, р, т) е й точечную конфигурацию 
в R* следующим образом: 

{а,[),т) И- ( а ь а 2 , . . . , - / ? ь - / ? 2 , - - - ) . 

где нули в а и /3 мы опускаем. Единственная возможная предельная точка такой 
конфигурации — это нуль, так как Шщ-к» а^ - Ппц—юо Рк = 0. 

Таким образом, всякая борелевская вероятностная мера Р на пространстве 
О, может быть интерпретирована как вероятностная мера на множестве таких 
точечных конфигураций, т.е. как точечный процесс. Мы будем обозначать этот 
процесс через V. Общая информация о случайных точечных процессах может 
быть найдена в книге [DVJ]. 

Можно показать, что если 

пгк = \тк{ы) P{du) < оо, к = 0,1,2,... , (1.1) 
й 

то «тя корреляционная мера pn(dx\,...,dx„) — рп{х\,... ,xn)dx\ •• -dxn при­
нимает конечные значения на всех множествах вида (R \ [—е,е])п для любых 
е > 0, п = 1,2,.... В дальнейшем мы всегда будем предполагать, что условие 
(1.1) выполнено. 

Нам понадобится еще одно техническое условие. Мы будем предполагать, 
что существует такое а > 0, что 

/ е'гМР{6ш) < оо. (1.2) 
а 

Зафиксируем класс обобщенных функций, с которым мы будем работать в 
дальнейшем. 

Обозначим через Еп{х) гладкую положительную функцию на Rn, совпада­
ющую с evxi+"'+I» вне некоторого компактного множества. Обозначим через 
Vfc", a > Q, векторное пространство линейных функционалов F на пространстве 
финитных пробных функций от к переменных таких, что функционал Ек(ах) • F 
может быть продолжен до непрерывного функционала на пространстве Швар­
ца S (Rfc). Мы будем рассматривать элементы из Vfc

e как обобщенные функции 
™МЩКГ)-в,гдсСе,8'(Кк). 
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Заметим, что для всякого функционала F e Vk
a корректно определены мо­

менты (F, я'1 • • • х'£), li = 0 , 1 , . . . , поскольку 

Ек{ах) 
Х* eS(Rk). (1.3) 

Более того, элементы из Vk
a определяются своими моментами однозначно, так 

как линейные комбинации функций вида (1.3) образуют плотное подпростран­
ство в S (Rk). 

Ясно, что Vk
ai С Vp, если ах > а2. Положим Vk = (Jo > 0 Vfc

a. 
Обозначим через Ф,,^ (п, d € N) множество отображений 

¥>:{1,...,п}-> {1 ,1 ' ; . . . ;<*,<?}, 

удовлетворяющих следующим условиям: 
1) .<р инъективно; 
2) Im<р Л {т,т'} ф 0 для всех т — l,...,d. 
Ясно, что ФП|1г непусто, если и только если n/2 < d ^ п. 
Для всякой (обобщенной) функции F(ri,si;...;rd,s,i) от 2d переменных и 

Ч> б Фп,</ определим (обобщенную) функцию (ipF)(xi,...,xn) от п перемен­
ных следующим образом. Произведем следующее переименование переменных: 
обозначим г, через хк, если ip(k) — i, и обозначим s, через хк, если y(fc) = j ' , 
причем проделаем это для всех г;, SJ таких, что i,j' € limp. Затем проинте­
грируем F по всем непоименованным переменным. Результат мы обозначаем 
через (<pF)(xi,...,xn). 

Теорема 1.1 [Б1]. Пусть Р — вероятностная мера на ft, удовлетворяющая усло­
виям (1.1) и (1.2). Предположим, что для каждого d = 1,2,... существует 
обобщенная функция 7 j (n , -н; . . . ; ?v, s<i) € V2d такая, что 

(1) Jrf кососимметрична относительно перестановок множества ( r i , . . . , ?v) 
к перестановок множества (si,..., Sd); 

(2) supp Id с R\d; 
(3) моменты Id имеют вид 

Тогда на множестве 

|(хь...,а;„) Д(а:* -XJ) ^Oj 
» < j 
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корреляционные функции процесса V имеют вид 

" 1 p„(xi,...,x„)= ] Г — ]Г ((PHd)(xu...,xn), (1.4) 
d^n/2 ' tfieQn.d 

где 
и , ч Id(ri,si;...;rd,-Sd) Hd{rusi;...; rd,sd) = . 

Замечание 1.2. Необходимо объяснить, почему правая часть формулы (1.4) 
имеет смысл. Покажем, что это следует из определения операции tpHd и условия 
h € У2<*. В самом деле, проверим, что выражение (ipHd)(xi,...,x„) является 
обобщенной функцией в (R*)", т. е. ее можно спарить с произвольной гладкой 
функцией ф{х\,..., х„) такой, что supp^ компактен и лежит в (R*)n. Имеем 

/

if \ 

Id(ri,-s1;...;rd,-sd) . '" dr-^ds-i ...drddsd, 
IL=i(»'i + N ) 

где в аргументах функции ф переменная ж, заменяется на rk, если ip(i) — к, или 
на si, если <p(i) = V. 

Ввиду второго свойства элементов ц> € Фп,<г для каждого г = 1,..., d хотя 
бы одна из переменных ri, SJ попадает в список аргументов функции ф, и тем 
самым она отграничена от нуля на носителе функции ф. Отсюда следует, что 
функция ,-rj i"l, i> является гладкой ограниченной функцией. Стало быть, ее 
можно спарить с обобщенной функцией Id(ri, —si\...; rd, -sd). 

Начиная с этого момента мы будем предполагать, что наша мера Р удо­
влетворяет условию теоремы Б: для всех диаграмм Юнга Л с координатами 
Фробениуса (pi,..., pd | <?i,..., qd) выполнено равенство 

/ *(,.,...,wl.„...,«)HJW =det [ j SMli)(u)P{du) ^ . (1.5) 
w e n ш€П 

В следующем параграфе мы увидим, что меры m'z таким свойством облада­
ют. 

Если выполнено соотношение (1.5), то из существования распределения 
h{r,s) e Уг с моментами 

( 7 , ( г ; в ) , г ' в « ) = J iW f ) (w)P(du;) 

шбП 
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и носителем supp 1г с М+ (см. формулировку теоремы 1.1) немедленно следует 
существование распределений Id(r, s) € V2d, d = 1,2,..., с моментами 

(Id(ri,...,rd;s1,...,sd),,f .-.^-зГ •.•s''/)^ J S{P1 pdkl u)(u,)P{du>) 

и носителем supp It с R+rf. Действительно, 

h{ri ,...,rd;s1,...,sd)~ det[Ii (n, s,)]? : j=1. 

Нам будет удобно ввести обозначения 

N(r,s) = h(r,-s), г«(5,г) = | ^ + 7 ' 

Тогда функции Hd из теоремы 1.1 имеют вид 

s < О, г > О, 
иначе. 

(1.6) 

(1.7) 

# d ( r i , s i ; . . . ;rd,sd) = Дш(в; ,г , ) • det[N(n,Sj)]ij=1. (1.8) 
i = l 

Для следующего (чисто комбинаторного) утверждения можно считать, что 
N(r,s) и w(s,r) — произвольные функции двух переменных такие, что 

supp N(r,s) С {(г, s) | г > 0, s < 0}, supp w(s, 7-) С {(«,»') | -s < 0,r > 0}. 

Предложение 1.3. Пусть xi,..-. ,хп ф 0. Тогда 

E i E (4>Hd)(x1,...,Xn) = det[K(xi,xj)}lJ=1, (1.9) 
<i < с € Ф „ ^ 

где 

К{х, у) = • 

jN{x,s)w{s,y)ds, х,у>0, 

N(x,y), х>0, у<0, 
ff w(x, r)N(r, s)w(s, y)drds — w(x, y), x < 0, у > 0, 

/ w(x, r)N(r, y)dr, x, у < 0. 
r 

Теорема Б является прямым следствием теоремы 1.1 и этого предложения. 
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Замечание 1.4. Следует отметить, что выражение det[K(ж,-, я,-)]" -=1, вообще го­
воря, не имеет смысла для произвольной обобщенной функции К(х,у). На­
пример, при п = 1 мы имеем К(х,х), что не определено для произвольного 
распределения К. Однако в нашем случае предложение 1.3 следует понимать 
как специальный способ переписать левую часть формулы (1.9), которая кор­
ректно определена в силу замечания 1.2. Иными словами, если мы раскроем 
определитель det[K(xi,Xj)] и воспользуемся записью К через N и w, то после 
перегруппировки слагаемых мы получим левую часть (1.9). 

Кроме того, если N(x, у) является регулярной обобщенной функцией, то ядро 
К есть обычная функция от двух переменных, и правая часть (1.9) корректно 
определена. Такая ситуация возникает при рассмотрении процессов V'z, связан­
ных с обобщенными регулярными представлениями бесконечной симметриче­
ской группы (см. §4 ниже). 

Доказательство предложения 1.3. Доказательство состоит из пяти шагов. 
Шаг 1. На множестве ФП)(г имеется естественное действие симметрической 
группы S(d), состоящее в перестановках пар (г,г') для i = 1, . . . ,d. Функция 
Hi, определенная в (1.8), инвариантна относительно перестановок пар (r,-,s,), 
г = 1, . . . ,d, поэтому все элементы у € Ф„,<г, лежащие в одной орбите группы 
S(d), дают одинаковые вклады в левую часть (1.9). Каждая орбита имеет d\ 
элементов, и, следовательно, мы можем считать, что сумма в левой части (1.9) 
берется по множеству орбит группы S(d) в Ф„,,ь убирая при этом множитель 
X 
Шаг 2. Подставим выражение (1.8) в (1.9) и раскроем все определители. Тогда 
все возможные слагаемые будут параметризоваться тройками (d,<p,a), где (р 
есть орбита группы S(d) в Ф,,^, а а € S(d) параметризует разложение опреде­
лителя из (1.8). Мы можем также рассматривать а как биективное отображение 
множества {1,2,. . . , d} на множество {1', 2 ' , . . . , d'}. 

Поставим в соответствие каждому слагаемому комбинаторный объект, кото­
рый мы будем называть ожерельем. Ожерелье состоит из нескольких замкнутых 
нитей, на каждой из которых нанизаны белые и черные бусины в чередующемся 
порядке. Кроме того, некоторые из бусин помечены числами 1, . . . , п, причем 
все эти числа встречаются ровно по одному разу. На каждой нити фиксирована 
ориентация. 

Соответствие устроено следующим образом. 
Зафиксируем представитель у € ф С Ф„,«*. 
Ожерелье содержит d белых и d черных бусин. Белые бусины соответству­

ют элементам {1,2,. . . ,d}, а черные — элементам {1' ,2 ' , . . . ,d'} множества 
{1,1';. • • ; d, d'}, участвующего в определении Ф„^. 

Белая бусина, соответствующая г, помечается числом к, если (р(к) = г; черная 
бусина, соответствующая j ' , помечается числом I, если < (̂/) = j ' . 
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Белая бусина i всегда следует за черной бусиной i' и предшествует черной 
бусине <т(г). 

Заметим, что различные представители одной и той же орбиты (р доставля­
ют одно и то же ожерелье, тогда как разным орбитам соответствуют разные 
ожерелья. 

Для заданного ожерелья соответствующее слагаемое левой части формулы 
(1.9) может быть построено следующим образом. Свяжем с каждой бусиной 
независимую переменную. Затем для каждого ребра (интервала между двумя 
последовательными бусинами) мы образуем множитель вида N(-,-) или w(-,-) 
следующим образом: 

для ребра, соединяющего белую бусину с черной бусиной, берется N(-, •), где 
первый аргумент отвечает белой бусине, а второй — черной; 

для ребра, соединяющего черную бусину с белой бусиной, берется w(-, •), где 
первый аргумент отвечает черной бусине, а второй — белой. 

Таким образом, мы получаем d множителей. Перемножим их и присвоим 
переменным, соответствующим бусинам, помеченным числами 1,... ,п, имена 
х\,... ,х„ соответственно. 

Наконец, проинтегрируем получившееся выражение по всем непоименован­
ным переменным и добавим знак sgn а. Знак будет обсуждаться в шаге 5. 
Шаг 3. Мы теперь переведем на „ювелирный язык" правую часть формулы 
(1.9). 

Предположим, что знаки всех переменных ж ь . . . ,хп фиксированы. 
Раскроем определитель в правой части (1.9), слагаемые будут параметризо­

ваться перестановками т £ S(n). Далее, если слагаемое содержит множитель 
К(х, у) с отрицательным х и положительным у, то 

К(х,у) = / w(x,r)N(i-,s)w(s,y)drds — w(x,y), (1-Ю) 
r,s 

и мы разбиваем это слагаемое на два: одно будет содержать 

w(x, r)7V(r, s)w(s, y)drds, (1-11) 
г, я 

а второе — 
-w(x,y). (1.12) 

Для каждого слагаемого построим ожерелье с п бусинами, которые будут 
соответствовать переменным х\,... ,хп; белые бусины будут соответствовать 
положительным переменным, а черные — отрицательным. Все бусины должны 
быть помечены числами 1,... ,п, согласно нумерации соответствующих пере­
менных. Бусина с номером г предшествует бусине с номером т(г'). Условие 
чередования цветов теперь снимается. 

/ / 
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На каждом ребре, ведущем от черной („отрицательной") бусины i к белой 
(„положительной") бусине j , мы ставим значок „iV" или „to" в соответствии 
с тем, какое из слагаемых (1.11) или (1.12) было выбрано при разделении 
K(xi,Xj) на две части. 

В первом случае мы скажем, что был сделан ЛГ-выбор, а во втором — го-
выбор. 
Шаг 4. Теперь мы установим взаимно-однозначное соответствие между оже­
рельями из шагов 2 и 3, 

Начнем с ожерелья из шага 2. Оно содержит 2d черных и белых бусин, 
некоторые из которых помечены числами 1,. . . ,п. Мы можем немедленно по­
строить ожерелье с п бусинами, просто выкинув все непомеченные бусины (с 
сохранением ориентации ожерелья). 

Из второго условия в определении Фп^ следует, что по крайней мере один 
конец каждого ребра, ведущего от черной бусины к белой бусине, является по­
меченным (по крайней мере один элемент в каждой паре (г, г') лежит в образе 
отображения <р € Фп,Д Это означает, что когда мы убираем все непомеченные 
бусины, ребро „черное-белое" может быть получено двумя разными способа­
ми: либо оно пришло из исходного ожерелья нетронутым, либо между двумя 
концами ребра исходно были еще 2 непомеченные бусины, которые были изъ­
яты. В первом случае мы помечаем ребро значком „w", а во втором — значком 
„JV". 

Таким образом, начав с ожерелья из шага 2, мы получили ожерелье из шага 
3. Обратим эту процедуру. 

Берем ожерелье с п бусинами из шага 3. Мы будем следовать следующим 
правилам: 

(1) внутрь ребра типа „белое-белое" мы вставляем одну непомеченную 
черную бусину; 

(2) внутрь ребра типа „черное-черное" мы вставляем одну непомеченную 
белую бусину; 

(3) ребра „белое-черное" оставляем неизменными; 
(4) ребра „черное-белое" со значком „ю" оставляем неизменными; 
(5) внутрь ребра „черное-белое" со значком „JV" вставляем одну белую и 

одну черную бусину, белая идет первой. 

Ясно, что две процедуры, описанные выше, являются взаимно обратными. 
Они устанавливают взаимно однозначное соответствие между слагаемыми ле­
вой и правой частей формулы (1.9). 

Прямая проверка показывает, что с точностью до знака соответствующие 
слагаемые из шагов 2 и 3 равны. Чтобы получить (с точностью до знака) 
слагаемое, отвечающее паре ожерелий, мы берем каждое ребро ожерелья с 
п бусинами и в соответствии с пятью возможными ситуациями, описанными 
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выше, образуем множитель (пусть ребро идет от бусины номер i к бусине 
номер j) 

(1) : / N(xi,s)w(s, Xj)ds; 
s 

(2 ) : w(xi,r)N{r,Xj)dr; 
Г 

(3) : N(Xi,Xj); 

(4): w(xj,Xi); 

(5): / / w(xi,r)N(r,s)w(s,Xj)drds. 

После этого мы перемножаем п получившихся множителей. 
Шаг 5. Проверим, что соответствующие друг другу слагаемые имеют одинако­
вый знак. 

Берем два соответствующих друг другу ожерелья: одно из шага 2, другое из 
шага 3. 

Знак для первого ожерелья равен sgna (a € S(d) была введена в шаге 2). 
Число циклов подстановки <т равно количеству компонент связности ожерелья, 
обозначим это число через с. Тогда sgncr = (-l)d~c. 

Знак для второго ожерелья равен sgnr (r была введена в шаге 3), умножен­
ному на - 1 в степени, равной количеству w-выборов, ввиду знака „ -" в (1.12). 
Количество циклов подстановки г равно с, поскольку оба ожерелья имеют оди­
наковое число компонент связности. Таким образом, sgnr = (—1)',_с. Далее, 
количество w-выборов равно п — d, это может быть легко доказано индукцией 
по количеству и;-выборов. Следовательно, 

(п — с) — (количество iu-выборов) = d — с, 

и знаки равны. 

§2. Спектральные меры тг и процессы V'z 

Напомним, что спектральные меры тг — это вероятностные меры на сим­
плексе Тома П, описывающие разложение обобщенных регулярных предста­
влений Тг на неприводимые (см. Введение). 

Определим меру Pz на пространстве D, как образ меры 
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на fi' = ft х R+ относительно отображения 

((a,/3,7),*)e **'•-• («*,«&«) 6 П. 

Здесь s — параметр на полуоси R+, t = \z\2. Тогда точечный процесс V, соот­
ветствующий мере Рг, согласно общему формализму §1, есть точечный процесс 
V'z, определенный во Введении. Его корреляционные функции мы и будем счи­
тать с помощью теоремы Б. 

Покажем прежде всего, что меры Р2 удовлетворяют условиям теоремы Б. 
В обозначениях §1 (см. (1.1)) мы имеем 

оо 
„ t - 1 

тк 
= fTk(u>)Pz{du)= f sk?-p-e-sds = t{t+ !)••• {t + k-l), к = 0,1,... 

n ° 

Кроме того, для всех о € (0,1) 
оо 

J е"Ырх(<Ь>) = J щ J-V'ds < оо, 

п ° 
и условие (1.2) выполнено. 

Поскольку 

(см. Введение), мы имеем 
оо 

Ф>{\) = J' ix(w)Px{du,) = ( ax(u)mx{du) • J а^ще-ds 

= *(* + 1) • • - (* + |А| -

Из формулы (0.6) Введения мы получаем 

**(*)= П ("+j-i)(z+j-i)-dixaX/\X\\. 
(«'i)€A 

Запишем эту формулу в терминах координат Фробениуса (pi,... ,pd | q\,...,qa). 
Пользуясь известной формулой для размерности 

d i m Л 1 • 

|Л|! pilqil • • • Pd]-qd}-

1 -d 

Pi+qj + l i , i=l 



48 А. М. БОРОДИН 

мы имеем 

Ф*((Р1,- • • ,Pd\qi,. • -,qd)) = dety>({pi\qj))]lJ!Sl, 

Ф*(Ш) = * 
(z±_l)j(z + l)„(-z + ! ) , ( -* + 1), 

p\ql(p + q + l) 

Отсюда следует, что для вычисления корреляционных функций р№ процесса V'z 
мы можем применить теорему Б. Остается предъявить распределение N(r, s) € 
V2 с моментами 

(Щг,-з),г'а')=фж(Ш) (2-1) 

и носителем в четвертом квадранте, а затем вычислить корреляционное ядро. 

§3. Распределение N(r,s) 
Мы начнем со следующей леммы. 

Лемма 3.1 („псевдосвертка") [P.I]. Для любых распределений 

Жь---,&») е vm и g{m,--- ,Vm)eVm 

с моментами 

( / , 6 e i ••• ,f«em> = mei...em> (g,m^--- ,riJ")=tnh...Pm 

существует (единственное) распределение /i(Ci, • • - ,0») € V„, с моментами 

C»,Ci71 ••• .Cm7"1) = mTl. ..7ra n7l.. .7m. 

Кроме того, . 
supp ft С supp / • supp g. 

Мы будем использовать обозначение 

h = fOg 

и называть /г псевдосверткой обобщенных функций / и д. 

Доказательство. Определим значение обобщенной функции h на пробной 
функции ф формулой 

f m 

(1г,ф) = / Ж ь - - - »CmM»7i.--- ,Пт)Ф(^и--- ,£тЧт)]\<Ц^гц. 
J i=l 
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Пусть о > 0 настолько мало, что / e V ^ H j e V J , . Тогда значения обобщенной 
функции h корректно определено на пробных функциях ф вида Ет(Ьх) фо(х), 
где ф0 € <S(Rm), 0 < Ь < а. Действительно, из неравенства 

у/{Ьт)2 + -- + {иг1т)2 < 16т! + ••• + |{тч».| < > /#+ -" + &>Л? + "- + '»2 

следует, что функция 
Ет[Ь{1Г11,...,Ъ£тг)т) 

Ет(К)Ет(Ьг,) 

ограничена. Тогда получаем 

,Em(b(irn,...,b(m7]m) 
Em(a(,)Em{ari)~ 

Em(bOEm(bv) 
,, Ет{Ь^)Ет(Ьг})фо(^т,...,иУт) „ р , . „ , , <j/B2mN 

bm(a£)bm(aii) 

Тем самым /г € V,6n. • 

Очевидно, операция псевдосвертки ассоциативна. 
Введем распределения [ПИ], 

и" ria{u) = + , u e R , a б С. Ца + 1) 

Для Sfta > —1 по определению мы полагаем rje(u), равной иа/Т(а+ 1) для и > О 
и нулю для и < 0, так что мы получаем локально интегрируемую функцию. Для 
3?а < —1 мы пользуемся аналитическим продолжением. Например, r?-i(u) = 

Нам также понадобятся произведения вида 

1а,Ь = 7]a(u)rib{l - и), а,Ъ€С, 

которые корректно определены, поскольку вЮзможные особенности множите­
лей не пересекаются. 

Легко видеть, что 

Va(u)e-ueVu {r?a(u)e-tt,u*> = (a+l ) t , a € С; 

4 Алгебра и анализ № 5,2000 г. 
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Предложение 3.2. Распределение 

N(r,s) = t ( ^ ( r to -^ -eJe - -*" ) 0 (r?z,_,_1(r)r /_ r,z_1(-s)) 
0(S(r+s)X[o,i](r)) (3.1) 

принадлежит пространству У2 и удовлетворяет проблеме моментов (2.1). 
{Здесь х\о,\\{х) —характеристическая функция отрезка [0,1]). 

Доказательство. Принадлежность пространству У2 следует из принадлежности 
этому пространству каждой из трех составляющих и того, что псевдосвертка 
не выводит за пределы У2 (см. лемму выше). Равенство моментов следует из 
леммы 3.1 и соотношений 

{щ(г)71^(з)е-г-а,г"з^ = (г + 1)р(-2 + 1)„ 
.(* + !),(-* + !), 

( i ? , 1 - , - i ( r ) i 7 _ , , , _ 1 ( a ) > r ' ,
a ' ) = -

p\q\ 

Мг-*)Х[о,1](г),г>**)= , 1 , 1 , р + <7 + 1 

которые следуют из приведенных выше формул для моментов распределений 
г]а(и)е~и и г?0,ь(и). • 

§4. Ядро Уиттекера (теорема А) 

Нашей целью в этом параграфе является явное вычисление корреляционно­
го ядра для процесса V'z, задаваемого теоремой Б, и распределением N(r, s), 
полученным выше. В результате мы получим доказательство теоремы А, сфор­
мулированной во Введении. 

Удобно отождествить R' = R + U R_ e 1 + U R+, используя естественную 
биекцию R_ -• R+. Это позволяет записать ядро К в блочной форме 

к_\к++ к+--
[К-+ К—\' 

где каждый из блоков является ядром на R+: 

К++{х,у) = N(x,s)w(s,y)ds, х,у>0; 
3 

K+-(x,-y) = N(x,y), х>0,у<0; 

К-+(-х,у)= w(x,r)N(r,s)w(s,y)drds-w(x,y), х<0,у>0; 
г,з 

К—(~х,-у) = / w(x,r)N(r,y)dr, x,y < 0. 
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Блоки К++(х,у), К+-(х,у), К-.+(х,у), К—(ж,у), как обобщенные функции в 
области {х > 0, у > 0}, чьи значения определены на финитных пробных функ­
циях, зависят от параметров z и z' = z аналитично. Действительно, это верно 
для ядра N(x,y), см. явную формулу выше, а 

' ••>-{*' 
х < 0, у > 0, 

W(X, 
иначе 

не зависит от параметров вовсе. 
Ниже мы получим явные формулы для всех блоков ядра К, однако в процессе 

вычислений нам будет удобно положить г' = г и считать z, z' независимыми 
параметрами, удовлетворяющими неравенствам 

-K5Rz,Kz '<0. (4.1) 

Наши формулы также будут зависеть от г и г' аналитически, поэтому, поль­
зуясь теоремой единственности для аналитических функций, мы будем во всех 
выкладках ниже предполагать выполнение неравенств (4.1). 

Условие (4.1) приводит к тому, что почти все участвующие в формулах ниже 
распределения являются локально интегрируемыми функциями, что существен­
но упрощает обоснование преобразований. 

Мы будем в дальнейшем пользоваться функциями Уиттекера WX)/1(x), x > 0, 
х,ц € С. Функция WH<ll(x) может быть определена как единственное решение 
уравнения 

такое, что у ~ х*е~% при х -¥ +оо [Е, гл. 6]. Заметим, что 

W =W 

При /t^O функция Уиттекера выражается через вырожденную гипергеометри­
ческую функцию следующим образом: 

Г(-2и)х" „ , , 

+ Г У - х +"М) lF l (» ~ Х " М; ~2^ + 1; Х)- {42) 

При /и = 0 соответствующее выражение может быть получено из формулы (4.2) 
с помощью предельного перехода. 
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Предложение 4.1. Имеет место равенство 

K+-(x,y) = N{x,-y) 

•zsintrz' /x\ ' 
тг2 \у] е = (ху) = 

W,+,l+l , z-zl(x)W-,-zi4.l ,,_,« (у) +1 Wz +.-<-! ,.._*< (ж)ТУ_г-,>-1 ,_*< (»/) 
х 2 ' д 2 2 ' д 2 2 I 1 2 2 ' J 3 

Х + г/ (4.3) 

где правая часть предполагается равной нулю, если хотя бы одна из переменных 
х,у неположительна. 

Доказательство. Умножим (4.3) на (х + у) и сравним (к, /)-моменты левой и 
правой частей. Нам понадобится соотношение 

-1 - -е 2 Wc_„ c_i(a;Wx 
Г(Ь)Г(о - с + 1) 

СО 

/ * - - " " S—.S-4V-' Г(а + Ь - с + 1) ' 
о 

JJ6 > 0, 3?с < 3?6 + 1, которое является частным случаем формулы [Е, 6.10(7)]. 
Из этой формулы немедленно вытекает, что (к, /)-момент правой части (4.3), 

умноженной на (ж + у), равен 

(z + l)k(z' + l)k(-z + l),(-z' + 1), 
kW 

a ( г + !)»(*'+ 1 Ы - г + ! ) , ( -* ' + !) , 
(* + l)!(Z + l)! 

_ (z + l ) t + 1 ( z ' + l ) t + i ( - s + l),(-z' + 1), 

+ * 
(A + l)!/!(Jfc + 1 + 2) 

(z + l)k(z' + l)k(-z + l)t+i(-z' + !),+, 
k\(l+l)\(k + l + 2) 

= фж((к + Щ) + ф,((к\1+1)) 
= {(x+y)K+-(x,y),xkyl) 

ввиду (2.1). (Напомним, что z' есть бывшее z, а тогда t = zz'). 
Далее, из перечисленных выше свойств функции Уиттекера легко следует, что 

правая часть (4.3) при ограничении (4.1) есть интегрируемая функция, экспо­
ненциально убывающая на бесконечности, поэтому она лежит в пространстве 
Уг. Умножение на (х + у) не выводит из Уг, и элементы этого пространства од­
нозначно определяются своими моментами, поэтому левая и правая части (4.3) 
совпадают после умножения на (х + у). Поскольку носители левой и правой ча­
стей (4.3) лежат в первом квадранте, мы получаем, что равенство (4.3) верно с 
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точностью до распределения с носителем в точке (0,0). Остается доказать, что 
N не имеет сингулярности в нуле. 

Из сравнения моментов, аналогичного проделанному выше, мы видим, что 

i(rtz,{x)rt-t.(y)e-'-*) 0 (ri„t-x-i{x)Ti-x,x-i(y)) 

sinя\гsin7гг' f х\ 2 - » - » , Ч _ 1 Т 1 Г , -.-,,, , ч 
_ _ е 2 ( ж у ) 2W g + ,> + i _ , , ( z ) tV-« - ,>+ i . » - , ' ( y ) . 

Это есть интегрируемая функция, экспоненциально убывающая на бесконеч­
ности, обозначим ее через F(x,y). Ее псевдосвертка с (5(х — y)x[o,i](x)) имеет 
вид 

1 

(F(x,y) 0 (5{х - у)х[о,ц(*))) (х,у) - JF ( | , ^) dr 
о 

и является по крайней мере локально интегрируемой функцией. Но это и есть 
N(x, —у), см. предложение 3.2 выше. 

Таким образом, обе части (4.3) являются регулярными обобщенными функ­
циями, и, следовательно, они совпадают. • 

Предложение 4.2. 

К++(х,у)= / Щх^^ 
s + y 

W*±>1±± ±'-',(x)Ws+,'-i . j - v (у) - W,+«'-i , ,_,. (ж)ТУг+г>+1 , ,-,'(у) 
w 2 | J ~ 2 2 | Д : 2 2 ' J 2 2 ' ^ 2 

Х~У (4.4) 

Доказательство. Рассмотрим преобразования Стилтьеса 

J х + У 
о 

Оно коммутирует с гомотетиями аргумента, откуда следует, что применение 
преобразования 6 к псевдосвертке эквивалентно применению этого преобра­
зования к одному из множителей, если другие не имеют особенностей в нуле. 
Для вычисления К++(х, у) мы вправе применить преобразование Стилтьеса ко 
второму множителю правой части формулы (3.1), поскольку 

4v*l{*)l-*l{y)e~"y)0 {5(x~y)x[o,i]{x)) 
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является обычной функцией (то же рассуждение, что в конце доказательства 
предложения 4.1). 

Нам понадобятся следующие леммы. 

Лемма 4.3. 
вф-ж,,-1{у) = у-*(1 + уу-1. (4.5) 

Доказательство. Обозначим через F(a,b;c;x) гипергеометрическую функцию 
Гаусса, 

F(a, 6; с; х) = Г(с) / f -̂  '-dr, 
J (l-XT)a 

г 

см. [Е]. Мы имеем 

/ <^_z(a;)^j_i(l — x)dx 
X 

= i / t-W'-f-')* = I F ( _, +!, 1; 1;_i/y) = I(i + 1 / у Г -
у У 1 + x/j/ J/ У 

X 

где мы воспользовались известными тождествами 

F(a,b;c;x) = F(b,a;c;x); F(a,b,b;x) = (1 - х)~". • (4.6) 

Лемма 4.4. 
1 

f (к fMfM'Vl I '2 У"' dW _ Ф~*(и ~ Г1)Фг(Г2 + V) 
J ' \uw/ \vwJ V vw/ uvw2 riv + riu 
0 . 

Доказательство. Упростим выражение 

г, \ г-1 1 
\uw/ \vw/ \ vw/ ui 

Г(з + 1) Vuu)>/+r(-z) 
(uw — ri)+ 2 _ 1 ( ш + r2y 

J_flLV_l_/1_lLr,-1f^.r,('i + J2.V 
г + 1) \uu)/+Г(—z) V uw/+ \vw/ V uto/ 

Г(-*) Г(* + 1) 

Сделаем замену переменных to -+ у 

uw — ri (u — ri)y + ri u—ri 
у = ; w = ; dw = dy. 

u — r\ и и 
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[ получаем 
1 

J г(-,) г(* + и dw 

0 
1 
f {y(u - n))+

z {(y(u - n ) + r^v/u + r2)z~l и - n 
~ У r ( - z ) Г(г + 1) и У 

0 

-z , ч - г ( « г 1 + w 2 ) 2 _ 1 Г y~z~l Л , v ( w - r i ) V " 

0 

-Z, N-2( l"'l + " r 2 ) 2 _ 1 1 Л 

•1 

VT\ + ЧГ2 

по определению гипергеометрической функции. Используя тождества (4.6), мы 
получаем, что наш исходный интеграл равен 

ц - г (ц-»-1)+ г {vr-i +ur2)z~l f v(u-r{)\z 

T(-z + l) Г(г + 1) V w i + u r j j 
_{u-n)-z(v + r2)z 1 

Г(-2 + 1) T(z + 1) vrx + ur2 ' 

Воспользуемся леммой 4.3. Получаем 

f N(x,-s) K++{x,y)= / —^- '-ds 
S 

= t (фг,(х)ф-г1(у)е'х-'>) 0 (фг^^(х)у-г(1 + у)'-1) 0 (S(x - y)x[o,i](*)) • 

Определение псевдосвертки дает 

К++(х,у) 

= t [ф21(и)ф-г.{у)е-и-" 

I 

/
( х \ ( У \~z (. У \z~l dwdudv ,. _. 

Фг,-,-1 ( — ) ( — ) (1 + — ) — • (4-7) 
\uw/ \vw/ V vw/ wluv 

о 

Теперь воспользуемся леммой 4.4. Имеем 

/
е - и - ю 

ф^(и)ф-г1(у)ф-.г(и - х)фг(ь + у) dudv. 
хи + yv 
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Вводя новые переменные интегрирования 

h - и/х - 1, t2 = v/y, 

мы видим, что 
К++{х,у) 

ГГ e-x(h + l/2)-y(t2+l/2) 
jj Ф-х(ь)ф-,.(ь)ФАь + i)^x(ta + 1 ) — t 1 + t 2 + i dtldt2 

tuts 

Введем обозначение 

M(x,y) = (-) е^К++{х,у). 

Заметим, что 

(х - v)e~x<-tl+l/2)-y<-t2+1/2) = (— — ^ e-^(«i+i/2)-!/('2+i/2) 
V У> \di2 dtj 

Интегрирование по частям дает 
(х-у)М(х,у) 

х 

ti,t2 

Ф-2^1)Ф-ж>^2)Ф^(и + 1)&(<а + 1) _д д_\ 
dti dt2) *i + <2 + 1 

Простое вычисление показывает, что 

^(*i )^-*<(M<M*i + 1#*(<а + 1) 

dt\ dt2. 

*i + 1 2 + 1 4 * 1 dt2 J 

= ф^)ФМЧ)ФАи + l)*.fo + 1) ( ^ ^ - ^ f ^ y ) • 
Тем самым мы получаем 

(х - у)М(х, у) 

е г 
Г(*)Г(*') 

хПф-х-1(Ь)Ц1 + 1)''е-ь<к11ф-ж.(Ь)(Ь + 1у-1е->*'<Н2 

Ml «2 

- Jф-,{и)(и +iy'-1e-xt4t1^-z.-1(t2)(t2 + iye-»t*dt\ 
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Стандартное интегральное представление функции Уиттекера (или вырожден­
ной гипергеометрической функции Ф(а,с;х) [Е, 6.9.4 и 6.5.2]) 

(х) = е-*/2х»+г'2 J *„_ж_1/2(т)(1 + Tr+"-1'ie-"dr Wx,„ 

завершает доказательство предложения 4.2. • 

Изменение знака у z и z' в предложении 4.2 вместе с заменой х «->• у приводит 
к следующему результату. 

Предложение 4.5. 

Г + X 
Г 

Г ( - г ) Г ( -
W_._...+i , ._.» (z)W_,_ a ._1 . « - ^ ( у ) - И^-..-.>_1 . ,.,< (a;)W-,-,»+i , «-. '(у) 

^ 2 '-1- 2 2 > 3 - 2 2 ^ 2 2 ' ^ 2 

(4-8) 

Вычислим К-+(х,у). 

Предложение 4.6. 

К.+ (х,у) = \\ N}\ "I .drds J J (r + x)(s+y) x + y 

X \ 2 £±2. 1 

- 1 . e = (xy) * 

W-.-..+1 ±.-..(x)W.+,.+i ±i=iL{y) + tW-.-.,., AxW^'-i . . . . . (y) 
у 2 '-*• 2 2 '-1- 2 2 | Д - 2 . 2 ' ^ 2 

Ж + У (4.9) 

Замечание 4.7. Из предложений 4.1 и 4.6 следует, что 

К-+{х,у) = - — ^ ге-+»ЛГ+_(у,ж). (4.10) 
Sin 7TZ S111 7ГГ 

Это нетривиальный и удивительный факт. Детальное обсуждение этого „совпа­
дения" (или, скорее, его модификации, см. замечание 4.10 ниже) можно найти 
в [P.V]. 
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Доказательство предложения 4.6. Сначала, как в доказательстве предложения 
4.2, применим оба преобразования Стилтьеса ко второму множителю в псев­
досвертке (3.1). Воспользовавшись дважды формулой (4.5), мы получаем 

У (г "<*• ' - '> drds 
(r + x)(s + у) 

tfaW-Av)*-"') 
0 (**(1 + х)—1 з/- г(1 + у)''1) © (*(* - г/)Х[о,1] (*)) 

Определение псевдосвертки дает 

/• JV(r, 
У (r + i) 

-S) rdrds 
)(* + v) 

r,s 

= t [фг< (u)cl>-z,(v)e-u-v 

u,v 

1 

/" Г_х_\z Л _ ж _ \ - z _ 1 (У_\~z Л , JMz_1 dwdudv 
J \uw/ V u w / \vw/ V ии;'/ w2uu 
0 

Введем новые переменные 
( П= и/х, 
\т2= и/у. 

Имеем 

/F " < • • • - > drds 
+ x)(s + y) 

X , , , , , , , , „ j ; , - , - ^ = *(-) J ФАъ)Ф-Аъ)е 
1 

-x / (1 + r i t u )~ z - l ' ( l + T2wy~1dwdTidT2. 
о 

Нам понадобится следующая лемма. 

Лемма 4.8. 

/(1 + nw)-1-1^ + r2wy-4w = l-±—i(((±±!l) - l). 
J zr2 -n \\l + nj JJ 
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Доказательство. Воспользуемся [Е, 5.8.2(5)]: 

1 

/"(1 + nw)-*-1 (1 + r2w)z~xdw = F i ( l , г + 1, - 2 + 1,2; - т ь - т 2 ) , 
о 

где Fi(a,[3,P',~(;x,y) есть гипергеометрическая функция Аппеля от двух пе­
ременных. Благодаря соотношению [Е, 5.10(1)] последнее вьфажение можно 
упростить: 

F1{l,z+l,-z + l,2;,-Tl-T2) = {l + T2)-lF[l,z + l;2; Т2 -П 

т2 + 1 

Но 
J?(M + l;2ir) = — ( ( 1 - т ) - * - 1 ) , 

ZT 

и лемма доказана. • 

Применяя лемму, мы получаем 

N{r,-s) I -drds 
(г + x)(s + у) 

1 1 1 + Т2 

г r2 - T i \ \ 1 + п 

Умножим это соотношение на (х + у). Заметим, что 

— Г) dTidr2. (4.11) 

(ж + у)е" ХТ1-ут2 _ _ _|_ _ ) е-х-Г1-УП 
дтг дт2, 

Сейчас мы проинтегрируем выражение (4.11), умноженное на (х + у), по 
частям. Следующая формула легко проверяется: 

«М'П )<£-*' (тъ)-дтх дт2 

= - < ^ z ' - l ( T l ) ^ - i ' - l ( T 2 ) 

1 

1-+Т2 - 1 

t 
^ . ^ { т О ^ - ^ С т а К И - п Г ^ Ц - ^ ) * 

- ^ ( ^ ^ - . . ( T a K l + r i p - ^ l + Tj) \ z - l 
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Интегрирование по частям дает 

N(r,-s) {x + y).f -drds (r + x)(s + y) 

I ( ^ z ' - l ( n ) ^ - z ' -l(r2) 

- ^ - i ( r i ) ^ _ x . _ 1 ( ^ ) ( l + r i ) - * ( l + ^ ) * 

-t<j>,,(T1)<j>_z,(T2)(l+r1r*-1(l+T2y-1)e-XTl-yT4T1dT2. 

Используя гамма-интеграл Эйлера для первого слагаемого и интегральное 
представление функции Уиттекера (см. выше) для двух последних, мы можем 
переписать получившееся выражение в виде 

b + v)jTr " < " ' - ' > drds 
+ x)(s +у) 

г, s 

х \ * B±JL. = 1 - ( - I е з (ху) а 

х (ТУ.,.,<+1 ,._, (д)ТУг+г.+1 ,-«>(y)+*W-.-. '-i ,.-,(ж)^.+«'-1 . - » ' Ы ) , 
2 ' 2 2 ' 2 2 ' 2 2 ' 2 

что эквивалентно (4.9). • 

Заметим, что во всех четырех квадрантах выражения для К(х, у) имеют оди­
наковый множитель 

••"-S^r 
(Например, если х,у < 0, К{—х,—у) = К—:(х,у) содержит множитель 

х 
У 

который совпадает с (4.12) после замены знаков у х и у). 
Но в определителях вида det[K(xi,Xj)] все множители типа (4.12) сокраща­

ются. Таким образом, мы можем ввести новое ядро К,(х, у), удаляя множитель 
(4.12) из формул для К(х, у), полученных в предложениях 4.1, 4.2, 4.5, 4.6. Не­
медленно проверяется, что >С(х, у) совпадает с ядром Уиттекера, определенным 
во Введении, и, таким образом, мы доказали следующий результат. 
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Теорема 4.9 (теорема А). Корреляционные функции р„ процесса V'z имеют вид 

/э („ г )(х ь . . . ,хп) = det[K(xi,Xj)]^j=1, xi,...,xn€R*, n = 1 ,2 , . . . , 

где К,(х,у) —ядро Уиттекера. 
Замечание 4.10. Заметим, что блоки ядра Уиттекера являются вещественно-
значными функциями, и 

£++(х,у) =К++(у,х), 
£—(х, у) = К.—(у,х), 

(ср. замечание 4.7). Это означает, что ядро Уиттекера не симметрично, но 
„J-симметрично" для 

Обсуждение общих точечных процессов, задаваемых такими ядрами, можно 
найти в [P.V, §1; В02, §2; BOO, Appendix]. Различные примеры J-эрмитовых 
корреляционных ядер появлялись ранее в работах математических физиков по 
точно решаемым моделям систем с положительно и отрицательно заряженны­
ми частицами [AF, CJ1, CJ2, G, F1-F3] и ссылки в этих работах. 
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