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Рассмотрим линейную управляемую систему 

х = A{t)x + B(t)u, хетп, иешт, teR, ( i) 

с наблюдателем 
y = C*(t)x, у е Г , (2) 

где операторные коэффициенты А(-), В(-) и С(-) предполагаются ограниченными и кусочно-
непрерывными на R (звездочка означает транспонирование). Обозначим через X(t,s) матри­
цу Коши соответствующей однородной системы х — A(t)x. 

Пусть e i , . . . , e n - канонический базис пространства W1, норму в Мп предполагаем ев­
клидовой. Через обозначим пространство матриц размерности к х I с операторной нор­
мой ( М П ) П = : М п ) , а через К С ^ / ( / ) , где J С 1 , - пространство ограниченных кусочно-
непрерывных отображений U : 7 -> М/с / с равномерной нормой ||(7||с = sup ||?7(t)||. Пусть 

tei 
Е е Мп - единичная матрица, В$(Р) := {Н £ Mkj : \\Н - Р\\ < 5} - замкнутый шар, 
Ss{P) := {Н е Мк i : | |Я - Р | | = 6} - сфера радиуса 6 с центром в Р Е М& i. Положим 
a:=sup| |A(*) | | , 6 := sup Q(t,s) := X(t,s)B{s), R(t,s) := C*{t)X{t,s). 

t t 
Предположим, что управление u(-) в системе (1) задано по принципу линейной обратной 

связи и — U(t)y, U е К С т 5 Г ( М ) , тогда система (1) переходит в однородную систему 
x = (A(t) + B{t)U(t)C*(t))x, (3) 

для которой определена матрица Коши Xu{t, s). Возникает вопрос о возможности построения 
на произвольном отрезке [*о? *о + а ] фиксированной длины а управляющей матрицы U(-) 
такой, что имеет место равенство 

Xu(to + a,tQ)=X{to + a,to)H (4) 

с произвольной достаточно близкой к Е матрицей Н. Это свойство является базой для при­
менения метода поворотов В.М. Миллионщикова [1] (см. также [2]) к линейным управляемым 
системам. Именно на его основе получены практически все результаты о локальной управля­
емости асимптотических инвариантов систем вида (1), (2) (подробный обзор этих результатов 
содержится в [3, 4]). В связи с этим в [5] (см. также [3]) было дано следующее 

Определение . Пусть U С Мт^г - некоторое множество. Система (1), (2) называется: 
локально достижимой (относительно U ) на отрезке [to, to + е с л и существует S > 0 та­
кое, что для любой матрицы Н G В$(Е) С М п существует кусочно-непрерывное управление 
U : [to, to + <т] —> Ц гарантирующее выполнение равенства (4); сг-равномерно локально до­
стижимой (относительно U ) , если система (1), (2) локально достижима (относительно U) на 
всяком отрезке [to, to Ч- сг] длины <т, причем 5 не зависит от to-

Аналогично вводятся понятия локальной и равномерной локальной достижимости систе­
мы (1). По определению система (1) называется (равномерно) локально достижимой (отно­
сительно множества U С М ш > п ) , если система (1), (2) при г = n, C(t) = Е (равномерно) 
локально достижима (относительно U ) . Таким образом, в данном случае равенство (4) долж­
но выполняться для матрицы Коши Xjj{t,s) системы 

x = {A(t)+B{t)U{t))x, (5) 
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которая получается при подстановке в систему (1) линейного по фазовым переменным управ­
ления u(t) = U{t)x, U(-) G K C m i n ( R ) . 

В работах [6, 7] доказаны следующие утверждения: если система (1), (2) (система (1)) 
а -равномерно согласованна ( а -равномерно вполне управляема), то для каждого е > 0 сис­
тема (1), (2) (система (1)) является а-равномерно локально достижимой относительно мно­
жества U = B e (0) . Отсюда сразу вытекает а-равномерная локальная достижимость системы 
(1), (2) (системы (1)) относительно всякого множества Ц содержащего нуль в своей внутрен­
ности. 

Аналогичное утверждение установлено в [5] для билинейных управляемых систем 

На Ижевском городском семинаре по дифференциальным уравнениям и теории управления 
Е.Л. Тонковым был поставлен вопрос о необходимости условия равномерной согласованности 
(равномерной полной управляемости) для равномерной локальной достижимости. В работе [4] 
дан отрицательный ответ на этот вопрос в случае систем вида (6). 

Отметим, что всякая система вида (3) может быть записана в виде (6) с р = тг, где в 
качестве скалярных управлений M/(t), I = 1,р, участвуют элементы U{j(t) матрицы U(t), 
а в качестве матриц A/(t), I — 1,р, - п х п-матрицы bi(t)c*j(t), построенные по столбцам 
bi(t) G W1 (г — 1 , т ) матрицы B(t) и столбцам Cj(i) G Шп (j = 1,г) матрицы C(t) : 

В свою очередь всякая система вида (5) может быть записана в виде (3), где г = n, C(t) = Е. 
При этом согласованность управляемой системы с наблюдателем (1), (2) эквивалентна согла­
сованности билинейной системы (б7) [4], а управляемость системы (1) эквивалентна согласо­
ванности системы (1), (2) с C(t) = Е [8]. 

Построенный в работе [4] пример несогласованной локально достижимой билинейной систе­
мы вида (б) не отвечает никакой линейной управляемой системе с наблюдателем вида (1), (2). 
Поэтому вопрос о необходимости свойства согласованности системы (1), (2) (управляемости 
системы (1)) для локальной достижимости этих систем до настоящего времени оставался от­
крытым. 

В настоящей работе поставленный вопрос полностью решен. Доказано, что свойство равно­
мерной полной управляемости системы (1) в случае ограниченного множества U необходимо 
для ее равномерной локальной достижимости (относительно U ) , причем условие ограничен­
ности U существенно. Показано также, что свойство равномерной согласованности системы 
(1), (2) не является необходимым для ее равномерной локальной достижимости. 

Управляемость и д о с т и ж и м о с т ь . Всюду на протяжении этого пункта через Xjj(t,s) 
будем обозначать матрицу Коши системы (5). 

Напомним [9], что система (1) называется а-равномерно вполне управляемой, если су­
ществует такое положительное число а, что матрица управляемости (матрица Калмана) 
W(to, to + а) — ft°+a Q(tQ,s)Q*(to,s) ds при всяком to € Ш и любом ( G Мп удовлетворя­
ет неравенству £*И^(*о,£о + сг)£ > а | |£ | | 2 . 

Имеет место следующий критерий равномерной полной управляемости [10]: система (1) 
сг-равномерно вполне управляема в том и только в том случае, когда существует такое число 
7 > 0, что для произвольных to G Ш и Н G Мп найдется функция W G K C m j n ( [ t o , to + сг]), 
l l ^ l l c ^ ~ обеспечивающая для решения Z(-) матричной задачи Коши 

равенство Z(to + а) — Н. 
Зафиксируем на числовой прямой отрезок [to, to + а] и применим к системе (5) преобра­

зование х — X(t,to)z, t G [to,to + а]. Обозначим V(t) = U(t)X(t,to), тогда z — (X(to,t)x) — 

x = (A(t) + uiAi(t) + u2A2(t) + ... + upAp(t))x, UJ G R (6) 

(6') 

Z = Q{tQ,t)W{t), Z{t0) = E (7) 
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= -X(to,t)X(t,to)X(t0,t)x + X(t0,t)x = -X(to,t)A{t)x + X(t0,t)A(t)x + X{t0,t)B(t)U(t)x = 
= Q(to,t)U(t)x = Q(to,t)V(t)z, т.е. z удовлетворяет линейной однородной системе 

z = Q(t0,t)V(t)z, te[t0,t0 + a}. (8) 

Пусть Zy{t, to) - матрица Коши системы (8), t е [to,to + а). Тогда 

Xu(t,to) = X{t,to)Zv{t,t0). ( 9 ) 

Л е м м а 1. Пусть U С M m ? n - ограниченное множество. Если система (1) локально 
достижима (относительно U ) на [to,to+<r], т о сУЩествУют такие 5\ > 0 и I > О, ч т о длд 
любой матрицы Н G В^(-Б) найдется управление U G K C m ? n ( [ t o , to + сг]), \\U\\c < l\\H — Е\\, 
обеспечивающее равенство (4). 

Доказательство . Так как множество U ограничено, то существует v > 0 такое, что 
| |Р | | < v для всякой Р G U. Пусть Ь\ := (6/2)(1 + exp(bz/cre 2 a o ")) _ 1 , где 6 - величина 
из определения локальной достижимости. Возьмем произвольную Н G В ^ (Е) и обозначим 
е = \\Н — £"11/(5, тогда е < 6\/5. По выбранной матрице Н построим G — Е + (Н — Е)/е (при 
Н = Е берем G = Е, 6 - 0 ) . Тогда H = E + e(G-E)\ при П ф Е\ \\G-E\\ = Ц Я - Е Ц / е = 5; 
при Н = Е: ||G — £"11 = 0, т.е. в любом случае G G В$(Е). Из локальной достижимости сис­
темы (1) вытекает существование управления U\ : [to, to + A] —> U такого, что Xj71(to + <J, to) = 
= X(to + cr,to)(j. Положим Vi(t) = Ui(t)X(t,to). Из (9) следует, что матрица Коши Zvi(t,to) 
системы z — Q{to,t)V\(t)z удовлетворяет равенству Zyx(t,t§) — X(to,t)Xux(t,to), поэтому 
^ V i (to + ^ 5 1 0 ) = X ( t 0 , t 0 + CR)JF ̂  ( t 0 + A, t 0 ) = X ( t 0 , t 0 + cr)X(t 0 + cr, t 0 ) (? = G. 

Обозначим W\(t) — Vi(t)Zyl(t,to). Отметим, что Zy x ( t , to) = Q(to, t )W\{t) , следовательно, 
ZVl (t, t 0 ) - E + / / o Q ( t 0 , s ) W i ( s ) d 5 . 

Пусть W(t) :—• eW^i(t), Z(-) - решение матричной задачи Коши (7), т.е. Z(t) = Е + 
+ / / 0 Q ( t o , s ) W ( s ) d s . Тогда 

£ t 

Z(t)-E = j Q(t0,s)W{s)ds = e J Q{t0,s)W1(s)ds = e(ZVl{t,t0) - E). (10) 

£0 £0 

Из оценки сверху на £, неравенств 

\\ZVl(t,t0) - Е\\ <l + \\ZVl(t,to)\\ < l + e x p ( | | Q ( - , i 0 ) | | C L | V i M < 

< 1 + exp{bea<T \\Ui\\ceaaa) < 1 + ехр(Ьглте 2 а < 7) 

и соотношения (10) получим ||Z(£) — Е\\ < 1/2, откуда следуют [11, с. 363] обратимость матри­
цы Z{t) при всех t 6 [tQ,tQ+(T] и оценки Ц ^ - ^ Ц < l + \\Z~l(t)-E\\ < l + I I Z " 1 ^ ) ! ! \\Z{t)-E\\ < 
<l + \\Z-'(t)\\/2, т.е. \\Z-Ht)\\<2. 

Возьмем V(t) — W(t)Z x ( t ) . Тогда W(t) = V(t)Z(t), поэтому Z(-) удовлетворяет од­
нородному уравнению Z — Q(to,t)V(t)Z и начальному условию Z(to) = Е. Следователь­
но, Z(t) = 2V(t, to) - матрица Коши системы (8) с выбранным V(-). Из (10) получаем 
Zv(t0 + a, t 0 ) - Е + e ( Z V l ( t 0 + a, t 0 ) - E) = E + e{G - E) = Я . 

Пусть c7(t) - F ( t ) X ( t 0 , t ) . Тогда | | [7 | | c < | |X( t 0 , -)llc \\V\\C < e™\\W\\c\\Z^\\c < 
< 2ea°\\W\\c = 2e a " | |Wi | | C 6 : < 2e^\\Vl\\c\\ZVl{^t{))\\e < 1eaa\\Ui\\c | |X(^ t 0 ) | | c e x p ( f o W ^ ) £ < 
< 2z/exp(2acr + ^ а е 2 а ( 7 ) б - 2^exp(2aa + buae2aa)6'1 \\H - E\\ = : / | |Я - E\\. Наконец, из (9) 
вытекает, что для матрицы Коши X[/(t , to) системы (5) с выбранным управлением U(-) спра­
ведливо равенство Xu{to + сг, to) = X(to + сг, to)Zy(to + cr, to) — X(to + cr, to)H. Лемма доказана. 

Поскольку найденные при доказательстве леммы величины / и 6\ не зависят от выбора 
to G R, то имеет место 

Теорема 1. Пусть U С M m i 7 l - ограниченное множество. Если система (1) а -равномерно 
локально достижима (относительно U ) , то существуют такие 5\ > 0 и I > 0, ш о Элл 
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любых to G R и Н € В$1(Е) найдется управление U G К С Ш ) П ( [ t o , to + сг]), \\U\\c < l\\H — Е\\, 
обеспечивающее равенство (4). 

Таким образом, из а-равномерной локальной достижимости системы (1) относительно 
ограниченного множества U следует существование управляющей матрицы U(-) с липшице-
вой оценкой \\U\\c в зависимости от | |Я — Е\\. 

Теорема 2. Для а-равномерной локальной достижимости (относительно U ) систе­
мы (1) в случае ограниченности множества U необходимо, чтобы система (1) была а -
равномерно вполне управляема. 

Доказательство . Пусть U С М Ш | П - ограниченное множество и система (1) а-равномерно 
локально достижима (относительно U ) . Из доказательства леммы 1 следует существование та­
ких Si > 0 и 7 > 0, что для всяких to G К и Я G (Е) найдется W(-) G K C m ? n ( [ t o , to 4- сг]), 
l |W||c < 7 Ц Я - £ | | , такое, что решение Z(t) = Е + f* Q(to,s)W(s) ds задачи Коши (7) удо­
влетворяет равенству Z(to 4- а) = Я . 

Возьмем произвольную постоянную матрицу F G М п и любое to G R Пусть Я G S j 1 (f?) 
такова, что F — Е — а ( Я - J5), где а > 0. Поскольку | |F - 2£|| = а | | Я - Е\\ — aSi, то 
а = | |F — E\\/Si, т.е. Я определяется по F / £ единственным образом равенством Я = 
= J5 + (F - Е)/а (при F = Е берем а = 0 и любую Я G S ^ E ) ) . Положим K(t) = aW(t), 
t G [ t 0 , t 0 + 4 Тогда | | У | | С = a | |W | | c < or/\\H - E\\ = ajSi = 7 | | F - E\\. Пусть Zi(-) -
решение задачи Коши Zi = Q( t 0 , t )V(t) , Zi(io) = -Б. Тогда Z\[t) = E + Q(to,s)V(s)ds = 
= # + a / / o Q ( t 0 , s ) W ( s ) d 5 = £? + a (Z( i ) - £ ) , поэтому Zi(t0 + a) = E + a(H - E) = F. Из 
приведенного выше критерия равномерной полной управляемости [10] следует, что система (1) 
а -равномерно вполне управляема. Теорема доказана. 

Отметим, что условие ограниченности множества U в теоремах 1 и 2 существенно. 
П р и м е р . Рассмотрим систему (1) при п — т = 1, A(t) = 0, B(i) =: b(t) = 1 при t < 1 и 

b(t) — 1/t при t > 1. Тогда X( t , s) = 1, а система (1) принимает вид 

Пусть сг = 1. Условие сг-равномерной полной управляемости системы (1') имеет вид 
W{t0jt0 4- 1) = / / o

0 + 1 6 2 ( t ) d t > а, где а > 0 не зависит от t 0 . Но для t 0 > 1 f^+1b2(t)dt = 
= l/(to(to + 1)) -+ 0 при to —> 4-оо, поэтому система (1') не является сг-равномерно вполне 
управляемой. 

Пусть U = Ш. Система (5) для рассматриваемого случая имеет вид х = b(t)u(t)x, а ее 
матрица Коши Xu{t,s) — exp Ь(т)и(т) dr. Возьмем S = 1/2 и любую Я G В$(1) С R, т.е. 
Я = 1 -f/г, где < 1/2. Выберем на произвольном отрезке [to, to + 1] в качестве управления 
функцию u(t) — ln(l + /i)/b(t), тогда 

т.е. условие (4) выполнено. 
Итак, система (1') является сг-равномерно локально достижимой (относительно множе­

ства U = R ) . Следовательно, условие ограниченности U в теореме 2 существенно. 
Этот же пример доказывает существенность ограниченности Ш и в теореме 1, так как 

если бы существовало управление гг(-), гарантирующее выполнение (4') и удовлетворяющее 
оценке |М|с < ' Н с не зависящей от to и от Л- величиной /, то из (4') при to > 1 вытекало 
бы неравенство | l n ( l + h)\ = \ f^+1 b(r)u(r) dr\ < \\и\\с max{6(t) : t G [ t 0 , t 0 + 1]} = ЦгхЦсАо < 
<l\h\/to, т.е. / > to I ln ( l + /i)|/|/i|, что невозможно. 

Согласованность и д о с т и ж и м о с т ь . Напомним [8], что система (1), (2) называется: со­
гласованной на [to,to 4- сг], если существует / > 0 такое, что для всякой Я G М п найдет­
ся управление U G KC m > r ( [ t o , t o 4- сг]), \\U\\c < 1\\Н\\, Для которого решение задачи Коши 

х = b(t)u, хеш, иеш. ( О 

«0 + 1 

(4') 

to 
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Z — A(t)Z+B{t)U(t)R(t,to), Z(to) = 0 удовлетворяет равенству Z(to+cr) = Я ; а-равномерно 
согласованной, если система (1), (2) согласованна на всяком отрезке [to, to + сг], причем вели­
чина I не зависит от to-

Для системы (1), (2) на [to,to + сг] построим совокупность п2 функций Uij(t) = 
= Q*(to, i)eiejR*(t, t 0 ) , i,j — T~n. Известно [8], что система (1), (2) согласованна на [to,t 0 + a] 
в том и только в том случае, когда функции {Uij(-)}fj=1 линейно независимы на [to, to + сг]. 

Рассмотрим систему (1), (2) в случае п — 2, т = г — 1, A(t) = 0. Тогда X( t , s ) = £; 
5 ( t ) = : b{t) = (bi( t) ,6 2 ( t))*, C(t) = : c(t) = (ci(t),c 2 («))* - вектор-столбцы; Q ( t 0 , t ) - b(t), 
i ? ( t , t 0 ) = c*(t) и [/^-(t) = b*(t)eie*c{t) = b»(*)cj(t), i , j G {1,2}. Система (1), (2) в данном 
случае приобретает вид 

x = b(t)u, y = c*{t)x, хеш2, иеш, уеш, ( И ) 

а ее согласованность на [to, to + а] эквивалентна линейной независимости на этом отрезке 
совокупности функций {bi(-)Cj(*)}2j=1. 

Всюду далее будем предполагать, что Ь(-) и с(-) - периодические с периодом 3 вектор-
функции, определенные на [0, 3[ равенствами: bi(t) — c 2 ( t ) = 1, b2(t) = c\(t) = 0 при t G [0,1[; 
bi(t) = c 2 ( t ) = b2{t) = 1, ci(t) = 0 при t G [1,2[; b x (t) = c 2 ( t ) - 0, b 2 (t) - ci(t) = 1 при 
t G [2,3[. Тогда: при t G [0,1[ bi(t)c2{t) = 1, b2(t)c1(t) = 0, b2(t)c2(t) = 0; при t G [1,2[ 
&i(t)c 2(t) = 1, b 2 ( t)c!(t) - 0, b2(t)c2(t) = 1 и при t G [2,3[ &i(t)c 2(t) - 0, b 2 ( t ) C l ( t ) = 1, 
b 2 ( t )c 2 ( t ) = 0; 6i(t)ci(t) E 0 на E, поэтому совокупность функций {bi(-)cj(-)}2j=1 линейно 
зависима на всяком отрезке [to, to 4-сг], следовательно, система (11) не является согласован­
ной ни на каком отрезке [to, to + сг]. Ниже мы покажем, что система (11) является равномер­
но локально достижимой (относительно множества U = [—£,£]) на отрезках длины 12, где 
е > 0 любое. 

Построим для рассматриваемого случая систему (3). Так как т = г = 1, то управляющая 
матрица U(t) G M m ? r здесь превращается в скаляр u(t), поэтому система (3) принимает вид 

х - b(t)c*(t)u(t)x - ( 6 i ( « M * ) u ( t ) x - ( 0 h(t)c2(t)\ u ( t ) x x-b(t)c (t)u(t)x - ^ 2 ( t ) c i ( f ) b2(t)c2(t)) U ( t ) x - \b2(t)Cl(t) b2(t)c2(t)) U(UX-

Обозначим через Xu(t,s) матрицу Коши этой системы. 
Л е м м а 2. Для любого е > 0 существует mi > 0 такое, что для всяких а, / 3 , 7 G 

G В Ш 1 ( 0 ) С Ш и k G Z найдется управление и : [3/с,3/с + 3[—> К, \\и\\с < £, сЬл которого 

X u(3fc + 3,3fc)= Q j j ^ . (12) 

Доказательство . Пусть е €]0,1] любое. Положим mi (г) = е /3 , выберем произвольные 
a, р, 7 e B m i ( 0 ) , k e z . 

Возьмем u(t) = Uj при < € [3k + j — 1,3k + j[, j — 1,2,3 (выбор Uj уточним ниже) и 
обозначим v2 = е х р ( ^ 2 ) — 1. Тогда 

Xu{3k + 3,3k) = XU3 (3k + 3,3k + 2)XU2 (3k + 2,3k + l)XUl (3k + 1,3k) = 

= e x P ( « 3 t) e x P (2 Z) 6XP (о о) = ( i ! 3 ? ) (J 1 + v2) (I T) = 
= / 1 ^ 1 + ^ 2 \ 

\Щ 1+V2+ ЩЩ + У2ЩJ ' 
Следовательно, для нахождения величин Uj по заданным а, /3 , 7 получаем систему урав­
нений a = щ + г>2, /3 — U3, 7 = и 2 + + г>2из. Отсюда = а — 7 + а/3, г̂ з = /3, г?2 = 
= 7 - а /3, т.е. и2 = 1п(1 + 7 - а /3) . Оценим Имеем \щ\ < |а | + | 7 | + |а | | / 3 | < е/3 + е/3 + 
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+ (£/3)(1/3) < £, \щ\ — \{5\ < е/3 < е. Для оценки |г*2Г воспользуемся известными неравен­
ствами 0 < 1п(1 + х) < х при х > 0 и 0 > 1п(1 + х) > х/(1 + х) при гг G ] — 1,0[. Следова­
тельно, 11п(1 + х)\ < \х\/(1 - \х\) при х G] — 1,1[, поэтому | и 2 | < |7 - ^ 1 / ( 1 _ 17 _ < 
< ( | 7 | + |а | | /3|)/(1 - | 7 | - И < (е/3 + ( е / 3 ) (1 /3 ) ) / (1 - 1/3 - 1/9) < 2(е/3 + (е/3)(1/3)) = 
= 8е/9 < е. 

Итак, норма построенного управления и(-) удовлетворяет неравенству | |u| |c < £• 
При е > 1 берем mi(e) = 1/3. Лемма доказана. 
Л е м м а 3 . Для любого е > 0 существует т2 > 0 такое, что для всяких A G В Ш 2 ( 1 ) С К 

и к еЪ найдется управление и : [ЗА;, ЗА; + 6[—>> R, |Н|с < £ такое, чтю Хи(3к + 6, ЗА;) = AJE. 
Доказательство . Пусть £ G]0, 1] любое. Положим га2(£) — £ 2 / 36 , выберем произвольные 

к G Z , A G В Ш 2 ( 1 ) . Тогда A G [1 - 1/36,1 + 1/36], поэтому 1/2 < А < 2. В соответствии с 
леммой 2 построим на [ЗА;, ЗА; + 6[ управление и(-) так, чтобы выполнялись равенства 

Xu(Zk + 3j,3k + 3(j-l))=Hj, Hj=^ ! + \ . ) > i = i , 2 , (13) 

выбор « j , /Sj, 7j уточним ниже. Тогда XW(3A; + 6, ЗА;) = Хи(3к + 6, ЗА; + 3)Хи(Зк + 3,3к) = 
и тт ( l + «2/?i « i + « 2 ( l + 7 i ) \ п — Н2Н\ — \ о , о (л\ \ 1 , /о , , , • Следовательно, для нахождения ве-\р2 +Pi(l + 7 2 ) 1 + Ofi /3 2 + 7 1 + 7 2 + 7 1 7 2 / 

личин а^, f3j, 7 j по заданному А получаем систему уравнений « 2 / 3 i = A—1, « i + « 2 ( l + 7 i ) = 0, 
/3 2 + /?i(l + 7 2 ) = 0, OLifc + 7 i + 72 + 7 i 7 2 = A - 1. 

Возьмем a2 — \J\\ — 1|, /3i = ^ / | A — 1| s ign(A — 1), тогда первое уравнение этой системы 
выполнено, а из второго и третьего уравнений получаем а\ — — « 2 ( 1 + 7 1 ) = —\/|А — 1|(1 + 7 1 ) , 
Р2 = — + 72) = - \ / | А - 1 | ( 1 + 72) s ign(A - 1), поэтому « ! /3 2 - (А - 1)(1 + 7 i ) ( l + 72) = 
= А — 1 + (А — l ) ( 7 i + 72 + 7 i 7 2 ) - Из последнего уравнения выписанной системы имеем А — 1 + 
+ (А - l ) ( 7 i + 72 + 7 1 7 2 ) + (71 + 72 + 7 П 2 ) = А — 1, т.е. А(71 + 72 + 7 1 7 г ) = 0- Так как А ф 0, то 
7 i + 7 2 + 7 i 7 2 = 0. Возьмем 71 = А - 1 , тогда 72 = - 7 i / ( 1 + 7 i ) = (1 —А)/А, «1 = —\\J\\ - 1|, 
Р2 = — 1| s ign(A — 1)/А. Оценим величины | « j | , | /3j | , | 7 j | . Поскольку — 1| < г /6 , 

то [«![ = ХуД\^Т\ < 2е/6 = е/3, | « 2 | = < е / 6 , | А | = у ^ " 1 ! < ^/ 6 > Ш = 
= уД^Т\/Х < 2е/6 = е /3 , Ы = |А - 1| < £ 2 /36 < £/36, I72I = |А - 1|/А < 2е 2 /36 = 
= £ 2 / 18 < £/18. 

Из доказательства леммы 2 следует, что норма управления и(-), обеспечивающего равен­
ства (13) с найденными « j , 7 j , удовлетворяет неравенству ||гх||с < 3max{ |« j | , | /3j | , | 7 j | : 
j = 1,2}, поэтому ||гх||с < Зе/3 = е. 

При г > 1 берем т2(е) = 1/36. Лемма доказана. 
Теорема 3 . Свойство а-равномерной согласованности системы (1), (2) не является 

необходимым для ее а -равномерной локальной достижимости. 
Доказательство . Выше было отмечено, что 3-периодическая система (11) не является 

о -равномерно согласованной ни при каком а > 0. Покажем, что система (11) равномерно 
локально достижима (относительно множества U = [—£,£]) на отрезках длины 12 при лю­
бом £ > 0. 

Надо доказать следующее утверждение: для любого е > 0 существует 5 > 0 такое, что для 
всякой матрицы Н G В$(Е) С М 2 и всякого to G Ш найдется управление и : [to, to + 12] —)• R, 
IMIc < £ такое, что Xu(to + 12, to) = H. 

Пусть е G]0,1] любое. Обозначим 6(e) = £ 2 / (36 \ /2 ) , возьмем произвольные to G Ш и 

Я = (^~h^1 1 + 2 / г 4 ) ^ вя(£0- Оценим величины \h3\. Пусть ЦРЦх = т а х { | р ц | + |p 2 i | , \р\2\ + 

+ IP22I} ~ максимальная столбцовая норма [11, с. 356] матрицы Р = {pi j}f j = i ^ М 2 . Тогда 
[11, с. 366] m a x | | P | | i / | | P | | = л/2, поэтому | |P| | i < л /2 | |Р| | для любой Р G М 2 . Следовательно, 

для каждого j G {1,2,3,4} выполнено \hj\ < max{|/ i i | + |ЛзМ 2̂| + |^4|} = \\Н — Е\\\ < 
< у/2\\Н - Е\\ < V26{e) = £ 2 /36 . 
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Пусть к в Z таково, что Зк е [ t 0 , t 0 + 3[. Тогда [Зк, Зк + 9[с [ t 0 , t 0 + 3 + 9[с [ t 0 , t 0 + 12]. 
Положим u(t) = 0 для t Е [to, to + 12] \ [ЗА;, ЗА; + 9[. В соответствии с леммой 2 на [ЗА;, ЗА; + 3[ 
построим управление и(-) так, чтобы было выполнено равенство (12) с а = /12/(1 + ^l)? 
{3 = Л3/(1 + hi), 7 = (Л4 - Лх)/(1 + /11). Отметим, что \а\ < \h2\/(l - N ) < 2е2/36 < е/З, 
Щ < |Лз|/(1 - \hi\) < е/3, | 7 | < {\hi\ + |Л 4 | ) / (1 - |ЛХ|) < 4е 2 / 36 < е/З, поэтому на [ЗА;,3/с + 3[ 
имеет место неравенство \\и\\с < З т а х { | а | , |/3|, |7|} < е. 

Пользуясь леммой 3, на [ЗА; + 3, 3A;-f 9[ строим и(-) так, чтобы Xu(3k + 9, ЗА; + 3) = (l+hi)E. 
Из доказательства этой леммы следует, что \\и\\с < 3 • 2y/\h\ \ = бе/6 = е. 

Итак, построенное на [to, t o + 12] управление и(-) удовлетворяет оценке \\и\\с <£ и гаран­
тирует выполнение равенства X u ( t o + 12,to) = Хи(Зк+9, Зк) = Xu(3k+9, 3A;+3)Xw(3A;+3, ЗА;) = 
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