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СЛОЖЕНИЕ ПРОСТОГО ЧИСЛА И КВАДРАТА ЦЕЛОГО 

И. В. Поляков 

Существует гипотеза, согласно которой каждое достаточна 
большое натуральное число п, отличное от квадрата целого, пред-
ставимо в виде суммы простого числа и квадрата целого. 

Пусть Е (N) — количество натуральных чисел п <^ N, для 
которых уравнение п = р + т2 не разрешимо в простых числах 
р и целых т. 

В 1981 г. автором [8] была получена оценка в «среднем» раз­
ности между числом решений R (п) уравнения п = р -\- т2 ж 
предполагаемым главным членом W (п) + W (п, р) асимптотической 
формулы числа решений в виде 

2in^N \R(n)-W(n)-W (п, Р) |2 < N2 ехр ( - с log"» N). 

Здесь функция W (п, Р) определена лишь в том случае, если су­
ществует исключительный нуль р для L-функций L (s, '%) с веще­
ственным примитивным характером % mod г при г <; Q — 
= ехр log1/2 N в области Re (s) J> 1 — clog-1 Q. Откуда после изу­
чения величин W (п) и W (п, р) следовала оценка Е (N) <ij 
<̂ J N ехр (—alog1/2 N). К сожалению, при рассмотрении «особо­
го» ряда функции W (п, р) в работе была допущена ошибка. Полу­
ченная для него оценка сверху фактически доказана лишь при 
г > Q1'2. 

В настоящей работе, следуя в главном методу Р. Бона, 
Г. Монтгомери [1], доказывается следующая, принципиально бо­
лее сильная 

ТЕОРЕМА. Существует эффективно вычисляемая положитель­
ная постоянная у такая, что для всех больших N Е (N) <^ iV1-7* 

Здесь необходимо отметить недавно опубликованную работу 
А. И. Виноградова [2], в которой показаны возможности приме­
нения методики Ю. В. Линника [3] к решению подобных задач. 
Одним из ключевых мест в работе А. И. Виноградова является 
применение теоремы Зигеля, касающейся верхней границы ну­
ля р, что не позволяет получать эффективные оценки. В пред­
лагаемом доказательстве не применяется теорема Зигеля, ЧТФ 
эффективизирует полученные результаты. 
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Пусть N — достаточно большое положительное число; 0 < 
< б <^ 0,0025; \i — функция Мёбиуса; ф — функция Эйлера; 
(/г, т) — наибольший общий делитель п и т\ % — характер Ди­
рихле mod q\ Xo — главный характер mod q; %* — примитивный 
характер, отвечающий %; г (р) = 8 (р, Q) — функция, равная 1, 
если нуль р существует, и равная 0 в противном случае; s = 
= о + it — комплексная переменная; символы V и V, обо-
значают суммирование по всем характерам mod q и по приведен­
ной системе вычетов mod q; В — ограниченная величина; [х] — 
целая часть х\ Q = Nt6; т =̂= N1'^6. 

Положим 

Р (<*) = S Q < P ^ 1о£ Ре (Р°0* 

п—р+т2 

где е(х) = ехр(2тх) . Тогда для N/2 <^n^N 
Л (п) = ^ р (a) F (а) е (— иа) da == \_ Р (a) F (а) е (— па) da. 
По аппроксимационной теореме Дирихле каждое а ЕЕ 

•ЕЕ [—1/т, 1 — 1/т] представимо в виде a = Ь £». 1 ^ g <^ z, 

(a, g) = 1, | z | <^ l/(gx). Через Мг обозначим T e a G [—1/т, 1 — 
— 1/т], для которых в указанном представлении q <^ Q, через 
М2 — множество остальных а ЕЕ [—1/т, 1 — 1/т]. 

Полагая Rt (п) = ^ J? (a) F (а) е (—па) da (& = 1, 2), бу-

дем иметь R (п) = Лх (га) + R2 (/г). 
ЛЕММА 1. Д./Ш любого б ^> 0 справедлива оценка 

2 * ^ #<»)<*"• • 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Применением неравенства Парсе-

шаля получаем 

V ^1W<S |/,(-a)F(a)|ada< 

< m a x | f ( a ) | 2 ^ | P ( a ) | 2 d a . (1) 
м2 • "'о 

В силу закона распределения простых чисел имеем 

I] | Р (a) p da = 2 Q < p s y v bg 2 iV < /V log iV. (2) 

При (a, q) = 1 и | a — a/g | <^ 1/g2 для любого s > 0 справедли­
ва оценка Г. Вейля [4, лемма 2.4]: F (a) << jVi/2+e (g-i _|_ дг-1/2 + 
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+ qN'1)1/*. Откуда при 8 = б в силу (1) и (2) следует утверждение 
леммы 1. Из этой леммы вытекает, что R2 (п) <^i n1/2~26 для всех 
N12 < п <^ N, исключая не более чем < ^ Nx~6 из них. 

Положим, следуя работе [1], 

Р <а> = Р ( т + 2) = * (?) Ф"1 <«) Г (*' !) -
- е (Р) х («)т (хХо) Ф"1 (?) 2" (z, р) + ер"1 (g) Sx5C («)т (x)W (Х- *)» 

где 
^7(Xr z) = 2jQ < p < JvX(P) 1ogpe(pz) , х ^ Х о * ХФХХог 

W (Xo. z) = S Q < J K £ W log ре (pz) - SQ < u s S J V e («z)t 

W (xXo. z) = SQ<P S :JV XXO!(P) b g pe (pz) + 2iQ<u<N и^Ч (иг), 

T(z,y) = %Q<us.Nuy-4(uz), 

т (%) — сумма Гаусса. 
Для F (ос), согласно [4, лемма 6.1], для любого 8 }> 0 имеем 

^ (а) = F (- | - + z) = V (а, д) gritf (z) + £д^ + г ( 1 + N | z | ) r ( 3 ) 
где 

" ' ' ^ ! mz V(a,q) = V е 

ЛЕММА 2 [5, гл. IX, § 2]. Существует постоянная с > О 
такая, что L (s, %*) ^= О ^Р^ or J> 1 — с log -1 (? ддя всех прими­
тивных характеров %* mod г с условием г ^ Q, Q > 2, за возмож­
ным исключением для не более одного примитивного характера 
% mod r. Если он существует, то этот характер квадратичный, 
и отвечающий ему единственный вещественный нуль (3 для L (s, %) 
удовлетворяет неравенству 

c/-i/2 i0g-2f < 1 - [3 < с log"1 Q. (4) 

Если, кроме того, есть L (s, %), где % — вещественный характер 
mod q, такие, что L ([3, %) = 0 в области (4), то q = 0 (mod г). 

Пусть далее 

f>l/(9T) 
. \ J ( z , l )JT(z)e(— nz)Az — 

- e ( P ) V i S f X V(a,q)x(a). 
g=o(modr) 

/ „ \ fi /(9X) 
. e - / i — H r ( z , P ) ^ ( z ) e ( — w z j d z , 

V Я J J-i/toT) -1/(9T) 
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*Ljq<^Q £шш<а<Сд J - l / ( qx ) V q /\ \ Я 

1 * r*l/(gt) 

F ( a , g ) #(z))e(— n — + z) dz, 
q x v v v 9 

(•l/(<Zt) 
• \ JC(z)W(x,z)e(—wz)dz. 

Тогда R, (n) = R? (n) + i?f (л) + Rf (n). 
ЛЕММА 3 [6]. Для(а,д) = 1: У (a, g) = 0, если g = 2(mod4); 

F ( a , g ) = = ( — ) i ( ~ ) qx'\ если g= l (mod2) ; F (a, g) - (-^-) ia/2 • 

• (2g)1/2, ес/ш g = 0(mod4), где (—J— символ Якоба. 
ЛЕММА 4 [5]. Пусть % — характер mod g, индуцированный 

примитивным характером х* m o ( i г- Тогда т (х) = ^ (#/r) x 

X (д/г)т(х*) и |т(х*)12 = г. 
ЛЕММА 5 [5]. Для вещественного а 
13«<и^е("а)1<т1п(^1|аП>. (5) 

где || а || — расстояние от а до ближайшего целого числа. 
Из (5) частным суммированием следует 
\T(z,f,)\<mm(N,\\a\n, 
\K(z)\< min (NV\ N'1'2 \\ а Ц"1). * '' 

Для x > 1 положим 

Q-SEEO ( m o d ?) 

Заменяя в Д ^ (тг) отрезок интегрирования [—1/т, 1 — 1/т] от­
резком [0; 1], в силу лемм 3—5 при N/2 <Z n ^ N находим 

M1)(«) = s(«^)V - Ц -
-e (P)S( n ^,P)V J^L + BN****. (7). 

Пусть A = [()] + 1/2 и f — ) — символ Якоби. В силу мульти­
пликативности функций, стоящих под знаком суммы по q в выра­
жении для 2 (?г,()),имеем2 (дг,^) = 2(/г,Д) = \ |i (?)(•— W'M?)-

Для Re (s)>l введем функцию Z(s)= \ \i{т)(~) ф -1(т) т1-8. 
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ЛЕММА 6 [7]. Пусть п — п* {п')2, где п* > 1, и является 
бесквадратным числом. Положим d = п*, если п* = 1 (mod 4), 
и d = 4л*, ес/ш л* = 2 или тг* = 3 (mod 4); %а(т) = (—) ». 

где (—] — символ Кронекера. И пусть L (s, Xd) есть L-фунщия 
Дирихле, отвечающая характеру %d (m). Далее положим 

1 ^л> = Пр12п(1 -ЫР)P-S)П(р>2ri)=1 (1-х,(Р)Ф"1 (Р)Р-) • 
•^ + u(p)p-s)(i-p-2sr1' 

Тогда при а > 1/2 и L (5, Xd) =7̂  О Z (s) = / (s, л) L"1 (s, Гд). 
В силу известной формулы обращения для рядов Дирихле 

с последующим контурным интегрированием по прямоугольной 
области G с вершинами в точках а + IT, Ъ + iT, где а = 1 — е0, 
Ь = 1 + г2,, Г - Q42, 0 < 80 < 0,01, как и в работах [7, 8] для 
-любого А ЕЕ [А36, ()], получаем равенство 2 (п, Q) = Z (1) + 
+ BN~26e°, которое имеет место лишь при условии не обращения 
в нуль L-функций L (s, %d) в области G. 

ЛЕММА 7. Пусть бх = 5е0, (—) — символ Кронекера и 

S » = / (1, п) L-* (1, и) = Д р (1 - (-£)(р - I)"1) • 
Тогда равенство 

2 (л, Q) = & (п) + Вп~2^ (8) 
.имеет место для ecexn <^ А, исключая не более чем <^ А0»7 аз них. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А (а, Т, %) — количество ну­
лей L (s, х) в области а > а, | £ | <^ Г, и пусть %d и L (5, Xd) оп­
ределены, как и в лемме 6. Из того, что характер %d, определен­
ный символом Кронекера, является примитивным вещественным 
характером mod d, то, обозначая через Ег (А) количество чисел 
d, 1 < d ^ 4А, для которых L (s, %d) имеет нуль в области 1 — 
— г0 <^ а <^ 1, | £ | ^ (?8°> получаем 

<\<diSAN\*N{\-z0,Q*%[%*). 
Здесь число нулей L-функций L (s, %d) с примитивным характе­
ром %d заменено суммой числа нулей L-функций по всем характе­
рам mod d. 

По теореме Виноградова — Бомбьери 

2 U M 2Х* N (а, Т, х*) < Т (М2 + MTfl-a)/(3-2a) log™ MT. 
Отсюда при М = 4А, Т = Q8* и а = 1 — е0 получаем Ег (N) << 
<<: А0'2. А так как, согласно определению d, существует не более 
чем < Ĵ А0'5 чисел n^N, совпадающих с данным d, то имеется 
не более <^ А0»7 целых п ^ N, для которых //-функции L (s, Xd) 
обращаются в нуль в области G. 
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Если существует исключительный нуль р, то возникает второй 
главный член асимптотической формулы числа решений уравне­
ния п = р + т2 с «особым» рядом 2 (п, Q, Р). 

Пусть q = кг. По лемме (к, г) = 1, ибо в противном случае 
2 (тг, (), Р) = 0. Тогда ввиду мультипликативности функций, стоя­
щих под знаком суммы по q в выражении для 2 (п, Q, Р), имеем 

2 (» .0 . P ) - . ^ | - l ; * | < ? V ( a 1 , , - ) - X ( « 1 ) e ( - » - ? - ) • 

•£™*1>**>-(-"-г-)-
Для # > 1 рассмотрим сумму 

(fc,r)=l 

В силу лемм 3 и 4 

12Г (п, х) | < S ^ x т (X*) А _ 1 / V (А) = 2 w Ф'1 (А) < b g х. (10), 

Пусть в сумме (9) х ЕЕ [7V36, ()]. Обозначая через А = [я] + -у-,. 
получаем равенство 2Г (п, ж) = 2Г (тг, А). В принципе функция 
2Г (?г, А) отличается от 2 (п, х) только наличием условия взаим­
ной простоты к и г. А так как равенство (8) имеет место для лю­
бого А Е= [N36, Q], то в силу леммы 7 находим, что для всех п <^ 
<; N, исключая не более чем <^ №>7 из них, 

2г5(«,А) = ^(п)П р | Г 1 ) р > 2 (1 -{f)(p - I P ) " + Л г * . (11) 

Вернемся теперь к функции 2 (?г, (), Р). Для нечетного г, пола­
гая fj = г (г, гс)-1, в силу лемм 3 и 4 получаем 

| 2 (п, <?, р) | = ^ (Г,) ф-i (Г,) | Г ; (в, (?r-i) |. 

Пусть г — четное. Так как модуль вещественного примитивного 
квадратичного характера либо нечетный, либо имеет вид г = 2а1 
(а = 2, 3), где I — нечетное бесквадратное число, то вследствие 
мультипликативности характера % и функции V (а, г) для 2 (тг, 
Q, Р) следует аналогичное равенство. 

Если г ^> АГз,еб1? т о в СИЛу (Ю) при х — Qr'1 

1 2 (/г, Q, р) | < (г, #г) iV"3^ log* TV. 

ЛЕММА 8. Если t ^ Q, то для всех п <^ N, исключая не бе­
лее чем <С TV1"61 us них, \t, n) <; N1^1. 

Из этой леммы при t = г следует, что для всех JV/2 < дг ^ iV, 
исключая не более чем <^ TV1-61 из них, при г ^> N3>e&l 

2 (л, <?, р) < л"^ . (12) 
Для четного г оценка аналогична. 
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Если же г < N3^, то, полагая А = [Qr'1] + -у-' N36 < А < 
< ; Q, для всех п <; N, исключая не более чем <^ №^ из них, 
Б силу (11) 

12 (пг <?, Р) | < 3й (/г) П , (р - 2)"1 + Дл-2в< ^ (Л) + Впг*Ь. 
(13) 

В силу закона распределения простых чисел и вследствие ра­
венства (2) при 8 = 0,5 для любого 0 < б ^ 0,0025 

М2) И < N У V * C/qX (q + N —) dz < TV1006 < №>2Ъ. 
£-Jq<£Q ±-Ja^q J - i / g t V #T / 

(14) 

Займемся теперь величиной /?i3) (?г). Полагая g = кг, причем 
(к, г) = 1, ибо в противном случае i?i3) (n) = 0, как и выше для 
•функции 2 (п, Q, |3), находим 

1 * 

^i—Ir^Q ГФ W *—'X* mod r "i—lo^r 

• X * K ) e ( - n ^ - ) £ / r t K(z)W(X*,z)b(-nz)dz-

.Для нечетного г в силу леммы 3 

£^У<«.г)Х*(«)е(-»-2-)« 

=гш^г1;1(т)^^(-»т)- (i6) 
Пусть (—) — непримитивный характер, тогда эта сумма 

<^ г; если ( — )-—примитивный характер mod г, то при 1 — \ф 

Ф%* (а) имеем ( — д * {а) = %* (a) ~~ примитивный характер mod r 

и оценка <^г остается в силе. Пусть теперь (—)=%*(#)• Тогда 

(-—-)%* (а) == Хо(а)г гДе %о (а) — главный характер mod r, и для 
указанной суммы следует оценка <^гг^ ф (г) ф"1 (гх), где г± = 
= г (г, тг)-1. 

Пусть теперь в сумме (16) г = 0 (mod 4), но г ф 0 (mod 8). 
Тогда г = 4Z, где Z = 1 (mod 2), и вследствие мультипликатив-
ности характера %* (а) и функции F (а, г) приведенные оценки 
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остаются в силе. Если же г = 0 (mod 8), то по лемме 3 

У V («> г) X* (а) е (— п - М -

здесь (п g-1 — целое число и (—) — непримитивный характер. 
Откуда, как и выше, для суммы (16) справедлива оценка <^ г. 

Рассмотрим в равенстве (15) сумму сначала для г ^ iV"66, а за­
тем для Nbb < г <j; Q. Первую частичную сумму обозначим через 
Д?Л) (/г), вторую - через R?'2) (/г). Тогда д£3) (и) - i?i31) (/г) + 
+ Я?'я) (л). 

Пусть г <; TV66. Полагаем в (9)х = А=\-~\+-^-. Тогда 
Лгзб < Д < Q и 

^ W < V ^ ^ У 1 №) | |У* V(a,r). 
»l/rt 

• x = » e ( - r c - f ) K " |Z(2)PF(5c,2)|dZ 
1/rt 

Отсюда, применяя неравенство Коши для интегралов, вследствие 
равенства (11) и оценок суммы (16) для всех п <С N, исключая 
не более чем <̂ t/V°>7 из них, находим 

R[3'l) (п) < V шах (r^qT1 (г),. Ф"1 (г2)) I SP (п) • 

• П,1„ „>, (1 - ( f ) <* - ^ f + ^ 1 (П<1>'К (2) |2 d 2 f • 
/ r»l/(rx) \ l / 2 

. ( \ |W(x,.Z)|adz) . 
W-l/ (rx) / 

Далее max (r^VV), Ф"1 Ю) П , J l - (-£-)(*• - 1Г гГ<1-
г Р к и Р > 2 \ \ Р I I 

В силу (6) 
r*l/(rx) *1/N rU/(rc) л7 

\ | A » | 2 d z < / V \ dz + N-Л - £ - < 1 , 
J - l / ( r x ) Jo Jl/iV z 

/ r»l/(r t) xl/2 

и, обозначая (\ | PF(%*, 2) |2 dz) через W (%*), для всех 7t < / 
<;7V, исключая не более чем^/V0 , 7 из них, получаем 

Я Г * (») < (9 (П) + Д » - * ) Д ^ А * тос, г ̂  (X*). (17) 

Полученная двойная сумма рассмотрена в работе Г. Монтго­
мери и Р. Бона [1] и в случае отсутствия исключительного нуля |3 
оценивается сверху величиной <^ЛГ1/2е~с/б. Если же такой нуль 
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существует, то эта сумма оценивается величиной <^N1/2e~c№ (1 — 
~ Р) log N. 

При рассмотрении суммы по г при 7V56 < г ^ Q поступим, 
как и при оценке i?i3 1 ) (д), но не выделяя «особый» ряд 2 Г (п, Д), 
а оценивая его сверху в силу неравенства (10) при х < ; Qlr <^ N, 
т. е. 

М 3 2 ) (») < log2 TV max (r~V*,. (r, n) г"*) \ьь<г^ Ъ%* m o d r ^ (X*)-

Далее в силу леммы 8 при t = г и бх = б для всех JV/2 <С п ^ N, 
исключая не более чем <^7V1-6 из них, в случае отсутствия исклю­
чительного нуля (3 имеем 

M 3 - 2 ) H < ^ 2 ' 5 6 b g / 2 S *Л S ^ ( x * ) < / V 1 / 2 " 2 6 . (18) 

Если же исключительный нуль существует, то в правой части 
неравенства (18) появится множитель (1 — Р) log n, однако вслед­
ствие неравенства (4) оценка (18) остается в силе. 

Из всего вышесказанного следует, что в случае отсутствия 
нуля Р вследствие (7), (14), (16) —(18) получаем, что для всех 
N12 < п <J N, исключая не более чем <^Nl~6 из них, 

R(n)=9b (п) ( У — i _ + Вп112е-С/А + ВпУ*~*Ь. (19) 
\ .Ljn=u-\-m 2ym ) 

Отсюда в силу оценки [7] 3d (n) ^ log -2 n при достаточно 
малом значении б, 0 <^ б <^ 0,0025, получаем, что для всех N/2<C 
<С п <^ N, исключая не более чем ^ T V 1 - 6 из них, 

R (п) > сгп112 \og-\n (1 — с2е"с/6) — с3п^2~2^ > с^п112 log'2 п. (20) 

Пусть теперь существует исключительный вещественный ха­
рактер % mod г, для которого L (s, %) имеет вещественный нуль 
Р в области (4), но г > ЛГз,бб, Тогда вследствие (12) для всех 
N12 < п < ; N, исключая не более чем <^Nl~6* (бх <С б) из них, 
оценка (20) остается в силе. Если же исключительный характер 
имеет модуль г <^ N3^6i, то в равенстве (19) появится еще одно 
слагаемое, учитывая которое в силу (13) находим 

R И >9ь(п)(У —I— (1 - иР"1) — сп112е~с^ (1 - Р) log n) — 
\£~Jn=u-\-m 2 ут ] 

— с2п^2-2^. 
Так как вследствие (4) для Q < и <^ N 

1 _ иР-1 = [ и*'1 log и Ах > иР"1 log и (1 — Р) > 

> e x p ( - c ^ - ) ( l - P ) l o g ( ? > C 3 ( l - P ) l o g ^ 
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то для всех N12 <.п <^ N, исключая не более чем <^№~^ из них, 
при достаточно малом значении б, 0 < б <^ 0,0025, находим 

> с4 (1 — Р) log"1 п ( У - 4 — — с5п1,2е-с/ь) — c2^/a-2e, ^ 

> cer-V2n112 log"3 /г — с^1/2"26* > с ^ 1 / 2 " 1 ^ log"3 /г. (21) 

Из неравенств (20) и (21) следует утверждение теоремы. 
Автор глубоко признателен А. Ф. Лаврику и А. И. Виногра­

дову за постоянное внимание к его работе. 

Ташкентский институт инженеров Поступило 
железнодорожного транспорта 23.05.87 
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