
А.П.Киселев 

ВЫСОКОЧАСТОТНЫЙ ИСТОЧНИК М Щ У ВЕТВЯМИ ГИПЕРБОЛЫ 

В статье рассмотрены геометрия экстремалей функционала Фергла 
названной задачи и ее функция Грина для нулевого граничного усло­
вия. Из точного решения, полученного разделением переменных, вы­
делены волны, отвечающие всем геометрооптическим путям, соединяю­
щим пару точек. 

Волна соскальзывания описана, вычетом'в точке, не являющейся 
полюсом радиальной функции Грина (у которой вовсе нет полюсов). 

Остаточные члены не оценены, и исследование точного решения 
остается формальным. 

для изучения седловых точек представляющего функцию Грина -
ватсоновского интеграла использована не техника теорем сложения 
для эллиптических интегралов, применявшаяся в формально близкой 
задаче дифракции на эллипсе*)-, а "лучевые" соображения.(См.С*3 

Теми же методами можно исследовать дифракцию на ветвях раз­
личных софокусных гипербол. 

Рассмотренная задача может быть полезна для теории нерегу­
лярных волноводов. 

Автор глубоко признателен руководившему работой В.М.Бабичу. 

Часть первая. Геометрия оптических лучей и каустические 
функции 

§ I. Существование и единственность лучей 
В этом параграфе мы опишем множество лучей геометрической 

оптики. 
Пусть точки М , и м лежат между ветвями М^ и "Y заданной 

гиперболы**ЛР= Y и ¥ . Рассмотрим ломаные М Р Р Р Р М 
л % о 1 %* * * s-1 s 

*' и позволившая рассмотреть лишь частные случаи (источник 
на бесконечности, наблюдатель на границе или в тени,наконец, оба 
близки к границе) этой сравнительно простой задачи. 

**'. Здесь и в дальнейшем М и М 0 - конечны и лежат строго вну­
три области, ограниченной Y . хотя результаты этого параграфа 
легко переносятся на случай, когда одна или обе из точек М и М , 
находятся на границе Т или на бесконечности. 
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с вершинами Р № e\j£ ,(£ = <«,
 г 4*",*s, о*s<oo^только на вет­

вях "Ц/" и звеньями М0Р|,Рг- • • (̂ Мцеликом лежащими между М £ и"\^г • 
Эти ломаные назовем ломаными сравнения. Их можно разделить на 4 
типа. 

Тип I. Р 0 Рь £"Ф"-| , число вершин b=-Zvn.+ \ угъ>о( не будем 
называть /И0 и М вершинами) 

Тип 2. Р ъ Ps е *& , ,s = 2,™-М , m, ̂  о 
Тип 3 Rl.CSt̂ ,, Pse4!i, 5=гт,, т,»о 
Тад4 p ^ Y , , P s e \ & , s-a(ww-i),rrv»o. 
Отрезок М 0 (Ч мы относим к типу г>, ™ = 0 при условии, что точ­

ка М видна из М 0 (т.е. М М 0 имеет не более одной общей точки с 

Таким образом, отрезку М М 0 , касающемуся ' ^ ( \ & ) соответст­
вуют две ломаные сравнения: типа 3 и типа I (типа 2) о т = 0 . 

Множество ломаных, сравнения одного типа IV, (N=H,a,3,»f)c оди­
наковым т , (иначе говоря, с одинаковым числом отражений 5 ), на­
зовем классом (N; m ) . 

Если М не видна из М 0 , то двузвенных ломаных сравнения 
(̂ s= ь т,= о) одного из типов (типа I или типа 2) не сущест­
вует; |М0 М также не есть ломаная сравнения. Утверждается, что 
при этом все классы кроме двух ((3;0) и (1;0) или (3;0) и (2;0)) 
не пусты; и никакой из классов не пуст, если М видна из М 0 . 

Покажем, например, как строить ломаные типа 3. Из М 0 видна 
хотя бы одна точка Р, е \Р^ , а из M-p2me\fj", m>,L . Выберем 
произвольно Ра,Рч,..., ̂ а ^ Р3,Р5,..-, <!„-< в "%. -Т.к. из любой 
точки одной ветви гиперболы видна вся другая, TOM0IJF£—I^^PimM 
есть ломаная сравнения. Точно также строятся ломаные других типов. 

Ломаную сравнения М 0 Р<Рг-" F̂ _4 Ps M , 5>о будем называть 
( S - кратно отраженным) лучом (геометрической оптики) соединяю­
щим М 0 и М , если в каждой вершине Рп } \&vt£$ , для последова­
тельных звеньев Р.,^, РпРМА СР 0=М 0, Ps+4= М ) соблюдается гео-
метрооптический закон отражения. 

Между близкими ломаными сравнения того же класса луч характе­
ризуется минимальной длиной. 

Ломаная сравнения Mo M будет называться падающим лучом. 
Оказывается, что среди ломаных сравнения всякого (непустого) 

класса содержится Гхотя бы один) луч. 
Рисунок I поясняет это утверждение. 
Точки Ej^i^Rj выбираются в любом месте соответствующей вет­

ви при условии, "что Р., должна быть видна из М 0 , а Рн - из М . 
Длина ломаной М 0 Р4 Pz ?ъ ?н М возрастает при удалении Р2, Ръ на бе­
сконечность и , как можно показать заменяя ветвь гиперболы кру­
гом кшвизны в окрестности точек Т ~ , при приближении Рч к 
Т . Ч М ) , Р, к Т гЧМо) . 

Поэтому [М0Р11+-Z. | Р„ Pnf4 }+ | R, М | имеет минимум, явля-
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ющийся лучем,причем последний 
не имеет касательных звеньев 
(кроме описанного выше триви­
ального случая для т = о ). 

Мы получали теорему суще 
ствования геометрооптических 
лучей. 

Докажем, что существует не 
более одного луча каждого типа, 
испытавшего данное число отра­
жений (теорема единственности36). 

Под лучом нечетного типа, 
и с х о д я щ и м из М 0 ,бу- 'г I'X, 
дем понимать следующую ломаную 1^/0Q,.... Возьмем любую точку 
Q-^^if видимую из М о , построим геометрооптическое отражение 
№0&л отХ, . обозначив его &„ й% , где &г - бесконечно удален­
ная точка или Q^^x, • В последнем случае построим отражение от­
резка Ц, 0-̂  от ̂  и т.д. Если на некотором шаге один из отрезков 

Q- t Q: пройдет через точки М , то ломаная М()&/,...0'М 
будет лучом с о е д и н я ю щ и м М 0 и Л (типа I, если 
O j ^ T и типа 3, если 0-. е "Ч^ ). Аналогично определяют­

ся исходящие из И лучи четного типа ( G €. Т , . среди них со,-
держатся лучи 2 и 4 типа). , 

Мы хотим показать, что звенья Ц^Ч-м И & 0-.+1 исходящих 
из М , лучей одного типа (например, нечетного) Мо0- ...Q. Q.+1 
и М„0'... О--. 0-1+. не пересекаются. ° 

В самом деле, звенья У, U и О- Q- , полученные отражением 
исходящих из источника I 10 звень­
ев Мо0.4 и М 0 ©^ от выпуклой кв: 
вой "¥ не могут пересечься**^ _ ,.._^. „ ^ . / 

0-. и 0. можно считать частя­
ми звеньев И ' } й и М Q. , исхо-
дящих из фиктивного источника И ' 
(см. рис.3); их отражения от вы­
пуклой кривой 1\ точно также не 
пересекаются. 

/ / 
/ / 

\ 

Рис.2 

ж}идея доказательства сообщена, Ю.О.Раппопортом 
**)B.М.Бабич предложил простое доказательство этого факта:из 

эллипсов, с заданными фокусами М0 и Р (см.риз.2), очевидно,толь­
ко один касается "4^ ; (когда М Р пересекает ^ , такого эллипса 
нет). Если У„€ "ЧГ то M0Q. Р - единственный однократно отражен- . 
ный от "М̂  луч, соединяющий М0 и Р . Следовательно, отражение 
любого отрез.-а М0& ,&'* 0- не пересекается с отражением Мо'0 • 
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Доказательство завершает- Щ 
ся рассуждением по индукции.От­
метим, что использовалась толь­
ко выпуклость VfA и Чг,. 

Теперь всякому лучу, сое­
диняющему Мо и М можно присво­
ить пару чисел (IV; " О (мы будем 
называть ее индексом луча), где 
Ы=\, а , ъ , Ч - тип луча, a m 
связано с числом отражений s в 
начале параграфа. 

Сформулируем полученный ре--
зультат. 

Если точка М видна из М0, 
то существует точно по одному лучу с любым индексом (1̂ »'"и), в про­
тивном случае отсутствуют только падающий (3;0) и один из однокра­
тно отраженных: ((Г,0) или (2;0)). 

Обратим внимание на то, как преобразуются лучи, соединяющие 
Мо и М при движении, точки М вдоль луча, исходящего из Мо .Из­

менение индекса ((Vjt™) происходит при Ме*^ по схеме 

,, ч , нечетного типа 

четного типа 

Рис.3 

Приведенные рассуждения переносятся на широкий класс "волно-
водных" областей. 

Обратимся теперь к специфическим свойствам ветвей гиперболы. 
% 2. Геометрия гиперболы и длины лучей 
Введем координаты ("|, £) , связанные с прямоугольными О , <̂ ) 

формулами 
тс=сс УЬ^ СХЛ У) 

- о о '<•"§ < + ° ° О 4 <9 6 IT ; 

(I) 

Кординатная сетка (т§,9) состоит из семейства софокусных эл­
липсов (^j=*cx>ns-t) и софокусных с ними гиперболСр- c & n i t , / 
w= w-co^iasi). [Ды выберем параметр с так, чтобы ветви заданной 
гиперболы 'Ц? совпадали с координатными линиями 1 , тогда урав­
нения ее ветвей будут*;"^ 7 = 'У Ж : Ч =<5Г_. *V, причем о<Ц><7г 
(•условие невырозденности). 

Можно показать, что всякая прямая касается точно одной из ли-
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ний, составляющих координатную сетку(§,^ или пересекает ее фо­
кальную точку. Геометрооптическое отражение прямой от ветви гипер­
болы "Mf касается той же координатной кривой; если это гипербола, 
то, может быть, другой ветви (о доказательстве см., например,[8]). 
Следовательно, все звенья любого луча, соединяющего М „ и М или 
их продолжения касаются одной 2 порядка, которую мы назовем кау­
стикой этого луча. 

Луч, исходящий из М „ в направлении фокуса, обладает двумя ,_. 
вырожденными каустиками. (§== о и *1=0, |? в 1 Г )< 0 н имеет и другие 
патологические свойства (например, испытызает бесчисленное^множе­
ство отражений, оставаясь вблизи § = О неограниченно долго, тогда 
как все другие исходящие из М„ лучи уходят на бесконечность, от­
разившись от ветвей Y конечное число раз. Свойства лучей, иду­
щих в фокус, являются в некотором смысле характеристическими для 
гиперболы (подробнее см.[9]). Мы будем всюду предполагать, чтоМ 
не лежит на луче, исходящем из М , в направлении фокуса. < 

Назовем луч прошедшим или не прошедшим каустику, смотря .по 
тому, касается ли каустики одно из его звеньев (и продолжения 
остальных), или все точки касания лежат на продолжениях звеньев. 
Если наблюдатель М или источник М 0 находится на каустике, ска­
жем, что луч заканчивается на каустике. 

Падающий луч может проходить как эллиптическую, так и гипер­
болическую*) каустику (см. рис.4), отраженные лучи - лишь эллип­
тическую (у) 

Рис.4 
Координаты § и Ч (I) точек М 0 и М мы будем обозначать 

соответственно (рв, б,) и C/i,0J; f ̂  Т - У , '4f <• Q 4 ic- V • 
Для определенности предположим, что и0? и- 9 >Q; мв> 0. 

*' В работе Сб], где изучалась дифракция на эллипсе (с наблю­
дателем на границе) эллиптической каустики ((ос) на рис.3) не воз­
никает, а случай гиперболической ((<f),(£ )) упущен. 
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Введем обозначения 

\/г-

ъ л ( ^ = с ( с к 2 | - л У / г 

г* 
12а) Г л ( ^ , ^ о ) = ^ л С О с * 1 Ь 

/ r m \ e e0 тг-ч 

6 6<> Ч* L 

Л ' »-* \ в • л - т 

(Ьг) Ф ^ (e,e0 ;^)=(S+ ( г к а ) J ) а,Л(»)с1п 
во *f С . 

Н И 

зд) ^М(в.в.)-(Т+Г)o>(»>d? 
в во С 

Деформируя контур интегрирования вдоль координатных линий (I) 
в интеграле 

(м) 

<f lip) 
( Т -• эйконал, Q s - элемент длины) взятом вдоль луча Ы>*w) и рав­
ном длине этого луча L СМ,Мо,Ч>),легко получить необходимые для 
дальнейшего представления L (М М0,Ц7 через функции (5а) и 
(56). 
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Длина падающего-луча А/1;П(М,М.)- |М п01 при разных 
положения: :ях М • и Г1. . 

Путь 
луча 

Луч 
прошел 
каустику 

Луч 
не прошел 
каустику 

Луч связан с эллип­
сом g=iE,!E:. > 0 
(возможно лишь при 

/"А > о) 

4 < А = ckv S 

рис,4 (СО 

Луч связан с гиперболой 

Г^ ' \М,М в ) .если касается 
J VJ=H ; рис 4 . ( 6 ) 

Ц;о 1 <£'/•'(Н, М J .если касается 
' [*!=«-Н ; рис.4 (.5") 

1< A = ch.ft£< т г н ( с / г ^ , е к ) 0 гиая(с»^<миг6в}<А= 

Рис.4 (уъ), ( у ) 

Если М не видна из М,, , то падающего луча нет. Для луча, 
оканчивающегося на каустике оба выражения=(на гиперболической ка­
устике, если Ч = Н , To|MMJ=<SC^e = Jfti" .если,\~тс-Н , то 

| И п 0 | = Хг.0
=Х ; на эллиптической каустике Хг0=Хг.0 ' ; 

в написанные равенства входит параметр А , определяющий каусти­
ку) 

Характер касания отраженныхлучей(^т)#(з;о; и их длиныbN.m(Pi)jj] 

Путь 
луча 

Луч связан с гиперболой Луч связан с эллипсом 

Луч 
•прошел 
каустику 

невозможно 
возможно толь при/у^О 

Луч 
не прошел 

каустики 

возможно для конечного чис 
ла индексов(.М}т) .если^^о 
и для всех, если^"£<0 

возможно только при 

н;т 
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Если М не видна из M„,iDHe имеет смысла говорить о длине отсут­
ствующего отраженного луча. 

Для луча, кончающегося на каустике обе формулы совпадают. 
На эллиптической каустике оканчивается не более двух лучей. 

§ 3. Решения трансцендентных уравнений и геометрическая 
оптика 

Известно (см., например, tl]), что при исследовании волново­
го поля важную роль играют связанные с длинами лучей "каустичес­
кие функции" и производные от них по "каустическому параметру". 
Равенства последних нулю суть уравнения для седловых точек ватсо-
новских интегралов, ( § 6 ) ; вторые производные определяют амплиту­
ды лучей. 

Сформулируем несколько утверждений об этих функциях: 
I. При ̂ „<0 , у* > о существование отраженного луча (tV; **>)=£ 

Съ-, о) эквивалентно разрешимости (относительно Л. ) урав­
нения. 

-T-iC (М,Мв,эС)-0 се>4гЧих<1 (6) 

^ Гипербола ^- Ц , ̂ * - И N . w , о < Н * Ч>; Хи.^ о» Нн.п 

( X корень (6) ' ) есть каустика луча (Nj «>) .Многократно-от­
раженные лучи всегда существуют и (6) разрешимо для всех СЧт**), 
кроме, может быть, (1;0),(2;0) ,(3;0). Равенство Л ^ = сяё'У воз­
можно только для однократно отраженного луча (Г,0)'или (2;0). 

2. Если <ч>0, ^о > О , то при всяком (IV; УЧ)=£(з;о), для кото­
рого существует луч.с тем же индексом (не оканчивающийся на кау­
стике), следует, что одно из уравнений 

XTfct, C M , M 0 , X ) = 0 <<\SmU,(cbV,cl,*/0 Г7а) 

j ^-Г, ( М , М 0 , Л > 0 OofV<X<i Я <<Х.< " (76) 

$mtu(tk>,tfi>J имеет решение \= Хы.т . 
Если С1^'^) связан с эллиптической каустикой ^ ~ - " N . ^ , и 

не проходит ее (или связан с гиперболической каустикой ?-*2К<И>). 
то (76) имеет решение % =сКг S^. (соответственно X=t<rtzH ) и 

В случае, когда \^;тп>?) проходит каустику "£ =*" 2. Nj<vv> , при 
Х-Х =ck%Z к, выполняется (7а) и 1 + , (Мо.М.Я yLN<;M,Me)-

Если же точка М лежит на каустике ^ ~ ± S , то при 
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%=%KI =сУЛ £ W , (7aV И (76) совпадают, и 2+(|Ч, М, \ т*) = 
= £~СМ, Мо, 1 . ") = L , (М,fOiЯ. =сЦ.гЗ - «^(е1ф,сйгр.) 

Когда (однократно отраженный) луч отсутствует, соответствую­
щие ему уравнения (7а) и (76) не имеют решений. 

3. Существование падающего луча (3',0), не оканчивающегося на 
каустике эквивалентно разрешимости точно одного из уравнений 

j • ' + ' • ' • ( 

И 0 < Я < 1 

W) &<W.)'Q 
Ч^Н^/г 

Решение этого уравнения А=л а . 0 связано с каустикой луча (3;0): ес­
ли эта каустика гиперболическая » ~ Н3,0, »= чг- Н3;<,, то ^ -^ "^Н-о » 
если же-она эллиптическая "?= ± £. , то Х~ =сК-г2. v « • 

находится на эллиптической каустике, то (8а) и (86) 
имеют одинаковые решения, если на гиперболической, то совпадают 
корни (86) и (8в) или (86) и (8г) - точно как в п.2. 

Для доказательства этих утверж­
дений достаточно придать геометри­
ческий смысл левым частям (7а)-(8г), 
Рассмотрим для примера функции (7а) 
и (76) для Ct^*i)=(no) npnX=cWlZ>l 
( ^ Е > о ) (см. рис.5аи 56). 

*;.0CM,M.,M'fxViMs| + isK;|tK^p+iMPl 
Если 5К0,КМ;РМи продолжение 

Мо5 касаются эллипса^=±'2. при 
всяком Я=сК 2. (разумеется \ < X < 
<rvuM.(cJvN )С,1^ еч0"У) , то, рас­
суждая как в [ 2] , 'и учитывая, что 
K©S есть геометрооптическое отра­

жение MoS , имеем 

Рис .оа 

Рис.56 
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G/A H° Ах'^ллл, - iw ( s k 2 E>' c 4*' ™ А=сАгЕ кк' 

(здесь oIsC^) _ элемент длины вдоль дуги эллипса H = i S , / П > 
его кривизна)-^-^ есть такой же интеграл по дуге кГр .Подын­
тегральная функция' знакоопределенна, и обращение в нуль (9) воз­
можно лишь приК=К 0, т.е. на каустике g=±S.,.o луча (1;0), соеди­
няющего М„ и М . Применив теоремы существования и единственно­
сти § I, получим утверждение I для {N',т)=<4;о). 

Можно заметить, что всякая из левых частей (7а)-(8г) предста-
вима интегралом типа (9) по дуге, аннулирующейся только при Л , 
определяющем каустику соответствующего луча. Это доказывает утвер­
ждения 1-3. 

Рассуждения этого параграфа существенно использовали невы-
рожденность гиперболы ~¥;'4f>0. 

Часть вторая. Функция Грина. 

§ 4. Интеграл Ватсона. 
Построим функцию С К М ? М 0 , У , К ) , удовлетворяющую 
а) Неоднородному уравнению Гельмгольца 

(AM + K l )GcM,M 0 ,^ ,K)=-d"tM-Mj ( 1 0 ) 

при М и М0 .лежащих между ветвями заданной гиперболы"YCl^ }*1=ж-Ч) 

б) Краевому условию 

GrCM,Mo ,f ,K)=0 •• при М * Г (И) 

в) Некоторому условию на бесконечности, условию излучения, 
которое мы сформулируем чуть позже. 

Здесь М=(уи,9) , М„=(/*„, 0„) - точки на плоскости, задан­
ные своими координатами ( I ) ; сГ(М-М0)- дельта-функция Дирака, 

Дм - оператор Лапласа по координатам точки М, к>о . 
Задача допускает разделение переменных в координатах ( I ) . 
Условия (10) и ( I I ) приводят к задачам для оператора / ^ ' , 

определенного дифференциальным выражением: 

1К и-[-$ц+**^Ъ]и (12) 
и условиями 

wlv,=4, = ° (13а) 

Ч = ^ = 0 (136) 
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и оператора L ^ , заданного дифференциальным выражением 

^V«[-^t*x4o]v см) 
с некоторыми граничными условиями. 

Именно, потребуем, чтобы при вещественных Л-, Л > 1 

Условия Г 15а) и (156) естественно назвать парциальным услови­
ем излучения. 

Уравнения 
гх V- о а.б) 

суть прямое и ассоциированное уравнения Матье. 
Функции Грина операторов L ^ и li^ будем обозначать соот­

ветственно Ах(7,90/Л£к) и ^хС^Ло»к) и называть соответствен­
но угловой и радиальной функциями Грина. Первая имеет лишь простые 
полюса по X , лежащие на положительной части вещественной оси, 
вторая не имеет полюсов(благодаря этому, у G- нет полюсов на вто­
ром листе). Функция G представима интегралом Затсона (см. напри­
мер (ДО! ) 

к 
где контур обходит полюсы А>̂  в положительном направлении. Мы бу­
дем считать, что ^ близок к вещественной оси X • 

Отметим, что замена условия Дирихле ( I I ) условием Неймана 
приводит в формуле (18) к изменению АА на АЛ - функцию Грина за­
дали для (12) с условиями 

% ^ = цЛ° (19а) 

т | 
tTTU ,= 0 (1.96) 

Представим функцию Грина всей плоскости -ц-Ц0(к 1ММ0|) интегралом, 
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подобным (i8). 
Рассмотрим задачи Неймана и Дирихле для полуплоскости 

( д * к г ) | \ / = - Н М - М 0 ) 

— N/I = 0 '20-) 

D | 1 = 0 = 0 (206) 

предполагая, что D и (V удовлетворяют условию излучения. Положим 
^oz=(c^«Q^){(^o,Q0') - координаты точки М 0 ) . Легко видеть, что 

4 * • . (21) 

R, 2, 
Условия (20а) и (206) в координатах ,(\= , ъ ) имеют вид 

^ | ? = o = D | 0 = 7 r - D ( = о, 

для функций можно получить 
интегральные представления аналогичные (18). Учитывая (8.4), име­
ем *' . Г> D и Ы • '• ' 

' "̂  2-й г J r> 7 
-у К/ i' 

где Рл (М,М0,к)и f̂  (М,М0,К)суть функции Грина задачи (14)-(15а), 
дополненной условием 

V(oVo 
или 

^rVcP>o. 
§ 5. Радиальная и угловая функции Грина 
Пусть Н,(^удовлетворяет (17) и (15а), а Нг(5) - (17)й(15б)# 

Тогда их вронскиан 
й) Формула, подобная (22) выписана в дипломной работе B.C. 

Окобло (матмехЛГУ, 1970). 
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Мы будем'для определенности считать, ч т о ^ > = ^ 0 . Велико ,<у<0 , 
то из (15) сразу сладует, что 

при о<Л<*^ И / Сс^ £*> ^ *?°) • 
В случае 0*>р , <v0 > о определение асимптотики НаСр<) е с т ь за~ 

дача о потенциальном барьере. Из СП] тлеем дляО<Х<'1 ф̂ормулу 
(23), а для {<X<v*l«, ( c ^ t ^ / ^ ^ o ) 

Более точная (справедливая и в окрестности точки поворота Лрск у >..) 
формул* есть 

Г25) 
iK i(j>*-J>A ) i. 

3 / 

З ^ Ч ( К ~ Л ~ ) ; *<<° при ^ > 2 =^ck XV 

a or - функция ЭйриЙ2] . 
Обратимся к угловой функции Грина. 
Если С л* (*?) иС£1) (^) ,4 £;(«г)и 4^ О?)- попарно линейно-не­

зависимые решения уравнения Матье (16),то функции 
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удовлетворяют кроме (16) еще и условиям (13а), (136) соответствен­
но. Поэтому, если \1[СХ*>Х ] - вронскиан СЛ ,£Л , то 

где в > = wtqacCOjO.) ^ ^ 0< = miM-Cee.) 
Выберем функции Сл и 6Л так, чтобы при gr-Ч' > Q>4* , 

ляео^Н > c o ^ T ЛД>Н> О было 

7 

тг-Н 

№) "i т Л а (t)dt 
считая, что'значок (I) соответствует верхнему знаку, а (2) - ниж­
нему, тогда V r s A , e ^ ^ i K t c ^ C ^ c ^ V H O - c ^ W c ^ C ^ - ^ ) } . 
Используя формулу 0 0 vn 

0) , Ч СО А 

СхСЧОсГ (ir-Ф) 

получим сходящееся на верхней части контура у разложение 
© о <•').•. С.О 

A^(fiR 11. Л - < У- . " Г- сл(^)У (»-») »). . (О , _ х 

~c^ikf(^ic ( e > (e>>#sV*ce^Ce>)* f26) 

C l 4 ^ ) c j 4 ^ - ^ ^ ( G < ^ ^ ^ J = ^ ^ T Ax ^е'ео,г к), 

Считая вклад от нижней части' контура Г экспоненциально-ма­
лым, разобьем сообразно с (26) функцию (18) на сумму: 

Gr(M,Me,^,-KV2Z.G- СМ,М„,ЧЦк)+о(е ? ) , 0»>о (27) 
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W M' M°^ K>^H М^^АПе;е.,^«)Л*-. (28) 
Интеграл в (28) берется по отрезку, расположенному в верх­

ней полуплоскости Л (и достаточно близкому к вещественной оси), 
проходящему над участком, где подынтегральное выражение осцилли­
рует. Другие куски верхней части "V дают экспоненциально-малый 
вклад в & N W ? C M . C ^ 3 . (д 

-Функция R (^,^0,к)А (б,еот^к) из (18) колеблется при 

Для со^< % £ vnlvt (ek fv,el^M0) из (3) и (26) следует: 

Ал (е,е„Д£к>иЦ |ал(е)ал(е0)1 е с i+ottj^oo (̂ y) 
(мы считаем, что 6 ^ в 0, 6< = © ) 

Мы не будем выписывать здесь асимптотики наших функций для 
других Я . а лишь укажем, что при ™ а х (ш^б, ао^в^)4Х<а)'^л^ 
подынтегральные выражения (18) и (22) асимптотически совпадают 
при к -*- оо . 

Отметим следующие из (26) равенства 

Эти формулы, напоминающие схему взаимного превращения лучей (ко­
нец 51) указывают на геометрооптический смысл интегралов G- (ЧМ^к). 

vi j m ' 

§ 6. Седловые точки интегралов Cr, и волны геометрической 
оптики 

Даже простая задача дифракции на круге исследуется по-разно­
му при различных положениях источника и наблюдателя. В нашей зада­
че таких вариантов намного больше. • • 

Мы ограничился рассмотрением случая, когда (ч >0 , §<о>0 И' 
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точка М видна из М, .причем продолжение отрезка М М о пересе­
кает гиперболу 

Можно проверить, что при этом асимптотики подынтегралыгах 
выраж-ений (28) npn(N;m)s(3;o3 и (18) совпадают (с точностью до 
экспоненциально-малых членов), поэтому 

.,-. n+1 
(30) 

Перейдем к отраженным волнам. 
Возможны следующие варианты: 
I. Луч (,N; иг)имеет гиперболическую каустику 7= Н *М Г-Н 

(множество таких (. N ; m ) конечно). 
Главный вклад в интеграл дает область совместной применимо­

сти формул (23) и (29) (остаток экспоненциально-мал при к-*со ); 
подставим (23) и (29) в (28) и вспомним результаты § 3. Метод пе­
резала дает: 

(31) 

л 
Седловая точка есть X., __ = cM lnU i U . < 1 . 

N;rn N,tn 

2. Луч(M;m) имеет эллиптическую каустику /* = ± S N > m _ . 
Основной вклад дает участок интегрирования, лежащий правее 

точки А = 1 ; где справедливы (29) и (25). Пусть луч(Г^т) не окан­
чивается на каустике, тогда применим (29) и дебаевскую асимптоти­
ку (24). Из слагаемых, соответствующих двум членам в (24), одно 
экспоненциально-мало, а другое имеет седловую'точку (которое имен­
но, зависит от геометрии, см. § 3). Вычисление методом перевала 
снова приводит к формуле (31). Седловая точка есть Х=скг S N ; r n • 

Если же луч (N; m)заканчивается на эллиптической каустике 
(отметим, что таких лучей не более двух), то седлозая точка нахо­
дится в "фоковскрй" области и для оценки GrN.m( М,М«$А) следует 
действовать способом предложенным в [I] . Беря (25) вместо (24). 
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представляя функцию Эйри контурным интегралом и, применяя метод 
перезала к интегралу по многообразию действительной размерности 2 
в двумерном комплексном пространстве, получим (используя результа­
та ' 3) рормулу (ЗТ). Этот способ,разумеется, пригоден и для лучей, 
не оканчивающиеся на каустике. у \ • • 

Следует заметить, что седловые точки Л ^ . ^ приближаются при 
w b -> <*о к "особой" точке Л = 1 в окрестности которой наши асим­
птотики не равномерны *'. 

Другие случаи расположения М и М 0 (при условии, ч т о М не 
лежит на луче, исходящем из М 0 в направлении фокуса) также можно 
рассмотреть, используя результаты § 3. 

Разбиение (27) не всегда естественно т.к. может случиться, 
что даже когда М видна из М 0 , G-. (М, М 0 ) не имеет седловой точ­
ки, и вклад, соответствующий падающей волне, дается G;.0 (М, М о ) 
илиСгг;о(ЛА,Мо) • При этом удобнее изучать. функцию (т£/И,/Чв Л £ к ) -
-4|Н(2 (кН,Мо1)(отраженное поле). 

О случае, когда падающий луч отсутствует, сказано в § 7 . 
Из соотношений, выписанных в конце предыдущего параграфа и 

(30), точно как в Г-13] следует, что правые части (31) суть луче­
вые разложения отраженных волн. 

3 Приложении намечен способ непосредственного вычисления амп­
литуд отраженных волн методом перевала. Там же показано, что ряд, 
составленный из главных (т.е. порядка О (к" * ) ) членов асимптоти­
ческих разложений интегралов G-. ( М, M0,"4f) быстро сходится. 
Именно, он мажорируется геометрической прогрессией с меньшим еди­
ницы знаменателем. 

§ 7. Волна соскальзывания 

Если падающий и один из однократно отраженных лучей отсутст­
вуют, то соответствующие им члены не имеют седлозых точек и есте­
ственно ожидать волны соскальзывания. В изучавшихся ранее задачах, 
дифракции (например П4],[I5j,Г7]) такие волны представлялись вы­
четами в (невещественных) полюсах радиальной функции Грина. Отсут­
ствие таковых у Rĵ Cj*» $<<>>к̂  не помешает нам выписать формулу,со­
ответствующую волне соскальзывания. 

Пусть источник затенен правой ветвью "Ч/I (отсутствуют лучи 
(3;0) и (1*,0). Выпишем асимптотику функций Ал

3'0^ и А д .при­
ходную в окрестности точки Л = co-̂ 'Mf • 

х' ТочкаХ*Ч формально соответствует лучу с каустиками 5 = 0 
и *>=0 . п=5Г (т.е. направленному в фокус); асимптотика%х при 
Я « I не выражается через функции Эйри - здесь нужны функции Вебе-
ра. Вероятно, что используя интегральные представления последних, 
можно пользоваться аналогом методики Г * ] . 
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Толоядал А= eoi^H , 3f> H >О, 

Тогда 

[о-л <ЛУ! 
где W , ^ - функции Эйри Г12]. Для -5 .' (б >) воспользуемся деба-
евской асимптотикой. Имеем 

е> 

Считая, что И близко к М'"., вычислим вычет (32) в ближай­
шем к вещественной оси корне - t ^ e ' V , (tWt( = cT) функции^ . 
Стандартные выкладки (см. например, [ 14J, [15],Г?]) приводят к фа­
зе. 

Б обозначениях рис.6 

к^в(|Ч,м..х)|*1к r (e3 с Л ^ а ^ ^ а & ' ^ С м . М , , ^ ^ 

^ • / M ^ « . ^ ) | W T 1 r i M T | + f T 0 + | T o M 0 | 

4 
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* ' О 

С /($*)- кривизна дуги Т Т зетви гиперболы"^)-(и ="V0 ,c(s(>)- диф­
ференциал дайны ее дуги); равенства нулю первого и третьего слага­
емых суть условия касания отрезками М Т и Т0/Ч0 кривой"^ -«• 

Вычисленная таким образом фаза согла­
суется с теорией Келлера [16] , Ка вычисле­
нии амплитуды мы не останавливается. 

Вопрос о том, в какой мере найденный 
вычет представляет сумму G-, +(т ,. 
остается открытым. О представлений решений 
других задач рядом вычетов см. С7J,[17], 
U8]. 

Приложение I. Оценка геометрического 
расхождения многократно отраженных лучей . 

Рассмотрим два исходящих из М0луча 
одинаковой четности M0Q,Qj,... и M0Q,'Q},... 
ду первыми их звеньями Mo Q, и М0<3'достаточно малым, (см. рис.7). 

Рис.6 
считая угол ос о меж-

м: 

,ш 

Рис.7 
(Углы ос0, ос,,„считаются бесконечно малыми) 
Точку наблюдения М поместим на ( n - м звене ©П/(9И+Ч .Обозна­
чим l Q f Qр+4 | s Ср ( > > р » 0, (90= Mo), IQ*М1 = е ^ . Предельные по­
ложения точек пересечения продолжений звеньев Й с й . . , " 'л'""1' 
при сс0-> о назовем М</ . Обозначим <'QpM^(9»+l ' •= ос "Л«^ 

1 < а Р и ^ | = х р пусть в точках (Q. радиусы кривизны кри-

827 7 
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вых"^ и " ^ суть Qyp , а углы отражения звеньев М0 (2, <Зг,., fP 
Длину дуги окружности радиуса ( М М ^ с центром Н^ , ограничен­
ной звеньями (0**@и+< и <£^(9И^ , обозначим через S ^ . 

Для луча, испытавшее одно отражение (.Мб(9, <ЗЛ, как нетруд-
a\j u u n a s a i c , 

Точно также 

clot, 
с(о(о 

аобр 

1 + 

- - \ , Vv-
<A<V. Ctc 

Отсюда получается оценка для геометрического расхождения 

drto ' dcx0
 v M+< /dot„M 

doc»-, 
4o(.„-2. 

w. 
cK 

c(c<. 
doCo 

..(O-.X*-^)"', 
где W - минимальное расстояние от М до Ч' , си ы а х - радиус 
кривизны ветви гиперболы 4* в точке с координатой̂ =">°к(1у*1,1у=1). 

Отсюда можно заключить, что формальный ряд геометрической оп­
тики, составленный из всех лучей, соединяющих М 0 и И , быстро схо­
дится (мажорируется геометрической прогрессией). 

Приложение 2. Как вычислить аимплитуды отраженных волн мето­
дом перевала. 

Нахождение амплитуды волны требует вычисления второй производ­
ной от фазовой функции в седловой точке. Будем считать, что мы 
умеем находить амплитуду падающей волны. Пусть для определенности 
падающий луч (3^0) имеет эллиптическую каустику Я=с1^ S и М М 0 н е 
касается $<=- S , тогда 

иг г \ { — 
^=x=a*s г^ 

н •ЗГ \ММо\ 
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Это можно проверить непосредственно или вывести из сравнения асим­
птотик правой и левой части (22). 

Вычислим, например, амплитуду волны Сг,.0(_М,Мв^к) для слу­
чая, изображенного на рис.8. Здесь переменная точка М 0 (завися­
щая от X ) выбрана так, что (.^-с-^з) 

-л-%т 

Рис. 8 

Заметим, что М0(эС) , г ^ = М0 (М0 определены в 

Приложении I ) , и "ртХ~ СМ,1Ч0(Л), л)1 ,,„ , поэтому 

Отсюда без труда следует * что вычисление интеграла G- (М,М0>л к) 
приводит к амплитуде, предсказанной геометрической оптикой. 

Совершенно также можно поступать с другими отраженными лучами. 
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