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КОНЕЧНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

В предположении гипотезы конечности Тэйта в работе доказываются 
некоторые следствия из гипотезы Тэйта о гомоморфизмах абелевых много­
образий. 

§ 1. Определения и формулировки 

1.1. Пусть К — поле, / — простое число ф char К. Если X — абелево-
многообразие над К, то модуль Тэйта Tt(X) многообразия X по опреде­
лению равен 

ГтХ1П(К). 
« « — 

П 

Мы будем пользоваться следующими обозначениями: 

Vl(X)^Tl(X)0Ql 

— это модуль над кольцом Q*[G]. 
NS(Y) — группа Нерона — Севери многообразия Y. 
Н* (F) —этальные когомологии схемы F=F(x)Z, рассматриваемые 

как модуль над Qi[G]. Если Я — модуль над Qi[G], то через Н(т) 
обозначается модуль Я(х) (Г(х)0;)т, где Т — модуль Тэйта группы Gm. 

1.2. Рассмотрим следующую гипотезу, относящуюся к абелеву мно­
гообразию Л, определенному над полем К, простому числу / и целому 
d^ 1 такому, что (d, char К) = 1 [см. (3), § 2; (4), § 4]. 

Hyp (К, Л, d, l). Существует (с точностью до /(-изоморфизма) только 
конечное число абелевых многообразий В, определенных над К и таких, 
что: 

а) существует поляризация -ф многообразия В степени d2, опреде­
ленная над k; 

б) существует й-изогения В-+А степени 1п, п^.Ъ. 
Пусть X и Y—абелевы многообразия над К, имеющие поляризации 

сепарабельного типа. 
1.3. ТЕОРЕМА. Предположим, что верна гипотеза Hyp (/С, Х4Х 

X Y\ d, I) для всех d, взаимно простых с char К. Пусть 

a)H2
l(X)(lf--=NS(X)®Qh 
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б) существует изоморфизм 

Ф: К,(Х)«У,(К). 
Тогда: 

а) Ф ^ Н о т ( Х , У)®0,, 
б) X и Y изогенны. 
1.4. С л е д с т в и е . Предположим, что справедлива гипотеза 

Hyp (/С, X8, d, /) и X имеет сепарабелъную поляризацию степени d. Если 
H]{X){\)G = NS{X)®QhTo 

End(X)®Z / = Endr /(X). 
В самом деле, если y^End Vt(X), то для достаточно больших п 

1 + 1пу — автоморфизм Vt(X), т. е. l+lny^End(X)(g)Ql и, значит, 

End(X)(g)Q/-EndK /(X). 

Отсюда, в силу леммы 1 § 1 (3), заключаем, что 

End(X)®Z/ = End7'z(X). 

1.5. ТЕОРЕМА. Пусть К — поле функций от одной переменной над 
конечным полем констант характеристики ф2, X и Y — абелевы много­
образия над К, имеющие поляризации сепарабельного типа, и пусть 

а) HUX)(lf = NS(X)®Qh 

б) существует изоморфизм 

Ф : У,(Х)«У|(У). 
Тогда: 

а) Фе=Нот(Х, У)®0„ 
б) X и Y изогенны. 
1.6. Теорема 1.5 — следствие теоремы 1.3 и гипотезы конечности 

Hyp (Л, /С, d, /), доказанной в работе (*). 
Оставшаяся часть статьи посвящена доказательству теоремы 1.3. Ос­

новная идея доказательства является развитием идей работы (4), где 
аналогичный результат доказан для кривых. 

§ 2. Доказательство теоремы 1.3 

2.1. Пусть L — обратимый пучок на абелевом многообразии А над 
/С. Естественное отображение 

Р1сЛ-^Я?(Л)(1)с 

сопоставляет ему инвариантный относительно G класс когомологии. 
В силу теоремы Хопфа — Бореля, 

н) (К) = кт) (А). 
Кроме того, 

H){A)-^Vl{A). 
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Поэтому каждому обратимому пучку L можно сопоставить G-инвари-
антную билинейную кососимметрическую форму на пространстве Vt(A). 
Если пучок L обилен, то форма Нь невырождена. 

2.2. П р е д л о ж е н и е . Предположим, что пучок L обилен и выпол­
нена гипотеза Hyp (/С, Л, degL, /). Пусть W — максимальное изотропное 
подпространство Vt(A) относительно формы #L , инвариантное относи­
тельно G. Тогда существует элемент u^End Л(х)Ог такой, что 

u(Vi(A)) = W 
(это — предложение 1 § 2 работы Тэйта (3)). 

2.3. Зафиксируем на X и Y обратимые обильные пучки сепарабель-
ного типа L и М. 

Рассмотрим отвечающие L инволюцию Розати «'», действующую на 
End(X)(x)Qz, и вложение NS(X)0Qt в End(X)(x)Qz. Обозначим образ 
ц*М в End(X)(g)Qj через а. В подалгебре Qi[a]czEnd(X)(g)Ql найдутся 
элементы а, 6, с, d такие, что 

a2 + b2 + c2 + d2 = — a"1. 

Заметим, что 

а' = а, Ь' = Ьу с' = с, d' = d. 

Обозначим через v элемент End(X4)(g)Qz, заданный матрицей, отве­
чающей «кватерниону» a + bi + cj + dk: 

а 
b 
с 
d 

о = 

— Ь — с 
a d 

— d a 
с —Ь 

/ - t f * 

— а 
V о 

— £ 
— с 

b 
а 

0 
-1 

-сГ1 

(здесь «•'» — инволюция Розатл относительно пучка Lx = ptL (g) p2L (g) p3L (g) 
(g) p\L). 

Если обозначить piM (g) рГи (x)/VVf (g) p4 И через Мх а изоморфизм 

модулей Vi(Xk) и Fz(^4) — через ф\ то получим: 

(94o)*Af1 = Lr1. 

(Разумеется, речь идет об элементах #f(X4)(l)G и #/(К4)(1)с.) 
2 Серия математическая, № 3 
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2.4. Рассмотрим теперь на произведении Х4ХУ4 пучок N -•= р\Ьх ® р*2Мг 
и пространство W CZ V/(X4XF4), определенное следующим образом: 

U7 - {(*, cp4iu), х е К/ (X4)} с У/ (X4) © Vt (Г4) - V, (X4 X У4). 
Из формулы Кюннета легко следует, что W изотропно относительно HN, 

Применяя предложение 2.2, получаем, что существует элемент 
аеЕпб(Х 4 хИ(х)0 ;такой,чтои Vl(X'xY') = W. 

2.5. П р о д о л ж е н и е д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы . Напом­
ним, что End(X4xy4)(x)Qz распадается в прямую сумму матричных 
алгебр над телами, т. е. 

End (X4 X Г4) = 0 Mk. (Я,), и = 2 иь Щ е Мы (Д), 

щ (Vt (X4 х Г4)) = Wif W = ® Wt. 
i 

Обозначим через tu t2 проекторы Vt(XkxY*) на 1Л(Х4) и ^(У4) со­
ответственно. Имеем: 

/ ! , / а Е End(X4XГ4) (g) Q/, / ^ , t2ut ЕЕMkc(В/), 

^ У / (X4 х Г4) ?г /2^У/ (X4 х Г4). 
Поэтому 

din (txmVi (X4 X К4)) = dim (t^Vt (X4 Х F4)). 
Так как размерность образа любого элемента Mkt (Д) пропорциональна рангу 
соответствующей матрицы, то существует элемент Si^Mki{Bi) такой, что 

t2ui=sitiui. Мы получаем: 

tfvx = t2 ( 2 sA *i*. * е V/ (X4), 

откуда следует, что cp4eHom(X4, K4)®Qz. Значит, ф^Нот(Х, F)(x)Q,, 
и теорема доказана. 

Автор считает своим приятным долгом поблагодарить А. Н. Парши­
на за внимание к работе. 

Поступило 
20.XI.1973 
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