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ЗАДАЧА ОБ ОПИСАНИИ ВСЕХ L - ОПЕРАТОРОВ ДЛЯ 
R - МАТРИЦ. МОДЕЛЕЙ X X X И X X Z . 

I. Введение. 

После создания квантового метода обратной задачи (КМОЗ) 
[i, 2J теория групп часто применялась для решения различных за­

дач в рамках этого метода. Так, теория представлений групп ис­
пользовалась для построения новых R - матриц и |_, - операторов 
в [з, 4, 5J . КМОЗ позволил построить "квадратичные алгебры" 
[б] , являющиеся обобщением алгебр Ли. 

В данной работе мы хотим обратить внимание на аналогию КМОЗ 
с теорией представлений групп в другом аспекте. Именно, задание 
Я - матрицы в КМОЗ аналогично заданию группы; при этом тожде­

ство Янга-Бакстера аналогично тождеству Якоби для структурных 
констант группы. Задача перечисления всех матриц монодромии ана­
логична задаче перечисления всех (вообще говоря, приводимых) 
представлений группы. Задача перечисления всех L - операторов 
аналогична задаче построения неприводимых представлений группы. 

Прежде, чем переходить к более точной постановке задачи, вве­
дем обозначения, которые будем использовать. Мы рассмотрим R -
матрицы моделей X X X и X X Z , которые имеют вид: 

Л<М 
R (А,уО = 

1 
1 (i) 

fW.) 
Мы выписали только отличные от нуля элементы 4x4 
R(X;At) .Для R - матрицы модели X X X 

матрицы 

9()yi) = f (V )" d = ' " Х М ~ ^ > (2) 
а для R - матрицы модели XXZ 
i(X,jn)=sk(^-iy)/sb(A-^; c%(\?jA,)=-bsirby%h(\-f,) (з) 
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Основным свойством К - матрицы является то, что она удовлетво­
ряет уравнению Янга-Бакстера: 

a®R(V)KW)®i)(i®R(M)= (4) 
-(R(A^®I)(I® RtM)CRCM®I), 

где I - единичная матрица размерности 2x2. 
Важнейшей величиной в КМОЗ является матрица монодромии Т (Л). 

В нашем случае это матрица размерности 2x2: 

T(*V (5) 

Элементы А , Б .С D матрицы монодромии являются "квантовыми 
операторами", зависящими от комплексного спектрального парамет­
ра А . Коммутационные соотношения между ними задаются посред­
ством К - матрицы: 

R(X,^CTcX)®T^))=(T(^)®TcX))RCV)- (б) 

С помощью следа матрицы монодромии вычисляются 
физические величины, например, гамильтониан модели или статисти­
ческая сумма. 

Для того, чтобы модель можно было решить с помощью алгебраи­
ческого анзатца Бете [2] , необходимо, чтобы существовал вакуум 
|о^> • Это вектор в квантовом пространстве, на который матричные 
элементы Т ( А ) действуют так: . 

АсА)1о> = сЦЛ)1о>; Ъ{К)\о> = &{к)\оу; 
С ( А ) | о > = о ; Ъ ( Л ) | о > ^ о . . •• (?)• 

Поэтому мы рассматриваем только матрицы монодромии со свойствами 
(7). Здесь Я/ (Л) и сЖ(А) - комплекснозначные функции, зависящие 
от конкретной модели. 

Естественно возникающая задача о перечислении всех матриц 
монодромии для R - матриц (1)-(3) решена в работе [7]. В этой 
работе для произвольных функций а (А) и cl(k) построено бозонное 
фоковское пространство F ( 2 t ( C ) ) (здесь Х а ((D) - пространст­
во Х ^ с весом, который вычислен в работе [3] ), в котором реа­
лизовано действие операторов А (А), Ь(А) С(Л) и Ъ (к) с ком­
мутационными соотношениями (6) и свойствами (7). Вакуум | 0 у 
является вакуумом этого фоковского пространства, а операторы 
6(Х) играют роль операторов рождения одночастичных состояний 
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с "импульсом" Л . Мы обозначаем через F (V) такое фоковское 
пространство, подпространство одночастичных состояний в котором 
есть V . Так, Р (С"') - фоковское пространство состояний гар­
монического осциллятора с п- степенями свободы С F (̂  ) изомор­
фно XJ%{ R ) )t а упомянутое выше пространство F(Xa(C))- обыч­
но используемое в квантовой теории поля фоковское пространство 
"осциллятора с бесконечным числом степеней свободы". 

Элементы матрицы монодромии общего вида действует в простран­
стве F(X2,(C)). Однако в частном случае действие операторов 
А (А), Б (А), С (А), Ъ (А) может быть сужено на более узкое про­
странство. Например, матричные элементы L, - оператора действу­
ют в пространстве F ( C P j -

Заметим, что задание функций Я/(А) и d(А) фактически одноз­
начно фиксирует матрицу монодромии. Более точно, это утвержде­
ние означает следующее. Рассмотрим две матрицы монодромии Tj (А) 
и Та (А) с одинаковыми Ct-(A) и ci[K) . Тогда операторы 
А Д В/А),СДА),Т>4(А) в базисе .П В<(Л^ | 0 \ действуют так же, 
как операторы А ^ А ) , \{К),&%(К);\(К) в базисе .П Вг(А.р| 0 \ 
[7J . Здесь Л-', =̂1,!Ц...5 И/ - набор KV произвольных комплекс­
ных чисел. 

Существенно различным матрицам монодромии (при фиксированной 
R - матрице) соответствует различные функции Я/ (h)/J.(\) = Г(А) 

Естественно потребовать, чтобы собственные функции следа матри­
цы монодромии ^(А) были нормированы. Нормы таких волновых фун­
кций были вычислены в работе [в] • Выражение для норм содержит 
производную dr(A)/dX . Естественное требование, чтобы эта про­
изводная была однозначной функцией в комплексной плоскости при­
водит к тому, что a(A)/ci(A) должна быть аналитической функцией 
параметра А . Таким образом, матрицы монодромии "параметризуют­
ся" произвольной мероморфной функцией на некоторой римановой 
поверхности, и многообразие матриц монодромии является бесконеч­
номерным. 

2. Постановка задачи. 
В этой работе мы поставим следующую задачу: построить конеч­

номерное многообразие L - операторов, из которых можно постро­
ить все многообразие матриц монодромии. 

Уточним постановку задачи. В конкретных моделеях матрица мо­
нодромии строится из локальных L - операторов: 

TcA)=LN(A)L[i_/A)--.LJlCA)L1(A) <8> 
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Локальный L - оператор (элементарная матрица монодромии на 
один шаг решетки) 

k.C A )= v . (9) пу 

удовлетворяет тем же коммутационным соотношениям (6), что и 
ТСА): 

Щ?) CL̂ CA)® L , ^ ) ) 4 # ) ® У М) R (А>) • ш 

Величины A(l,(A),6fl(X)7Cn,(A))DH/(A). - квантовые операторы, дей-
ствупщие в квантовом пространстве Q ^ . При различных П/ прост­
ранства Q ^ различны, и матричные элементы Ьи, (А) и 1^(А) 
при tv^ltl/коммутирует. Для моделей X X X и XX Z пространство 
Q = (С2- - двумерное векторное пространство. Для решеточной 
модели НШ (модель РНШ) [э] пространство Оц==Р (С)* Квантовое 
пространство F , в котором действуют матричные элементы I (А), 
является тензорным произведением локальных пространств: 

Оно является подпространством пространства г (Х^(С)) . При этом 
оператор L^(X) (9) имеет вакуум 10 )> : 
AjM|o>,= ̂ (A)|o>n/; 35ДА) |о>^(А)|о > а,- (ц) 

Вакуум матрицы монодромии joS есть произведение вакуумов|о) : 

|о>=® \°\, (13) 
а вакуумные собственные значения диагональных элементов матри­
цы монодромии Т(А) (8) суть: 

сЦ\) = Л <v(A)) <НА)=П<уА) . "4> 

Конечно, L - оператор - та же матрица монодромии, но бо­
лее простая. Важным отличием L. - оператора от матрицы монодро­
мии общего вида являетея то, что его матричные элементы действу­
ют в более "узком" квантовом пространстве. Поэтому в дальнейшем 
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мы примем следующее определение." Будем называть L -операто­
ром такую матрицу монодромии L^(A) , матричные элементы кото­
рой - A № ( A ) , 5 Л( X),CfV(A) Л Э (А) - не выводят из простран­
ства fr (C p)v . 

Q ^ . C Z F ((DP) (15) 

Здесь р - конечное число (не зависящее от И ' ) , которое должно 
быть по возможности малым. 

Конкретизируем теперь постановку задачи. Для R - матрицы 
типа (I), (2) или (I), (3) надо отыскать семейство L - опера­
торов, порождающих (в смысле формулы (3)) все многообразие мат­
риц монодромии. При этом требуется, чтобы семейство L. - операто­
ров зависело от конечного числа параметров (напомним, что матри­
ца монодромии общего вида параметризуется произвольной аналити­
ческой функцией й/ (А) /<Ж (А) и в этом смысле зависит от бесконеч­
ного числа параметров). 

3. Случай К - матрицы XXХ-модели. 

Здесь мы приведем решение задачи, поставленной в предыдущем 
разделе, для матриц монодромии, сплетаемых К - матрицей (I), 
(2). Рассмотрим следующий L - оператор, являющийся простым обо­
бщением L - оператора модели Р Ш [9, Ю ] : 

Функция Р определяется следующим образом: 

а <Vrlr,Vnr ~ операторы уничтожения и рождения одномерного гар­
монического осциллятора, действующие в пространстве F(C): 

К,ЧПИ,> [YMVJ^LY^Y; ] " 0 - {I8) 

Нетрудно убедиться, что соотношение (10) выполняется при произ­
вольных значениях независимых комплексных параметров (Х?'7 ct^ , 
Q/^ , cl^ .Оператор L ^ (16) имеет вакуум |0/ (12), опреде­
ляемый из условия 
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. • Yj°>„,= 0, (19) 
причем собственные значения диагональных элементов суть две про­
извольные линейные функции 
&п{\)^Х+% ; ^ ( М > + ̂  . (20)". 

Таким образом, матричные элементы оператора L^, действуют в 
пространстве (1^= F (£)( Р = 1 в (15)) и он удовлетворяет всем 
требованиям, предъявляемым нами к L - операторам. 

Заметим, что L - оператор (16) допускает различные формы 
записи недиагональных элементов [9] . Почти при всех значениях 
параметров Q/ , Л ,d , d матричные элементы п ^ В ^ , 0 ^ , 1 ) ^ 
этого L - оператора можно реализовать в некотором представле­
нии алгебры SU^(2.) [iOJ (напомним, что действие операторов 
Аи,,...,!) на векторы базиса вида (Ь,^ \оу не допускает произво­
ла и однозначно определяется заданием коэффициентов й/л, ct^). 
Запись L - оператора в виде .(16) обладает тем преимуществом, 
что зависимость от свободных параметров наиболее проста. 

Покажем, что с помощью L - оператора (16) мы можем постро­
ить матрицу монодромии Т (\) , характеризуемую произвольной 
аналитической функцией Cl(A)/cl(A), т.е. все матрицы монодромии, 
сплетаемые Я - матрицей (I), (2). Рассмотрим матрицу монодро­
мии Т ( ^ ) (8), построенную из L - операторов (16). Отметим, 
что параметры k ^ , , ^ в различных узлах KV выбираются, вообще 
говоря, различными ("неоднородная цепочка"). Эта матрица моно­
дромии действует в квантовом пространстве F (С ) » ее функцио­
нальный параметр есть 

/•\» N ft) \ (о) & (А) _ П ft»A-+ и* (21) 

Варьируя число узлов N и коэффициенты &w , d^ мы можем сде­
лать &• [К]/d (Л) произвольной рациональной функцией Л . 

Устремляя N — - о о и выбирая произвольным образом <ХЛ,ЖГ1 
в (21), получим всевозможные замыкания пространства рациональ­
ных функций. Напомним, что любой разрез можно приблизить рацио­
нальной функцией, "сгущая" нули и полюса. Таким образом можно 
построить произвольную мероморфную функцию &(A)/d.(A) на произ­
вольной римановой поверхности. 

Следовательно, L - оператор (16) действительно порождает 
все матрицы монодромии для R - матрицы XXX модели. Итак, L -
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оператор (16) задает полный набор всех L - операторов для К -
матрицы XXX модели. 

4. Случай R - матрицы модели X X Z . 

Здесь мы хотим поставить задачу для XX Z- модели. В лите­
ратуре известно много L - операторов, сплетаемых R - матрицей 
(I), (3). Это L -операторы XX Z- моделей с произвольным 
полуцелым спином [5] и L - оператор решеточной модели синус-
Гордон [10, II] . Все известные L, - операторы можно получить 
из следующего оператора <1 [ГО, IlJ : 

к[^= 1 1 / (22) 

Здесь % = UL?{l$?Jh\) 4>(U)=(Z + C04jSU,)̂  $=Щ ; 
канонические бозонные поля U ^ и f>,^ имеют коммутационные соот­
ношения t̂ n-'"PKVJ == ̂  * Соотношения (10) для оператора Ь п (22) 
выполняются при любом значении комплексного параметра Z . Хотя 
оператор bw и не имеет вакуума, нетрудно построить на его осно­
ве L - операторы, имеющие вакуум. Во-первых, это оператор 
'-'И/ ( ^ ~ i И/ ( А ) » содержащий, в частности, Ь - операторы 

XX Z - моделей с целыми и полуцелыми спинами. Этот L -
оператор обладает вакуумом | 0 ) ^ (12) в случае -\ 4 Е < 1 • За­
метим, что матричные элементы оператора ^ А г ( А ) реализуют ком­
мутационные соотношения алгебры обобщенной X X Z - модели [з] . 

Во-вторых, из v ^ можно построить L. - оператор решеточ­
ной модели синус-Гордон L (A)=4iA\& (А), имеющий вакуум при 
любом комплексном значении параметра Ъ . 

Разумеется, с помощью этих L - операторов можно построить 
семейство матриц монодромии, зависящее от бесконечного числа 
параметров. Этих ц - операторов, однако, недостаточно для пост­
роения матрицы монодромии (8) с произвольной аналитической функ­
цией &(А)/л(А) • Действительно, очевидно, что величина 
О-ДА) /d^{\) дляЬ № (А) и Lft (A) , построенных из опера­
тора J(JW (22), является периодической функцией Л с чисто 
мнимым периодом, равным К% \ следовательно, периодической яв-



ляется и функция &(К)/<Л,(К) у любой построенной из этих L -
операторов матрицы монодрошш. Более того, можно показать, что 
0,(А)/е1(А) для такой матрицы монодромии не может быть даже 
произвольной периодической функцией (по-видимому, такая Cb(h)/d(X) 
является произвольной периодической функцией с периодом Viv , 
обладающей инволюцией &> В то же 
время из результатов работы [7] следует, что существуют матрицы 
монодромии, сплетаемые R - матрицей (I), (3), у которых 

fl(A)/<£(A)- произвольная аналитическая функция. 
Таким образом, в случае R - матрицы X X Z - модели мы не 

знаем полного семейства L - операторов, порождающих произволь­
ную матрицу монодромии. 

Нам хотелось бы привлечь внимание читателя к задаче о на­
хождении семейства L - операторов, генерирующих все матрицы мо­
нодромии и в XX Z - случае. 

В заключение мы выражаем благодарность Б.К.Скаянину за об­
суждения. 
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