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Nasto�wa� zametka posv�wena kommutatoram v model�nyh
prostranstvah K�� Pust� � � vnutrenn�� funkci� na ediniqno�
okru�nosti T� t�e� � � H�� j�j � � poqti vs	du naTotnositel�no
mery Lebega m 
mera m predpolagaets� normirovanno� tak� qto
mT� ��� Opredelim model�noe podprostranstvo K� prostran�
stva Hardi H� formulo� K� � H� � �H�
 model�ny� operator
S� v nem de�stvuet po formule S� � P�MzjK�

� gde Mz � operator
umno�eni� na nezavisimu	 peremennu	� a P� � ortoproektor na
K��
V �to� stat�e vsegda podrazumevaets�� qto L� � L��T�m�� Ope�

ratory umno�eni� na funkcii oboznaqa	ts� bukvo� M s funk�
cie� v kaqestve ni�nego ndeksa
 tak� operator umno�eni� na
funkci	 � oboznaqaets� qerez M�� Proektor Rissa P� est� or�
toproektor na H�� P� � I �P� � ortoproektor na ortogonal�noe
dopolnenie H�

�
podprostranstva H� v L�� Esli s � L� i � � toqka

ediniqnogo kruga� to �P�s���� �
R s����dm���

���
� t�e� graniqnye zna�

qeni� funkcii ot �� sto�we� v pravo� qasti� sovpada	t s P�s
m�poqti vs	du na ediniqno� okru�nosti�
Cel�	 �to� raboty �vl�ets� opisanie �dernyh operatorov�

t�e� operatorov iz klassa Xattena�fon Ne�mana S�� predstavi�
myh v vide XS� � S�X dl� nekotorogo ograniqennogo line�nogo
operatora X v K��

Teorema� Pust� L �K� �K� � �derny� operator�

L �
X

��� un�vn� 
��

gde un� vn �K� i X
jjunjj � jjvnjj ��� 
��

��sno� qto togda
P

�unvn � L�	
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�
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��Esli L predstavl�ets� v vide XS� � S�X� toX
�unvn � H�

� � ff � H� � f��� � �g� 
��

��Pust� � � �	 Esli
P

�unvn � H�
� � to suwestvuet �derny� ope�

rator� predstavimy� v vide XS� � S�X i blizki� k L v S�� t	e	
tako�� qto norma ih raznosti v S� ne prevoshodit �	

Takim obrazom� v naxe� osnovno� teoreme ustanavlivaets�
opisanie zamykani� v S� �dernyh operatorov� predstavimyh v
vide kommutatora XS� � S�X pri nekotorom X� Interes k ta�
komu voprosu voznik v sv�zi s izvestno� zadaqe� ob opisanii
funkci� 	 na ediniqno� okru�nosti� dl� kotoryh iz togo� qto
XU � V X � S�� sleduet� qto X	�U � � 	�V �X � S�� gde U� V � pa�
ra unitarnyh operatorov
 v izvestnyh issledovani�h na �tu te�
mu vsegda dopolnitel�no poluqaets�� qto jjX	�U �� 	�V �XjjS�

�

const �jjXU � V XjjS�
� Naibolee polny� otvet na �tot vopros� po�

vidimomu� da�ts� v stat�e V�V� Pellera ��� v terminah klas�
sov Besova� Vmesto unitarnyh operatorov mo�no rassmatri�
vat� razliqnye klassy operatorov i sootvetstvu	wie im klas�
sy funkci�� primenimye k operatoram iz zadannogo klassa� V
qastnosti� tako� vopros mo�no postavit� dl� s�ati� klassa C��
t�e� takih s�ati� T � dl� kotoryh suwestvuet funkci� � � H��
ne obrawa	wa�s� v nul� to�destvenno i taka�� qto ��T � � �� Ne
umal�� obwnosti� mo�no predpolagat�� qto funkci� � vnutren�
n��
 tipiqnym operatorom klassa C� �vl�ets� operator S�� Esli
zafiksirovat� vnutrenn		 funkci	 �� to estestvenno rassmo�
tret� klass C���� operatorov T � dl� kotoryh ��T � � �� Estestven�
nym klassom funkci�� primenimyh k operatoram klassa C�����
�vl�ets� H�� a toqnee � faktror�algebra H�
�H�� Razrexe�
nie sformulirovannogo vyxe voprosa dl� operatora S� � t�e� dl�
sluqa� U � V � S�� srazu privelo by i k obobweni	 na klass
C����� S uq�tom rezul�tata nasto�we� zametki 
i pri ispol�zue�
myh v ne� oboznaqeni�h� sm� ni�e� �tot vopros 
v formulirovke
s ocenko� normy� mo�no pereskazat� sledu	wim obrazom� dl�
kakih funkci� 	 � H� otobra�enie L �� L�� rassmatrivaemoe na
mno�estve �dernyh operatorov L� dl� kotoryh �L � �H� �sm	 �	��
�
� po povodu opredeleni� funkcii �L
� ograniqeno otnositel�no
normy klassa S��

Tak kak �derny� operator L� zadanny� formulo� 
��� de�stvu�
et v podprostranstveK� prostranstva L�� L mo�et byt� zapisan



�� V� V� KAPUSTIN

kak integral�ny� operator� a imenno�

�Lh��z� �

Z
k�z� ��h���dm���� h �K��

gde

k�z� �� �
X

un���vn�z��

Otmetim� qto� takim obrazom� vyra�enie
P

�unvn� figuriru	�
wee v teoreme� predstavl�et sobo� diagonal� �dra k� Netrudno
proverit�� qto otobra�enie� sopostavl�	wee �dernomu opera�
toru diagonal� �dra v ego zapisi v vide integral�nogo opera�
tora� korrektno opredeleno na operatorah koneqnogo ranga� t�e�
ne zavisit ot vybora nabora vektorov un� vn� operedel�	wego
odin i tot �e operator L� Oqevidno� �to otobra�enie line�no
i nepreryvno de�stvuet iz S� v L� 
ego norma ravna ��� i po�
tomu ono �vl�ets� s�ima	wim line�nym otobra�eniem na vs�m
klasse S��
Esli s � L�� to polo�im �s � ��z�s� Tak kak K� � H� � �H�

�
�

netrudno videt�� qto funkci� s prinadle�it ili ne prinadli�
�it podprostranstvu K� odnovremenno s �s� Nam budet udobnee
rabotat� s operatorom L� zapisannym v vide

L �
X

��� �un�vn 
��

vmesto 
��� t�e� s funkci�mi �un vmesto un� Togda uslovie 
��
perepisyvaets� kak

�L � �H�� 
��

gde � � S� � L��

�
�X

��� �un�vn

�
�
X

unvn� 
��

Pust� K � L� � L� � integral�ny� operator s �drom k�

�Kh��z� �

Z
k�z� ��h���dm����

Dl� h � L� polo�im

�K�h��z� �

Z
	��� � 	�z�

� � z
k�z� ��h���dm����
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Poslednee vyra�enie sv�zano s funkcie� 	
 snaqala budem pred�
polagat�� qto funkci� 	 dostatoqno gladka�� qto pozvol�et kor�
rektno opredelit� operator K�� Iz teorii dvo�nyh operator�
nyh integralov horoxo izvestno 
sm�� naprimer� ����� qto esli
K � XMz �MzX dl� nekotorogo operatora X� to

K� � XM� �M�X� 
��

Po operatoram K�K� postroim operatory v K��

L � P�KjK�
� L� � P�K�jK�

�

Voz�mem operator L ranga � na K�� Togda L � ��� �u�v dl� ne�
kotoryh funkci� u� v �K� 
 pust� K � operator na L�� zadanny�
to� �e samo� formulo�� V predstavlenii K v vide integral�no�

go operatora �dro imeet vid k�z� �� � �u���v�z�� Pust� 	 � dosta�
toqno gladka� funkci� iz H�� Dl� operatora K� i dl� h � K�

poluqaem�

�K�h��z� � v�z�

Z
	��� � 	�z�

� � z
�u���h���dm����

otkuda

K� �Mv�P�M� �M�P��M��u

�Mv�P�M�P� � P�M�P��M��u � MvP�M�P�M��u� 
��

Poslednee ravenstvo �vleets� sledstviem sootnoxeni� P�M�P�
� �� kotoroe verno� tak kak 	 � H��
Esli � � H�� to ��S�� � P�M�jK�


 ��S�� � � togda i tol�ko
togda� kogda � � �H��
Esli u� v � ograniqennye funkcii� poluqaem

L� � P�K�jK�
� P�MvP�M�P�M��ujK�

� P�MvP�M���P�MujK�
� v�S���P�M����u�S��� 
��

Blagodar� �to� formule operator L� mo�no opredelit� i dl�
funkci� 	 � H� bez predpolo�eni� ob ih gladkosti�

Dokazatel�stvo teoremy� �� Pust� L � �derny� operator na
K�� L � XS��S�X� Togda dl� operatora K � �XP��Mz�Mz�XP��
imeem L � P�KjK�

� Esli 	 � H�� to v silu sootnoxeni� 
�� s
operatorom XP� vmesto X poluqaem K� � XP�M� �M�XP�� i
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L� � P�K�jK�
� X	�S�� � 	�S��X� V qastnosti� ots	da sleduet�

qto esli 	 � �H�� to L� � ��
Vvedem oboznaqenie


� � fP�� � � � H�g�

norma na 
� opredel�ets� ravenstvom

jj	jj�� � inffjj�jjH� � P�� � 	g�

Esli 	 � 
�� to operator 	�S�� opredelen estestvennym obrazom�
i ego norma ravna jj	jj���
Oboznaqim qerez F klass operatorov� kotorye mogut byt�

predstavleny v vide koneqno� summy
P

��� �un�vn� gde un� vn � 
��
Esli L �

P
��� �un�vn � F i 	 � �� iz formuly 
�� vytekaet� qto

L� �
X

vn�S��un�S�� � �
X

unvn��S���

Poskol�ku L� � �� poluqaem� qto vnutrenn�� funkci� � �vl�ets�
delitelem analitiqesko� funkcii

P
unvn� t�e�

P
unvn � �H� 
i

da�e
P

unvn � �Hp pri vseh p � ���
V obwem sluqae pri vypolnenii uslovi� 
�� i 
��� t�e� bez

predpolo�eni� L � F� trebuets� dokazat�� qto
P

unvn � �H��
Opredelim operator K na L� formulo� 
��� t�e� to� �e samo�

formulo�� po kotoro� operator L de�stvuet v K�� Budem iskat�
uslovie na L� ravnosil�noe tomu� qto L� � � dl� vseh 	 � �H��
Analogiqno sootnoxeni	 
�� poluqaem

K� �
X

MvnP�M�P�M��un �

Voz�mem ograniqennu	 funkci	 h � K�� i pust� 	 � �H�� 
Ho�
roxo izvestno� qto ograniqennye funkcii iz K� plotny v K� ��
�sno� qto K�h � H�� i

jjK�hjj� � sup j	j � sup jhj � �
X

jjunjj � jjvnjj��


Otmetim� qto iz togo� qto prava� qast� koneqna� vytekaet sho�
dimost� rassmatrivaemyh zdes� r�dov�� Svo�stvo L� � � imeet
mesto togda i tol�ko togda� kogda K�h � �H� dl� vseh takih h i
	� Vektor M�P�M��unh le�it v �H

�� sledovatel�no� vsegda imeem

�MvnP�M�P�M��un�h � �H�� Takim obrazom� ostaets� proverit��
qto �X

MvnP�M�M��un

�
h �

X
MvnP�	

��unh � �H��
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Poskol�ku po predpolo�eni	 	 � �H�� poluqaem� qto 	��unh �
H�� i po�tomu interesu	wee nas svo�stvo perepisyvaets� tak�X

vn	��unh � �
X

vnun���	h � �H�

dl� vseh 	 � �H� i vseh ograniqennyh funkci� h � K�� Oqe�
vidno� qto �to svo�stvo ravnosil�no uslovi	

P
unvn � �H�� to

est� ime	t mesto svo�stva 
���
��� Tak kak dl� operatora L ras�
smatrivalos� predstavlenie 
�� vmesto 
��� pervoe utver�denie
teoremy dokazano�

Dl� dokazatel�stva vtorogo utver�deni� teoremy nam potre�
buets� sledu	wa� lemma�

Lemma� Pust� � � �	 Dl� l
bogo �dernogo operatora L v K� tako�
go� qto �L � �H�� suwestvuet operator �L v K� iz klassa F tako��
qto jjL� �Ljj � �� i dl� kotorogo tak�e ��L � H�

� 	

Dokazatel�stvo lemmy� Pust� L �
P

��� �un�vn� u� v � K�� Po�
skol�ku ograniqennye funkcii plotny v K� � mo�no vz�t� ogra�
niqennye funkcii vmesto un� vn� i rassmotret� koneqnu	 summu
tak� qtoby norma raznosti L i poluqennogo operatora L� � F ne
prevoshodila �
�� Odnako� nam tak�e trebuets�� qtoby otobra�
�enie � perevodilo iskomy� operator v �H�� Po postroeni	
imeem

�L� � L� i jj�L� � �LjjL� � jjL� � LjjS�
� �
��

Pust� u� v �K� � H� � �H�
�
� Togda

uv � H� � ���z�H��

Sledovatel�no� � otobra�aet l	bo� �derny� operator� de��
stvu	wi� v K�� v prostranstvo H� � ���z�H�� Tak kak �L � �H��
imeem �L � �H� � ���z�H�� i� sledovatel�no

z���L � zH� � ��zH��

Voz�mem ograniqennu	 funkci	 f � zH� � ��zH� taku	� qto
jjz���L� f jjL� � �
�� Togda dl�

g � �L� � �z�f � ��L� ��L� � �z��z���L� f�

imeem

jjgjjL� � jj�L� � �LjjL� � jjz���L� f jjL� � ��
��



�� V� V� KAPUSTIN

Tak�e �sno� qto g �ograniqenna� funkci� i g � H� � ���z�H��
Sledovatel�no g � H�� i suwestvu	t ograniqennye funkcii
p� q � H� takie� qto g � pq i jjpjjH� � jjqjjH� � ��
�� Opredelim
L� � ��� P��p�P�q� Togda L� � F� jjL�jjS�

� ��
�� i

�L� � g � P�p � P�q � pq � �H��

Polo�im �L � L� � L�� Operator �L prinadle�it klassu F� po�
skol�ku oba operatora L� i L� prinadle�at F�

jj�L� LjjS�
� jjL� � LjjS�

� jjL�jjS�
� ��

i� nakonec� ��L � �L� � �L� � ��z�f � g� � �L� � �z�f � ��L� � g� �
�H�� 	

Takim obrazom� teorema budet dokazana� esli l	bo� operator
L � F� dl� kotorogo �L � �H�� udasts� zapisat� v vide L �
XS� � S�X dl� nekotorogo operatora X v K��
Na prostranstve K� imeem S� � Mz � ��� �z���� Esli � � H�� to

��S��
� � P�M��jK�

� Dl� � � 
� poluqaem

��S��
�S� � S���S��

� �P�M��S� � P�MzP�M��

�P��P�M��Mz � ��� �z��P�M��� �MzP�M���

�P��P�Mz �MzP��M�� � ��� �z��P� ���

�P�P�MzM�� � ��� �z��P� ���

���� �z��P��� ��� �z��P� ���

���� P��z��P��� ��� P��z��P� ����

Pust� u� v � 
�� Rassmotrim operator X � v�S��S�� �u�S��
�� Pri�

men�� posledn		 formulu pri � � z�u i prinima� vo vnimanie�
qto ��� � u � 
�� poluqaem

XS� � S�X �v�S�����S��
�S� � S���S��

��

���� P��z��v�S��P��� ��� P��z��v�S� �P����

���� �u�v � ��� P��z��P�uv�


���

Teper� voz�mem operator L v K� iz klassa F� pust� L �P
��� �un�vn� gde summa koneqna� un� vn � 
�� i predpolo�im� qtoP
unvn � �H�� Poskol�ku un� vn � 
�� imeem

P
unvn � �H�� ot�

kuda P�
P

unvn � �� Po formule 
��� dl� X �
P

vn�S��S�� �un�S��
�

poluqaem

XS� � S�X �
X

��� �un�vn � ��� P��z��P�
X

unvn �
X

��� un�vn � L�
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Dokazatel�stvo teoremy zakonqeno� 	

V zakl	qenie sformuliruem ewe neskol�ko voprosov� kotorye
ka�uts� interesnymi i otvety na kotorye avtoru neizvestny�
�� Spravedliv li analog rezul�tata �to� zametki dl� ope�

ratora odnostoronnego sdviga S na prostranstve H�� t�e� verno
li� qto esli �derny� operator L �

P
��� un�vn v H� predstavl��

ets� v vide XS � SX� to
P

�unvn � H�
�� Verno li obratnoe dl�

operatorov� dl� kotoryh
P

�unvn � H�
� � iz plotnogo mno�estva

otnositel�no normy klassa S��
�� Pust� X � operator v K� tako�� qto L � XS��S�X � opera�

tor koneqnogo ranga� Po naxe� teoreme imeem �L � �H�� odnako
estestvenno predpolo�it�� qto pri uslovii koneqnosti ranga
klass �H� mo�no zamenit� bolee uzkim klassom� Naprimer� ver�
no li� qto �L popadaet v �Hp pri l
bom p � ��
�� Pust� g � H� � ���z�H�� Suwestvu	t li funkcii un� vn �K�

takie� qto
P

unvn � g i
P
jjunjjL� � jjvnjjL� � const �jjgjjL�� Dru�

gimi slovami� suwestvuet li �derny� operator L v K� tako��
qto �L � g i jjLjjS�

� const �jjgjjL�� Esli otvet polo�itelen� to
mo�no li v kaqestve L vybrat� operator ranga ��
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P
��� un�vn�

P
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P
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